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ИССЛЕДОВАНИЕ ПРЕЦЕССИИ ЭКЗОПЛАНЕТЫ ПОД ДЕЙСТВИЕМ
ГРАВИТАЦИОННЫХ МОМЕНТОВ ТРЕХ НЕБЕСНЫХ ТЕЛ С УЧЕТОМ
ЭВОЛЮЦИИ ОРБИТЫ СПУТНИКА

Исследуется нерезонансная эволюция угла наклона оси вращения гипотетической экзо-Земли в гра-

витационном поле звезды, спутника планеты (экзо-Луны) и внешней планеты (экзо-Юпитера). Счи-

таем, что экзо-Земля является динамически симметричным твердым телом (A = B), эллипсоид

инерции которого близок к сфере. Полагаем также, что обе планеты движутся по кеплеровским эл-

липсам вокруг звезды. Траектория спутника — эволюционирующий эллипс с фокусом в экзо-Земле:

эволюционирует долгота восходящего узла орбиты спутника на плоскости «эклиптики» и аргумент

перицентра.

В предположении, что частоты орбитального эллиптического движения есть величины порядка

единицы, получены канонические усредненные уравнения возмущенных колебаний оси вращения

экзо-Земли, содержащие параметры, медленно меняющиеся со временем. В предположении, что

массы планет малы по сравнению с массой звезды, получены в первом приближении метода малого

параметра упрощенные уравнения колебаний оси вращения планеты. Интеграция этих уравнений

дает явную зависимость угла наклона оси вращения экзо-Земли от времени. Показано, что гравита-

ционные моменты от внешней планеты формируют вековую, долгопериодическую моду колебаний

с частотой, равной частоте невозмущенной прецессии оси собственного вращения экзо-Земли. Влия-

ние экзо-Луны сводится к появлению короткопериодических гармоник с частотой, близкой к частоте

прецессии долготы восходящего узла орбиты экзо-Луны.

Проведены расчеты для двух экзопланетных систем: для системы, подобной Солнечной, и для

планетной системы 7 Canis Majoris. Описан эффект дестабилизации (стабилизации) колебаний по уг-

лу нутации оси вращения экзо-Земли под действием гравитационных моментов от экзо-Луны и экзо-

Юпитера.
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Введение

Известно, что жизнь на планете зависит от ряда факторов. Одним из таких факторов яв-

ляется наклон оси вращения планеты к плоскости ее орбиты [1–5]. Небольшой наклон при-

водит к появлению времен года и обеспечивает плавное распределение температуры по зем-

ному шару. Небольшие периодические изменения в угле наклона приводят к ледниковым

периодам c циклами в 3000–4000 лет [6–8], при углах наклона в 90 градусов невозможна

жизнь на Земле [9]. Поэтому исследованию наклона оси Земли (экзопланеты), его влиянию

на климат планеты посвящены работы многих исследователей [10–12]. К примеру, известны

результаты численного исследования прецессии Земли, изменения ее угла нутации, инсоля-

ции поверхности Земли [13–15], в которой отмечается «стабилизирующая» роль Луны, так

как Луна резко уменьшает амплитуду нутационных колебаний Земли, вызванных эволюци-

ей орбиты Земли, и стабилизирует угол нутации в окрестности 23,5 градусов. В то же время

исследования, проведенные в работе [16], указывают на то, что влияние спутника планеты,

отличной от Земли, может быть как стабилизирующим, так и дестабилизирующим.

https://doi.org/10.35634/vm220210
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В статье [17] исследуется влияние больших планет на изменение эксцентриситета ор-

биты Земли и влияние его на климат Земли. Статьи [18, 19] посвящены исследованиям ну-

тационных колебаний оси собственных вращений Сатурна под действием гравитационных

моментов от Солнца с учетом резонансных воздействий со стороны Нептуна. В работе [20]

предлагается альтернативная модель исследования прецессии Сатурна под действием гра-

витационных моментов от Солнца, Юпитера и спутников планеты: показано, что возму-

щения от Юпитера вносят основной вклад в эволюцию угла нутации Сатурна. Отметим

также статью [22], в которой получены асимптотические формулы для колебаний по уг-

лу нутации и углу прецессии планеты в планетной нерезонансной задаче многих тел для

случая «быстрых орбитальных движений» небесных тел (базисные частоты таких движе-

ний рассматриваются как величины порядка единицы). Отметим, что в этих исследования

используется, как правило, метод усреднения, находящий широкое применение в задачах

небесной механики, см. к примеру, [23, 24, 26, 29, 30].

Цель статьи — получить асимптотические формулы, описывающие колебания по углу

нутации оси вращения экзо-Земли под действием гравитационных моментов от массивной

звезды, массивного спутника экзо-Земли (экзо-Луны) и внешней планеты (экзо-Юпитера)

при условии эволюции кеплеровских элементов орбиты спутника по лунному типу, когда

эволюционирует долгота восходящего узла и аргумент перицентра орбиты. Эта задача от-

личается от исследованной ранее (см. [22]): пропадают некоторые из первых интегралов

усредненных уравнений вращения. Как следствие, меняется топология вращений, меняют-

ся методы исследований.

Отметим, что исследованию вращений небесных тел с учетом эволюции орбиты по-

священы многие работы. В пионерской работе [25] дано аналитическое описание второго

и третьего законов Кассини во вращении Луны на эволюционирующей орбите при условии,

что Луна находится в гравитационном поле одного притягивающего центра (Земли) и отсут-

ствуют резонансы. В статье [26] показано, что равновесия Кассини (положения равновесия

оси вращения Луны во вращающейся перигейной системе координат) представляют собой

предельные равновесия под действием приливных моментов трения. Статья [27] посвящена

исследованию топологии нерезонансных движений вектора кинетического момента Луны

на небесной сфере на эволюционируюшей орбите, описана связь этих результатов с зако-

нами Кассини. Исследования на эту же тему были проведены независимо в работе [28].

В монографии [29] исследованы законы Кассини с учетом резонанса 1:1.

Есть цикл работ, в которых законы Кассини применяются для исследований вращений

некоторых планет солнечной системы. Так, на основе работы [25] были исследованы ко-

лебания угла наклона оси вращения Сатурна, ее равновесия Кассини с учетом эволюции

орбиты Сатурна под действием резонансного притяжения Нептуна [18, 19]. В статье [30]

малые колебания оси вращения Меркурия в окрестности первого равновесия Кассини ис-

пользуются для определения некоторых качественных характеристик структуры ядра Мер-

курия.

Исследование колебаний планеты под действием гравитационных моментов от звез-

ды и спутника планеты с учетом эволюции орбиты спутника (экзо-Луны) имеют бо-

лее сложный характер, отличный от законов Кассини. Таковой является задача о лунно-

солнечной прецессии оси собственного вращения Земли. Впервые эту задачу исследовал

Тиссеран [31]. Подробное описание задачи с учетом не только эволюции орбиты Луны,

но и эволюции орбиты Земли (медленно меняется со временем эксцентриситет орбиты

Земли) содержится также в монографии Смарта [32]. В монографии [29] задача исследо-

вана методом усреднения, впервые получены первые интегралы усредненных уравнений,

описана топология движений вектора кинетического момента Земли. Отметим только, что

критические углы наклона i ([33–35]), при которых наблюдается эволюция эксцентриситета
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орбиты Луны (e → 1), требуют отдельных исследований.

Задачу о вращении планеты под действием трех гравитационных моментов от звезды,

спутника планеты и внешней планеты с учетом эволюции орбиты спутника мы рассматри-

ваем в общей небесно-механической постановке. Она обладает достоинствами: результаты

исследований можно применить как к планетам солнечной системы, так и к экзопланетам,

находящимся за пределами солнечной системы, если будут известны массово-инерционные

характеристики этих планет и параметры их орбитального движения. Небесно-механиче-

ская постановка задачи позволит исследовать общие закономерности вращения планеты

в рамках принятой модели, избегая частности, которыми обременены, подчас, исследова-

ния вращений планет солнечной системы.

§ 1. Постановка задачи

Итак, рассмотрим небесно-механическую модель — планетную задачу четырех тел, одно

из которых — твердое тело (обозначим его как экзо-Землю), остальные тела — материаль-

ные точки (звезда, спутник планеты и внешняя планета). Исследуем прецессию экзо-Земли

под действием гравитационных моментов от звезды, спутника и внешней планеты (экзо-

Юпитера). Считаем, что исследуемая планета является динамически-симметричным телом

с главными центральными моментами инерции A = B 6= C.

Предположим, что масса m1 звезды превалирует над массой m исследуемой экзо-Земли,

массой m2 спутника (экзо-Луны) и массой m3 внешней планеты (экзо-Юпитера). Задачу

рассмотрим в ограниченной постановке, предполагая, что взаимные расстояния между экзо-

Землей и внешними планетами существенно больше характерных размеров исследуемой

планеты. Тогда вращение самой планеты не влияет на движение ее центра масс. Будем

считать также, что внешняя планета и экзо-Земля движутся по кеплеровским эллипсам

с фокусом в звезде и cо средними частотами ω3 и ω соответственно. Такое допущение

естественно для внешней планеты, так как она находится на значительном удалении как

от звезды, так и от экзо-Земли, поэтому возмущения в кеплеровских элементах ее орбиты

дают пренебрежимо малый вклад в силовую функцию задачи. Однако этого нельзя сказать

о кеплеровских элементах орбиты самой экзо-Земли, так как близость массивного спутника

усиливает влияние эволюции этих элементов. Тем не менее, мы пренебрегаем медленным

изменением элементов орбиты экзо-Земли, планируя исследовать их влияние в будущем.

Введем инерциальную систему координат OXY Z с началом O, расположенным в звез-

де, плоскость OXY которой совпадает с плоскостью орбиты исследуемой планеты (плос-

костью «эклиптики»), ось OX направим в перигей орбиты экзо-Земли, а OZ направим

по нормали к плоскости OXY . В центр масс планеты поместим начало кёниговой системы

координат Mx1y1z1, направление осей которой совпадает с направлением осей абсолютной

системы координат OXY Z, Mxyz — подвижные оси, направленные по главным централь-

ным осям инерции планеты. Для описания вращения планеты воспользуемся канонически-

ми переменными Депри–Андуайе l, ϕ2, ϕ3, L, I2, I3, которые задают ориентацию системы

координат Mxyz относительно кёниговых осей Mx1y1z1 и которые приспособлены для

применения методов теории возмущений.

Вращение планеты вокруг собственного центра масс в переменных Депри–Андуайе опи-

сывается канонической системой уравнений с гамильтонианом

H =
I22 − L2

2A
+

L2

2C
+

3
∑

i=1

Ui, Ui =
3µi

2R3
i

(C − A)γ2
i . (1.1)

Здесь A, C — экваториальный и осевой моменты инерции планеты, µi = fmi, где f —

гравитационная постоянная, Ri — расстояние между центром масс M и центром масс i-го
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тяжелого тела, γi — косинус угла между радиус-вектором Ri и осью вращения планеты Mz.
Явные выражения для γi как функции переменных Депри–Андуайе опускаем (см. [21]),

а радиус-вектор Ri имеет следующий вид:

Ri = (RiX , RiY , RiZ), RiX = (X −Xi), RiY = (Y − Yi), RiZ = (Z − Zi),

где X , Y , Z (Z = 0) — абсолютные координаты центра масс планеты, Xi, Yi, Zi — абсолют-

ные координаты центра масс i-го тела. Здесь и далее индекс i = 1 отвечает звезде, i = 2 —

спутнику планеты, i = 3 — внешней планете. Очевидно, что X1 = Y1 = Z1 = 0.
В силу постановки задачи эти координаты являются известными функциями времени.

Так, абсолютные координаты исследуемой планеты M вычисляются по формулам

X =
a(1− e2)

1 + e cos ν
cos ν, Y =

a(1− e2)

1 + e cos ν
sin ν, Z = 0, (1.2)

где a, e, ν — большая полуось, эксцентриситет и истинная аномалия орбитального движения

экзо-Земли.

Абсолютные координаты спутника планеты (материальной точки массы m2) имеют бо-

лее сложный вид, так как спутник совершает сложное движение: он движется по эволю-

ционирующей кеплеровской орбите с фокусом в экзо-Земле, в то время как сама планета

непрерывно перемещается по кеплеровскому эллипсу с фокусом в звезде. Поэтому траекто-

рия спутника описывается квазипериодической функцией времени. В дальнейших исследо-

ваниях мы будем иметь дело не с абсолютными координатами спутника, а с координатами

(X −X2), (Y − Y2), (Z − Z2) его относительного движения по отношению к M .

Относительные координаты спутника планеты описываются формулами (см. [36])

X −X2 = sinΩ2 sin i2 ζ2 + [cosΩ2 cos̟2 − sinΩ2 cos i2 sin̟2]ξ2 −
− [cos Ω2 sin̟2 + sinΩ2 cos i2 × cos̟2]η2,

Y − Y2 = − cosΩ2 sin i2 ζ2 + [sinΩ2 cos̟2 + cosΩ2 cos i2 sin̟2]ξ2 +

+ [− sinΩ2 sin̟2 + cosΩ2 cos i2 × cos̟2]η2,

Z − Z2 = sin i2 sin̟2 ξ2 + sin i2 cos̟2 η2 + cos i2 ζ2.

(1.3)

Здесь Ω2 — долгота восходящего узла плоскости орбиты спутника на плоскости OXY ,

̟2 — аргумент перицентра орбиты, i2 — наклонение орбиты спутника к плоскости OXY ;

ξ2, η2, ζ2 — координаты спутника в перигейной системе координат Mξ2η2ζ2 c началом в экзо-

Земле: ось Mξ2 направлена в перигей орбиты спутника, ось Mη2 получим поворотом

оси Mξ2 в плоскости орбиты спутника на 90◦ в направлении его движения, ось аппли-

кат Mζ2 направим по нормали к плоскости орбиты спутника так, чтобы оси Mξ2η2ζ2 были

правоориентированы.

Координаты спутника в перигейной системе координат таковы:

ξ2 =
a2(1− e22)

1 + e2 cos ν2
cos ν2, η2 =

a2(1− e22)

1 + e2 cos ν2
sin ν2, ζ2 = 0. (1.4)

Напомним, что параметры Ω2, ̟2 медленно эволюционируют со временем.

Так как относительные координаты спутника планеты в его кеплеровском движении

с фокусом в экзо-Земле описываются теми же формулами, что и абсолютные координаты

кеплеровского движения внешней планеты с фокусом в звезде, то абсолютные координаты

X3, Y3, Z3 внешней планеты и ее перигейные координаты вычисляются по формулам (1.3),

(1.4) соответственно с условием замены нижнего индекса 2 на 3.



П. С. Красильников 323

§ 2. Нерезонансные вращения экзо-Земли в отсутствии эволюции орбиты спутника

Нерезонансные вращения планеты в ограниченной задаче N тел в отсутствии медленной

эволюции траекторий небесных тел, входящих в систему, описаны в статьях [22, 37, 38].

Причем в статье [22] основное внимание уделяется планетной системе, получены явные

асимптотические формулы колебаний по углу нутации и углу прецессии оси вращения

исследуемой планеты при условии, что планета не имеет спутников. В монографии [21]

описаны резонансные и нерезонансные вращения космического аппарата в ограниченной

задаче трех тел.

Обобщим исследования статьи [22], учитывая гравитационные моменты от спутника,

тем более, что эти результаты понадобятся в дальнейшем. Предположим, что эллипсоид

планеты близок к сфере, т. е. C = J0 + εC1, A = J0 + εA1, где ε ≪ 1, J0 — момент инерции

тела сферической структуры. Раскладывая функцию Гамильтона задачи в ряд по ε, получим

H =
I22
2J0

+ εH1 + o(ε),

H1 = − 1

2J2
0

[

L2C1 +
(

I2
2 − L2

)

A1

]

+
3

2

3
∑

i=1

µi

R3
i

(C1 − A1)γ
2
i , µi = fmi.

Функция H1 содержит силовые функции гравитационного воздействия со стороны звез-

ды, спутника планеты и внешней планеты, f — универсальная гравитационная постоянная.

Из уравнений Гамильтона следует, что ϕ2 (ϕ̇2 ∼ I2/J0) есть быстрая переменная вращатель-

ных движений, в то время как l, ϕ3, L, I2, I3 — медленные переменные. Считаем, что в си-

стеме отсутствуют резонансы между частотами ω, ωi, I2/J0 (i = 2, 3), где ω — среднее дви-

жение планеты, ω2 — частота орбитального движения спутника относительно экзо-Земли,

ω3 — частота орбитального движения внешней планеты. Заметим, что частота ω1 орбиталь-

ного движения звезды равна нулю. Предполагаем также, что частоты ω, ω2, ω3 — величины

порядка единицы (рассматриваем «быстрые» орбитальные движения небесных тел).

После усреднения по быстрым переменным θ = ωt, θ2 = ω2t, θ3 = ω3t орбитальных дви-

жений и переменной ϕ2 вращательного движения приходим к разделению по канонически

сопряженным переменным в усредненном гамильтониане (см. [22], где описано аналогич-

ное разделение движений в случае отсутствия спутника экзо-Земли):

H1 = F (I2, L, l)G(I2, I3, ϕ3),

F (I2, L, l) = −(C1 − A1)

(

2

3
− sin2 δ2

)

,

G =
I22
2J2

0

+
9

4

(

−D1 sin
2 ϕ3 −D2 cos

2 ϕ3 +D3 +D4 sin 2ϕ3

)

sin2 δ1 −

− sin 2 δ1 (D5 sinϕ3 −D6 cosϕ3), cos δ1 =
I3
I2
.

(2.1)

Угол нутации δ1 и угол прецессии ϕ3 задают ориентацию вектора кинетического момен-

та I2, практически совпадающего с осью вращения планеты, в поступательно движу-

щемся пространстве Mx1y1z1, связанном с центром масс планеты. Угол ϕ3 отсчитывается

от оси Mx1, параллельной оси OX абсолютной системы координат.

Параметры Di являются функционалами на множестве квазипериодических орбит спут-

ника, внешней планеты (экзо-Юпитера) и самой экзо-Земли. Они таковы:

Dk = D
(1)
k +D

(2)
k +D

(3)
k (k = 1, . . . , 6), (2.2)
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где

D
(i)
1 = µiDiX2 , D

(i)
2 = µiDiY 2 , D

(i)
3 = µiDiZ2 ,

D
(i)
4 = µiDiXY , D

(i)
5 = µiDiXZ , D

(i)
6 = µiDiY Z ,

Diρ2 =
1

(2π)3

∫ 2π

0

R2
iρ

R5
i

dθ dθ2 dθ3, Diρν =
1

(2π)3

∫ 2π

0

RiρRiν

R5
i

dθ dθ2 dθ3,

ρ и ν принимают значения X, Y, Z. Отметим, что параметры D
(1)
k обусловлены воздействи-

ем звезды, D
(2)
k — спутником планеты, D

(3)
k — внешней планетой (экзо-Юпитером).

При вычислении функционалов Dk удобно перейти от средних аномалий θ, θ2, θ3 к ис-

тинным аномалиям ν, ν2, ν3 по формулам

dθ

dν
=

(1− e2)3/2

(1 + e cos ν)2
,

dθi
dνi

=
(1− e2i )

3/2

(1 + ei cos νi)2
(i = 2, 3).

Наиболее просто вычисляются параметры D
(1)
k , отвечающие случаю задачи двух тел

«звезда–экзо-Земля». Они имеют следующий вид:

D
(1)
1 = D

(1)
2 =

fm1 (1− e2)
3/2

2p3
, D

(1)
3 = D

(1)
4 = D

(1)
5 = D

(1)
6 = 0.

Несколько сложнее вычисляются параметры D
(2)
k . Полагая Ξ =

µ2

2a32 (1− e22)
3/2

, учитывая

выражения для (X − X2), (Y − Y2), (Z − Z2) (см. (1.3), (1.4)) и независимость подынте-

гральных выражений от ν, ν3, получим

D
(2)
1 =

µ2

2π

∫ 2π

0

(X −X2)
2

R5
2

(1− e22)
3/2

(1 + e2 cos ν2)2
dν2 = Ξ

(

cos2 Ω2 sin
2 i2 + cos2 i2

)

,

D
(2)
2 =

µ2

2π

∫ 2π

0

(Y − Y2)
2

R5
2

(1− e22)
3/2

(1 + e2 cos ν2)2
dν2 = Ξ

(

− cos2 Ω2 sin
2 i2 + 1

)

,

D
(2)
3 =

µ2

2π

∫ 2π

0

(Z − Z2)
2

R5
2

(1− e22)
3/2

(1 + e2 cos ν2)2
dν2 = Ξ sin2 i2,

D
(2)
4 =

µ2

2π

∫ 2π

0

(X −X2)(Y − Y2)

R5
2

(1− e22)
3/2

(1 + e2 cos ν2)2
dν2 = Ξ sinΩ2 cosΩ2 sin

2 i2,

D
(2)
5 =

µ2

2π

∫ 2π

0

(X −X2)(Z − Z2)

R5
2

(1− e22)
3/2

(1 + e2 cos ν2)2
dν2 = −Ξ sinΩ2 sin i2 cos i2,

D
(2)
6 =

µ2

2π

∫ 2π

0

(Y − Y2)(Z − Z2)

R5
2

(1− e22)
3/2

(1 + e2 cos ν2)2
dν2 = ΞcosΩ2 sin i2 cos i2.

(2.3)

Параметры D
(3)
k , обусловленные влиянием внешней планеты массы m3, представляют

собой кратные интегралы по ν, ν3. Они вычисляются так же, как и параметры D
(2)
k с усло-

вием замены нижнего индекса 2 в подынтегральных выражениях на индекс 3. Однако они

не имеют простого аналитического представления, поэтому явный вид этих параметров мы

опускаем, тем более что параметры D
(3)
k не содержат эволюционирующих кеплеровских

элементов Ω2, ̟2 орбиты спутника.

Далее, учитывая независимость H1 от ϕ2 и времени t, имеем полный набор первых

интегралов в инволюции:

I2 = const, F (I2, L, l) = const, G̃(I2, I3, ϕ3) = const.
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Здесь

G̃ = (−D1 sin
2 ϕ3−D2 cos

2 ϕ3+D3+D4 sin 2ϕ3) sin
2 δ1−sin 2δ1(D5 sinϕ3−D6 cosϕ3). (2.4)

Интеграл F = const описывает регулярную прецессию планеты вокруг вектора кинети-

ческого момента I2 на постоянном угловом расстоянии δ2 (для планет солнечной системы

этот угол мал, им можно пренебречь). Интеграл G̃ = const описывает движение вектора I2

в кёниговом пространстве. Качественная картина вращений вектора I2 на небесной сфере

представлена в работах [21, 37].

Эволюционные уравнения колебаний по ϕ3, I3 имеют вид

dϕ3

dt
= Λ

∂G̃

∂I3
,

dI3
dt

= −Λ
∂G̃

∂ϕ3

,

Λ = ε
9

4
F =

3

4
(A− C)(3 cos2 δ2 − 1).

(2.5)

Очевидно, уравнения (2.5) являются каноническими уравнениями с функцией Гамильтона

ΛG̃(I3, ϕ3), где Λ ∼ ε.

В планетной задаче четырех тел параметры µ2 = fm2, µ3 = fm3 являются малыми, так

как m2 ≪ m1, m3 ≪ m1. Поэтому постоянные параметры Dk разбиваются естественным

образом на невозмущенную часть D
(1)
k порядка единицы, задаваемую гравитационными

моментами от Солнца, и возмущенную часть D∗

k = D
(2)
k +D

(3)
k , имеющую первый порядок

малости по малым параметрам µ2, µ3.

Разложим интеграл G̃ уравнений (2.5) в ряд по малым параметрам µ2, µ3, учитывая

представление I3 в виде ряда по этим параметрам:

I3 = I31 + I∗3 + . . . , I∗3 =
3
∑

i=2

µiI3i.

Здесь I31 = const (импульс вычисляется при µ2 = µ3 = 0).

Принимая во внимание каноничность замены переменных I3, ϕ3 → I∗3 , ϕ3

I3 = I31 + I∗3 , ϕ3 = ϕ3,

получим, с точностью до членов второго порядка малости по µ2, µ3 и постоянных слагае-

мых, укороченное выражение для этого интеграла:

G̃(I∗3 , ϕ3) = 2
D

(1)
1 cos δ11I

∗

3

I2
+
(

−D∗

1 sin
2 ϕ3 −D∗

2 cos
2 ϕ3 +D∗

3 +D∗

4 sin 2ϕ3

)

×

× sin2 δ11 − sin 2δ11 (D
∗

5 sinϕ3 −D∗

6 cosϕ3) , cos δ11 =
I31
I2

.

(2.6)

Здесь угол δ11 — величина постоянная и представляет собой невозмущенный угол нутации

оси вращения экзо-Земли в задаче двух тел (планета–звезда).

В случае δ11 ≈ π/2 первый член, входящий в правую часть равенства (2.6), имеет более

высокий порядок малости по сравнению с остальными членами выражения (2.6). Поэто-

му поведение угла нутации в окрестности плоскости экватора планеты требует отдельных

исследований, учитывающих влияние членов второго порядка малости по µ2, µ3 и выше.
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§ 3. Вращения планеты с учетом эволюции орбиты спутника

Исследуем вращения экзо-Земли с учетом эволюции орбиты спутника по лунному типу,

когда эволюционирует долгота восходящего узла Ω2 и аргумент перицентра ̟2 орбиты:

Ω2 = Ω20 + ε1t, ̟2 = ̟20 + ε2t (ε1, ε2 ≪ 1).

Отметим, что скорость ε1 прецессии узла Ω2 орбиты спутника экзо-Земли вычисляется

в теории движения Луны Понтекулана [32]:

ε1 = −3

4

(

ω

ω2

)2

.

Уточняется это выражение в теории Луны Хилла–Брауна [32]:

ε1 = −3

4

(

ω

ω2

)2

+
57

32

(

ω

ω2

)3

.

Формулы для ε2 мы не приводим, так как усредненные уравнения колебаний оси вращения

экзо-Земли не зависят от ̟2.

Усреднение по быстрым координатам поступательных и вращательных движений сохра-

няет разделение переменных в гамильтониане H1 (см. (2.1)), сохраняется величина кинети-

ческого момента планеты (I2 = const), так как H1 не зависит от ϕ2, но при этом пропадают

интегралы F = const, G̃ = const по причине зависимости усредненных уравнений от вре-

мени. Уравнения колебаний по I3, ϕ3 (cм. (2.5), (2.6)) также сохраняют свой вид, при этом

параметры D
(2)
k зависят от медленно меняющейся величины τ = ε1t. В дальнейшем пола-

гаем δ2 = 0, поэтому Λ = (3/2)(A− C) ∼ ε.
Отметим, что уравнения (2.5) совпадают, с точностью до обозначений фазовых перемен-

ных и замены силовой функции U на ΛG̃, с уравнениями колебаний оси вращения Земли

под действием гравитационных моментов от Луны и Солнца (см. [32]). Смарт учитывает

эволюцию долготы восходящего узла и аргумента перицентра орбиты Луны и эволюцию

эксцентриситета орбиты Земли, поэтому параметры Dj в его исследованиях — медленные

функции времени. Значения параметров Dj в нашем случае отличаются от аналогичных

параметров Смарта в силу различия в выборе систем координат, но при этом имеет место

тождественное совпадение структуры силовой функции U Смарта с силовой функцией ΛG̃
нашей задачи; мы также учитываем дополнительные гравитационные моменты от экзо-

Юпитера, но пренебрагаем эволюцией эксцентриситета орбиты экзо-Земли.

Эволюция орбиты спутника планеты ведет к эволюции параметров D
(2)
k :

D̃
(2)
1 (τ) = Ξ

(

cos2(Ω0 + τ) sin2 i2 + cos2 i2
)

, D̃
(2)
2 (τ) = Ξ

(

− cos2(Ω0 + τ) sin2 i2 + 1
)

,

D̃
(2)
3 (τ) = Ξ sin2 i2, D̃

(2)
4 (τ) =

Ξ

2
sin 2(Ω0 + τ) sin2 i2,

D̃
(2)
5 (τ) = −Ξ sin(Ω0 + τ) sin i2 cos i2, D̃

(2)
6 (τ) = Ξ cos(Ω0 + τ) sin i2 cos i2.

(3.1)

Отсюда сразу следует, что медленная эволюцию по углу ̟2 не проявляет себя в первом

приближении метода усреднения, так как коэффициенты (3.1) не зависят от ̟2.

Преобразованная функция (2.6) примет вид

G̃(e)(I∗3 , ϕ3, τ) = G̃|
D

(2)
k

→D̃
(2)
k

(τ)
. (3.2)

Очевидно, в отсутствии эволюции орбиты функция G̃(e) совпадает с функцией G̃.
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После подстановки G̃(e)(I∗3 , ϕ3, τ) в равенства (2.5) получим уравнения относитель-

но I∗3 , ϕ3. Интегрируя их, найдем изменение канонически сопряженных переменных I∗3 , ϕ3

в функции времени:

ϕ3 = ΛKt+ ϕ30,

I∗3 =

[

D
(3)
5

sinϕ3

K
−D

(3)
6

cosϕ3

K
− ΛΞ

2(KΛ− ε1)
cosα sin 2i2

]

sin 2δ11 −

−
[

ΛΞ

4(KΛ− ε1)
cos 2α(1− cos 2i2) +

(

D
(3)
1 −D

(3)
2

2K
cos 2ϕ3 +

D
(3)
4

K
sin 2ϕ3

)]

sin2 δ11.

(3.3)

Здесь

K =
2D

(1)
1 cos δ11
Cωr

, Ξ =
µ2

2a32(1− e22)
3/2

, α = (KΛ− ε1)t− Ω20 + ϕ30. (3.4)

Несложно видеть, что выражение

KΛ =
3

2

(A− C)

C

ω2 cos δ11
(1− e2)3/2ωr

совпадает с классической формулой для частоты прецессии симметричной планеты в цен-

тральном поле тяготения. Обозначим эту частоту как ω0, тогда ϕ3 = (ω0t+ ϕ30). Вращение

по углу ϕ3 является монотонным и не зависящим от гравитационных моментов со стороны

экзо-Юпитера и экзо-Луны.

Для угла нутации

δ1 = arccos

(

I31 + I∗3 + . . .

I2

)

имеем, раскладывая эту формулу в ряд по малым параметрам µi, следующее выражение:

δ1 = δ11 −
I∗3

Cωr sin δ11
+ . . . , ϕ3 = ω0t+ ϕ30.

Здесь δ11 есть угол наклона (угол нутации) оси планеты под действием гравитационных

моментов от звезды, ωr — угловая скорость собственного вращения планеты вокруг оси

динамической симметрии, I2 ≈ Cωr, так как вектор угловой скорости планеты имеет одну

превалирующую компоненту ωr, остальные компоненты малы.

Из последних формул следует явное выражение для угла нутации как функции времени:

δ1(t) = δ11 +
cos δ11
Cωr

[

ΛΞ

(ω0 − ε1)
cosα sin 2i2 − 2D

(3)
5

sinϕ3

K
+ 2D

(3)
6

cosϕ3

K

]

+

+
sin δ11
Cωr

[

ΛΞ

4(ω0 − ε1)
cos 2α(1− cos 2i2) +

(

D
(3)
1 −D

(3)
2

2K
cos 2ϕ3 +

D
(3)
4

K
sin 2ϕ3

)]

.

(3.5)

Из этой формулы явствует, что наблюдаются малые колебания в окрестности невоз-

мущенного значения угла нутации δ1 = δ11, обусловленного гравитационными моментами

от Солнца. Колебания являются квазипериодическими с базисными частотами ω0 и (ω0−ε1).
Так как ω0 ≪ ε1, то колебания, вызванные воздействием экзо-Юпитера (гармоники с коэф-

фициентами D
(3)
j ), являются долгопериодическими, в то время, как воздействие со стороны
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спутника экзо-Земли — короткопериодическое с частотой, близкой к ε1 (см. члены, содер-

жащие cosα и cos 2α).

Расчеты эволюции угла нутации δ1 проводились для значений параметров системы

Земля–Луна–Солнце–экзо-Юпитер c учетом выбора астрономических единиц измерения

M⊙ = 1, L = 1 а. е., T = T⊕/2π. Здесь M⊙ — масса Солнца, T = T⊕ — астрономиче-

ский год. Большинство параметров взято с астрономических сайтов [40], из статьи [41]

и приведены к астрономическим единицам.

Рассмотрим случай, когда траектории исследуемой экзо-Земли, спутника и экзо-Юпите-

ра являются эллипсами, плоскость орбиты спутника составляет угол 5.155◦ с плоскостью

движения экзо-Земли, наклон орбиты внешней планеты полагаем равным 45◦, отсутствуют

спин-орбитальные резонансы. Невозмущенный угол δ11 наклона оси вращения экзо-Земли

считаем равным текущему наклоны Земли — 23.439◦. Астрономические параметры таковы:

µ1 = 1, µ2 = 3.69430 · 10−8, µ3 = 0.00095, a = 1, a2 = 2.56956 · 10−3, a3 = 1.5,

e = 0.01671, e2 = 0.0549, e3 = 0.3, i2 = 0.08980, i3 = π/4, δ11 = 0.40909,

ω = 1, ω2 = 13.36823, Ω3 = π/3, ̟3 = π/4,

ε1 = −0.05588, (C − A) = 5.88088 · 10−18, ωr = 366.24217, C = 1.80516 · 10−15.

Вычисления показывают, что

Ξ = 1.09369, K = 1.38776 · 1012, ω0 = 1.22419 · 10−5, Λ = −8.82132 · 10−18,

D
(1)
1 = D

(1)
2 = 0.5, D

(3)
1 = 2.01808 · 10−3, D

(3)
2 = 2.42044 · 10−3,

D
(3)
4 = 4.74395 · 10−4, D

(3)
5 = 3.20035 · 10−4, D

(3)
6 = 1.9483 · 10−4.

Начальные данные: Ω20 = 0, ϕ30 = 0.

Рис. 1. Нутационные колебания экзопланеты с учетом влияния спутника и внешней плане-

ты

Голубая кривая — график зависимости δ1 от времени t под воздействием внешней пла-

неты, черная кривая описывает изменения угла нутации при совместном воздействии гра-

витационных моментов от внешней планеты и спутника. Таким образом, на медленную,
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долгопериодическую эволюцию накладываются быстрые колебания с амплитудой поряд-

ка 5 · 10−5 рад, вызванные гравитационными моментами от экзо-Луны.

Медленную, долгопериодическую эволюцию угла нутации экзо-Земли мы можем рас-

сматривать как стабилизирующее (или дестабилизирующее) влияние экзо-Юпитера на вра-

щение экзо-Земли. Для этого введем понятие стабилизирующего внешнего воздействия. Бу-

дем говорить, что влияние экзо-Юпитера является стабилизирующим для экзо-Земли, если

угол нутации убывает, так как при малых углах нутации мы наблюдаем появление времен

года и плавное распределение температуры по поверхности планеты. Возрастание этого

угла ведет к усложнению динамики вращения планеты, вплоть до появления хаотических

вращений ([9–14]), когда жизнь на планете становится невозможной. Поэтому возрастание

угла нутации мы будем рассматривать как дестабилизирующий фактор. Помимо этого, ча-

сто наблюдаются колебания по углу нутации в окрестности его невозмущенного значения,

обусловленного влиянием звезды. Если гравитационное возмущение увеличивает ампли-

туду этих колебаний, будем говорить об эффекте дестабилизации, в противном случае —

о стабилизирующем влиянии возмущения.

Итак, на спадающих участках голубой кривой имеем уменьшение угла нутации со вре-

менем (эффект стабилизации под воздействием экзо-Юпитера), на возрастающих — уве-

личение этого угла (эффект дестабилизации). Возмущающие гравитационные моменты

от экзо-Луны вызывают высокочастотные колебания в окрестности медленно эволюцио-

нирующего угла нутации (см. рис. 1). Поэтому влияние экзо-Луны является дестабилизи-

рующим. Заметим, что это заключение противоречит выводам статей [13–15]. Дело в том,

что здесь мы сталкиваемся с разными постановками задачи и, как следствие, имеем разные

результаты. Напомню, что в цитируемых статьях Луна резко уменьшает амплитуду нутаци-

онных колебаний Земли, вызванных эволюцией орбиты Земли, и, как следствие, стабили-

зирует угол нутации в окрестности 23,5 градусов. Влияние Юпитера не рассматривалось

в силу его малости.

Теперь заметим, что из формулы для Ξ следует, что амплитуда этих колебаний пропор-

циональна a−3
2 , поэтому с увеличением a2 (реальная Луна медленно удаляется от Земли) де-

стабилизирующее влияние спутника будет уменьшаться. Отметим, что в начальный момент

времени колебания наблюдаются в окрестности «возмущенного» наклона δ∗11, отличного

от δ11 (δ∗11 = 0.40939 > δ11). Объяснения этому факту дано в статье [22].

На рис. 2 показана зависимость угла наклона δ1 под действием моментов от спутника без

учета влияния экзо-Юпитера. Такое возможно для случая плоских круговых орбит внешней

планеты и круговой орбиты самой экзо-Земли: всегда имеем D
(3)
3 = D

(3)
4 = D

(3)
5 = D

(3)
6 =

= 0, D
(3)
1 = D

(3)
2 , поэтому в уравнении (3.5) исчезают члены с параметрами D

(3)
j . Расчеты

проводились при указаных выше значениях параметров, при i3 = 0, e3 = 0, e = 0.

На рис. 2 пунктиром указано невозмущенное значение δ11 угла нутации экзо-Земли,

красная кривая — график колебаний по углу нутации при a2 = 2.56956 · 10−3, синяя кри-

вая отвечает случаю a2 = 1.50 · 10−3. Видно, что колебания угла наклона оси происходит

в окрестности невозмущенного значения δ11; уменьшение большой полуоси орбиты спут-

ника ведет к увеличению амплитуды колебаний, вызванных влиянием спутника планеты.

Таким образом, дестабилизирующее влияние экзо-Луны возрастает при уменьшении a2.

Отметим также, что при i3 6= 0, e3 6= 0, e 6= 0 экзо-Юпитер будет оказывать влияние

на вращение экзо-Земли, так как параметры D
(3)
j 6= 0. Переход от случая нулевых зна-

чений i3, e3, e к ненулевым возможен как при стабилизирующем влиянии экзо-Юптера,

так и при дестабилизирующем, в зависимости от принадлежности угла нутации «нулевого»

случая к нисходящим (восходящим) участкам кривой долгопериодической эволюции угла

нутации (синяя кривая на рис. 1).
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Рис. 2. Нутационные колебания экзопланеты в отсутствии влияния внешней планеты

Рассмотрим примеры планетных экзосистем. К сожалению, до сих пор не обнаружено

ни одного спутника планеты в планетных системах, отличных от Солнечной. В качестве

примера эволюции угла наклона δ1 оси вращения экзо-Земли исследуем изменение этого

угла для одной из двух экзопланет, входящих в планетную систему 7 Canis Majoris, посту-

лируя наличие спутника у этой планеты при условии отсутствия спин-орбитального резо-

нанса. Согласно каталогу экзопланет (см. [39]), параметры планет 7 Canis Majoris c, 7 Canis

Majoris b, а также звезды (red giant class K1.5III-IVFe1 B) характеризуются следующими

соотношениями:

µ1 = 1.3, µ = 0.00064, µ3 = 0.00138, a = 2.153 а. е., a3 = 1.758 а. е.,

e = 0.08, e3 = 0.06, ω =
√
µ1 + µ/a3/2 = 0.3610, ω3 =

√
µ1 + µ3/a

3/2
3 = 0.4894.

Здесь в качестве экзо-Земли выбрана планета 7 Canis Majoris c с массовым параметром µ,

экзо-Юпитером считаем 7 Canis Majoris b с массовым параметром µ3. В качестве еди-

ниц измерения выбираем характерные значения предыдущего случая: M⊙ = 1, L = 1 а. е.,

T = T⊕/2π = 58.13 дней. Поэтому универсальная гравитационная постоянная f равна

единице (точное значение есть f = 0.9999195747), следовательно, параметры µi = fmi

практически совпадают с массами mi.

Параметры спутника экзо-Земли полагаем близкими к параметрам Луны:

µ2 = 4 · 10−7, a2 = 0.01, e2 = 0, i2 ∈ [0, π/50], ω2 =
√
µ/a

3/2
2 = 25.298,

ε1 = −1.527 · 10−4, (C − A) = 5.88088 · 10−18, ωr = 366.24217, C = 1.80516 · 10−15,

при этом, как и в предыдущем случае,

i3 = π/4, δ11 = 0.40909, Ω3 = π/3, ̟3 = π/4.

На рис. 3 представлены графики нутационных колебаний экзо-Земли при разных значе-

ниях угла наклона i2 плокости орбиты экзо-Луны к плоскости движения экзо-Земли (плос-

кости эклиптики) Здесь пунктирной прямой обозначено невозмущенное значение угла ну-

тации δ1 = δ11, черная, синяя и красная кривые отвечают углам наклона i2 = π/50, π/10,
2.7π/10 соответственно, коричневая кривая — i2 = π/2. Отсюда следует, что начальное

увеличение угла i2 с малых значений до 2.7π/10 ведет к увеличению размаха колебаний
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Рис. 3. Возмущенные нутационные колебания экзопланеты под действием гравитационных

моментов экзо-Луны и экзо-Юпитера

∆ = (max i2 −min i2) вплоть до значений ∆ = 0.032 рад, последующее увеличение угла i2
ведет к уменьшению размаха колебаний. Это значит, что максимальное дестабилизирую-

щее влияние Луны наблюдается при i2 = 2.7π/10, малые и большие углы наклона ведут

к незначительным возмущениям в угле нутации.

Исследовано также влияние угла наклона i3 плоскости орбиты экзо-Юпитера 7 Canis

Majoris b к плоскости орбиты экзо-Земли 7 Canis Majoris с на изменения по углу нута-

ции δ1. Показано, что независимо от значений угла i3 размах колебаний по углу нутации

сохраняется при фиксированных параметрах экзо-Луны.

§ 4. Заключение

Исследована нерезонансная эволюция угла наклона оси вращения осесимметричной

экзо-Земли под действием гравитационных моментов от звезды, спутника планеты (экзо-

Луны) и внешней планеты (экзо-Юпитера). Получена в явном виде асимптотическая фор-

мула, описывающая изменение угла нутации δ1 со временем, когда траектории основных

планет являются кеплеровскими эллипсами, в то время, как траектория экзо-Луны — эво-

люционирующий эллипс.

Показано, что колебания по углу нутации являются квазипериодическими с двумя ба-

зисными частотами — с частотой ω0 невозмущенной прецессии оси вращения экзо-Земли

и с частотой, равной разности частот (ω0 − ε1) невозмущенной прецессии оси вращения

экзопланеты и прецесии долготы восходящего узла орбиты экзо-Луны. Основной вклад

внешней планеты в эволюцию угла нутации — появление долгопериодических колебаний

с частотой ω0. Влияние экзо-Луны сводится к появлению короткопериодических гармоник

с частотой близкой к частоте ε1 прецессии долготы восходящего узла орбиты экзо-Луны

(имеем ω0 ≪ ε1).
Проведены расчеты эволюционирующих колебаний по углу нутации для системы Земля–

Луна–Солнце с учетом гипотетического влияния внешней планеты — экзо-Юпитера, и для

экзопланетной системы 7 Canis Majoris, состоящей из звезды (red giant) и двух экзопланет —

7 Canis Majoris b и 7 Canis Majoris с. Показано, что влияние экзо-Луны в системе Земля–

Луна–Солнце–экзо-Юпитер является дестабилизирующим, однако эффект дестабилизации

уменьшается при увеличении большой полуоси орбиты экзо-Луны. Дополнительный эф-

фект дестабилизации от гравитационных моментов спутника планеты наблюдается в систе-



332 Исследование прецессии экзопланеты

ме 7 Canis Majoris: при увеличении угла наклона плоскости орбиты экзо-Луны к плоскости

орбиты экзо-Земли увеличивается размах колебаний по углу нутации δ1 вплоть до значений

i2 = 48.6◦. Дальнейшее увеличение i2 ведет к уменьшению размаха колебаний. Стабили-

зирующее (дестабилизирующее) влияние внешней планеты однотипно в обоих системах:

на спадающих участках вековой составлющей колебаний по углу нутации имеем стабили-

зирующее воздействие, на возрастающих участках — дестабилизирующее. Дополнительно

обнаружено в системе 7 Canis Majoris, что угол наклона плоскости орбиты внешней плане-

ты к плоскости орбиты экзо-Земли не влияет на размах колебаний по углу нутации.

Финансирование. Исследование выполнено в Московском авиационном институте при фи-

нансовой поддержке РНФ, проект № 22–21–00560.
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We investigate the non-resonant evolution of the axial tilt of hypothetical exo-Earth in the gravitational

field of a star, planet’s satellite (exo-Moon) and outer planet (exo-Jupiter). The exo-Earth is assumed to

be rigid, axially symmetric (A = B) and almost spherical. We assume the orbits of the both exo-planets

to be Keplerian ellipses with focus in the star, the orbit of exo-Moon to be an evolving Keplerian ellipse

with slowly changing of ascending node longitude and periapsis argument.

Assuming the frequencies of the unperturbed orbital elliptical motion to be of the order of unity,

we obtain the canonical averaged equations describing the perturbed oscillations of the exo-Moon spin

axis. These equations contain parameters changing slowly over time. Using the smallness of the planets’

masses relative to the mass of the star, we have obtained simplified equations of oscillations of the exo-

Earth spin axis by the small parameter method. Time integration of simplified equations gives the axial

tilt of exo-Moon as a function of time. It is shown that the torques from the exo-Jupiter create a secular,

long-period oscillation mode in axial tilt with a frequency equals to frequency of unperturbed spin axis

precession of the exo-Earth. The impact of the exo-Moon on the evolution of the exo-Earth spin axis is

that short-period harmonics appear in the oscillations of the axial tilt. The frequency of such oscillations

is close to the precession frequency of the ascending node longitude of the exo-Moon orbit.

We have calculated the evolution of exo-Earth axial tilt for two exo-planetary systems, i. e., for

a system similar to the solar system, and for a planetary exo-system 7 Canis Majoris. The effect of

destabilization (stabilization) of the exo-Earth tilt oscillations due to the torques exerted by exo-Moon and

exo-Jupiter is described.
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