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Введение

Для количественной оценки неустойчивости по начальным условиям в автономной

динамической системе в книге [1, с. 274] было введено понятие локальной энтропии

автономной динамической системы. Мы приведем аналогичное определение для случая

неавтономной динамической системы. Пусть X — компактное метрическое пространство,

f ≡ (f1, f2, . . .) — последовательность непрерывных отображений из X в X . Наряду с ис-

ходной метрикой d определим на X дополнительную систему метрик

dfn(x, y) = max
06i6n−1

d(f ◦i(x), f ◦i(y)),

(f ◦i ≡ fi ◦ · · · ◦ f1, f ◦0 ≡ idX), x, y ∈ X, n ∈ N.

Зафиксируем точку x ∈ X , для всяких n ∈ N, r > 0 и ρ > 0 обозначим через Nd(f, r, n, x, ρ)
максимальное число точек в шаре Bd(x, ρ) = {y ∈ X : d(x, y) 6 ρ}, попарные dfn-расстояния

между которыми больше, чем r. Тогда локальную энтропию неавтономной динамической

системы f в точке x определяют формулой

hd(f, x) = lim
r→0

lim
ρ→0

lim
n→∞

1

n
lnNd(f, r, n, x, ρ). (0.1)

Отметим, что пределы в формуле (0.1) существуют, так как величина

lim
n→∞

1

n
lnNd(f, r, n, x, ρ)

не возрастает с уменьшением ρ и не убывает с уменьшением r. Для того, чтобы полу-

чить классическое определение локальной энтропии автономной динамической системы

f ≡ (f, f, . . .) [1, с. 274], нужно в качестве последовательности f взять стационарную по-

следовательность (f, f, . . .).
Локальную энтропию динамической системы f также можно определить с помощью

покрытий открытыми шарами компактного множества. Для всяких r, ρ > 0, n ∈ N мно-

жество A ⊂ Bd(x, ρ) называется (f, r, n, x, ρ)-покрытием (шара Bd(x, ρ)), если для любого
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z ∈ Bd(x, ρ) найдется y ∈ A такой, что dfn(z, y) < r. Пусть Sd(f, r, n, x, ρ) обозначает ми-

нимальное количество элементов (f, r, n, x, ρ)-покрытия, тогда локальная энтропия может

быть вычислена по формуле

hd(f, x) = lim
r→0

lim
ρ→0

lim
n→∞

1

n
lnSd(f, r, n, x, ρ), (0.2)

которая следует из цепочки неравенств

Sd(f, r, n, x, ρ) 6 Nd(f, r, n, x, ρ) 6 Sd(f,
r

2
, n, x, ρ).

Для фиксированной последовательности непрерывных отображений f ≡ (f1, f2, . . .),
fk : X → X , k ∈ N, рассмотрим функцию

x 7→ hd(f, x). (0.3)

Как показывает следующий пример функция (0.3) может быть разрывной на простран-

стве X даже в случае стационарной последовательности f .

Пример 0.1. Рассмотрим отображение отрезка [0, 1] в себя вида t(x) = 4x(1 − x). В кни-

ге [2, с. 502] установлено, что топологическая энтропия непрерывного отображения t рав-

на ln 2. Напомним, что в случае компактного метрического пространства X топологическая

энтропия непрерывного отображения g : X → X вычисляется по формуле [2, с. 122]

htop(g) = lim
r→0

lim
n→∞

1

n
lnNd(g, r, n),

где Nd(g, r, n) — максимальное число точек в X , попарные dgn-расстояния между которыми

больше, чем r. Пусть X = [−1, 1] и отображение g задается равенством

g(x) =

{

0, если x ∈ [−1, 0);

t(x), если x ∈ [0, 1],

тогда для последовательности (g, g, . . .) имеем hd(g, x) = 0 при x ∈ [−1, 0). Если x = 0,
то найдутся бесконечно малая последовательность положительных действительных чи-

сел (ρm)
∞
m=1 и последовательность натуральных чисел (qm)

∞
m=1 такие, что выполнено ра-

венство

gqm
(

{x : |x| 6 1/ρm}
)

= [0, 1],

а следовательно, для любого натурального числа n

Nd(g, r, qm + n, 0, ρm) > Nd(t, r, n).

Таким образом получаем оценку локальной энтропии отображения g в точке x = 0 снизу

hd(g, 0) = lim
r→0

lim
m→∞

lim
n→∞

1

qm + n
lnNd(g, r, qm + n, 0, ρm) =

= lim
r→0

lim
m→∞

lim
n→∞

1

n
lnNd(g, r, qm + n, 0, ρm) > lim

r→0
lim
n→∞

1

n
lnNd(t, r, n) = htop(t) = ln 2.

Следовательно функция x 7→ hd(g, x) имеет разрыв в нуле.
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Возникают естественные вопросы о наименьшем бэровском классе, которому принад-

лежит функция (0.3) и о дескриптивном типе множества точек полунепрерывности сверху

(снизу) этой функции. Напомним, что функциями нулевого бэровского класса на метри-

ческом пространстве X называются непрерывные функции, и для всякого натурального

числа p функциями p-го бэровского класса называются функции, являющиеся поточечными

пределами последовательностей функций (p− 1)-го класса.

Вопросы о том, какому классу Бэра принадлежат показатели Ляпунова и другие харак-

теристики асимптотического поведения решений дифференциальных уравнений были по-

ставлены В. М. Миллионщиковым. Показатели Ляпунова оказались функциями в точности

второго класса Бэра (В. М. Миллионщиковым доказано, что второго, а М. И. Рахибердие-

вым — что не первого). Исследование функции на принадлежность тому или иному классу

Бэра позволяет судить о типичности в том или ином смысле ее точек непрерывности или

хотя бы полунепрерывности.

§ 1. О принадлежности второму бэровскому классу локальной энтропии, рассматри-
ваемой как функция точки фазового пространства

В работе [3], в случае стационарной последовательности f , установлено, что функ-

ция (0.3) принадлежит второму бэровскому классу на пространстве X , а из работы [4]

следует, что для любой последовательности f ≡ (f1, f2, . . .) непрерывных отображений

функция (0.3) принадлежит третьему бэровскому классу на пространстве X . Оказывается

для неавтономных динамических систем справедлив более сильный результат.

Теорема 1.1. Для любой последовательности f ≡ (f1, f2, . . .) непрерывных отображений

функция (0.3) принадлежит второму бэровскому классу на пространстве X .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Преобразуем формулу (0.2) к виду

hd(f, x) = lim
m→∞

lim
k→∞

lim
n→∞

1

n
lnSd(f, 1/m, n, x, 1/k), (1.1)

и для фиксированного натурального числа m рассмотрим функцию

x 7→ ϕm(x) = lim
k→∞

lim
n→∞

1

n
lnSd(f, 1/m, n, x, 1/k).

Для любых k ∈ N и точки y ∈ Bd(x, 1/k), найдется такое lk > 0, что для любого l > lk
выполнено включение Bd(y, 1/l) ⊂ Bd(x, 1/k), из которого вытекает неравенство

Sd(f, 1/m, n, y, 1/l) 6 Sd(f, 1/m, n, x, 1/k), m, n ∈ N,

следовательно,

lim
l→∞

lim
n→∞

1

n
lnSd(f, 1/m, n, y, 1/l) 6 lim

n→∞

1

n
lnSd(f, 1/m, n, x, 1/k).

В силу произвольности точки y ∈ Bd(x, 1/k) получаем неравенство

sup
y∈Bd(x,1/k)

lim
l→∞

lim
n→∞

1

n
lnSd(f, 1/m, n, y, 1/l) 6 lim

n→∞

1

n
lnSd(f, 1/m, n, x, 1/k).

Перейдя в последнем неравенстве к пределу при k → +∞, получим неравенство

lim
y→x

ϕm(y) 6 ϕm(x), которое устанавливает полунепрерывность сверху функции x 7→ ϕm(x)

в точке x. Следовательно, функция x 7→ ϕm(x) принадлежит первому бэровскому классу
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на пространстве X . Таким образом, из (1.1) имеем следующее представление локальной

энтропии в виде предела неубывающей последовательности непрерывных функций:

hd(f, x) = lim
m→∞

ϕm(x), ϕ1(x) 6 ϕ2(x) 6 ϕ3(x) 6 . . . , (1.2)

из которого вытекает принадлежность функции x 7→ hd(f, x) второму бэровскому классу

на пространстве X , что и требовалось доказать. �

§ 2. О множествах точек полунепрерывности локальной энтропии, рассматриваемой
как функция точки фазового пространства

В работе [3], в случае стационарной последовательности f , установлено, что множе-

ство точек полунепрерывности снизу функции (0.3) содержит всюду плотное Gδ-множество.

Оказывается, справедливо более сильное утверждение.

Теорема 2.1. Для любой последовательности непрерывных отображений f ≡ (f1, f2, . . .)
множество точек полунепрерывности снизу функции (0.3) является всюду плотным

Gδ-множеством в пространстве X , а множество ее точек полунепрерывности сверху —

Fσδ-множеством в пространстве X .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через U множество точек, которые не являются точ-

ками полунепрерывности снизу для функции (0.3). Докажем, что это множество имеет вид

U =
⋃

r∈Q

(

{x ∈ X : hd(f, x) > r}
⋂

(X \ int {x ∈ X : hd(f, x) > r})
)

, (2.1)

где Q — множество рациональных чисел, а intZ — множество внутренних точек множе-

ства Z. Действительно, разность {x ∈ X : hd(f, x) > r} \ int {x ∈ X : hd(f, x) > r} при

любом r ∈ Q не содержит точек полунепрерывности снизу функции (0.3). С другой сто-

роны, если точка x0 принадлежит множеству U , то найдется такое r0 ∈ Q, для которого

x0 ∈ {x ∈ X : hd(f, x) > r0} и x0 /∈ int {x ∈ X : hd(f, x) > r0}. Следовательно, получаем

равенство

U =
⋃

r∈Q

(

{x ∈ X : hd(f, x) > r} \ int {x ∈ X : hd(f, x) > r}
)

.

Наконец, из равенства

{x ∈ X : hd(f, x) > r} \ int {x ∈ X : hd(f, x) > r} =

= {x ∈ X : hd(f, x) > r}
⋂

(

X \ int {x ∈ X : hd(f, x) > r}
)

получим формулу (2.1).

Для любого r ∈ Q, используя представление (1.2), множество {x ∈ X : hd(f, x) > r}
можно записать в виде

⋃

m∈N

{x ∈ X : ϕm(x) > r}.

Так как функции x 7→ ϕm(x), m ∈ N, принадлежат первому бэровскому классу, то для

любого m ∈ N множество {x ∈ X : ϕm(x) > r} является Fσ-множеством [5, с. 247], а сле-

довательно, множество точек U также является Fσ-множеством. Таким образом, множество

точек полунепрерывности снизу функции (0.3) является Gδ-множеством.
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По теореме Бэра о функциях первого класса [6, с. 403] множество Gm точек непре-

рывности каждой функции ϕm(·) является всюду плотным Gδ-множеством. Пересечение

всех Gm снова является всюду плотным Gδ-множеством [6, с. 428], каждая точка которого

является точкой непрерывности всех функций ϕm(·), m ∈ N. Пусть x ∈
⋂

m∈N

Gm и ε > 0.

Так как последовательность (ϕ1(x), ϕ2(x), . . .) является неубывающей, то при доста-

точно большом m окажется ϕm(x) > hd(f, x) − ε. Зафиксируем такое m и найдем окрест-

ность Ox точки x такую, что для всякого y ∈ Ox выполнено неравенство ϕm(y) > ϕm(x)−ε.
Так как hd(f, y) > ϕm(y), то для y ∈ Ox окажется hd(y) > hd(f, x) − 2ε. Следовательно,

в каждой точке множества
⋂

m∈N

Gm функция x 7→ hd(f, x) полунепрерывна снизу.

Обозначим через V множество точек, которые не являются точками полунепрерывности

сверху функции (0.3). Это множество имеет вид

V =
⋃

r∈Q

(

{x ∈ X : hd(f, x) < r}
⋂

(

X \ int {x ∈ X : hd(f, x) < r}
)

)

.

Для любого r ∈ Q множество {x ∈ X : hd(f, x) < r} можно представить следующим

образом:

{x ∈ X : hd(f, x) < r} =
⋃

k∈N

⋂

m∈N

{

x ∈ X : ϕm(x) 6 r −
1

k

}

.

Так как функции x 7→ ϕm(x) принадлежат первому бэровскому классу, то для лю-

бых k,m ∈ N множество {x ∈ X : ϕm(x) 6 r − 1
k
} является Gδ-множеством, а следова-

тельно, множество точек V является Gδσ-множеством. Таким образом, множество точек

полунепрерывности сверху функции (0.3) является Fσδ-множеством, что и требовалось до-

казать. �

§ 3. О множестве точек полунепрерывности сверху локальной энтропии одной авто-
номной динамической системы

На множестве последовательностей x = (x1, x2, . . . ), xk ∈ {0, 1}, k ∈ N, введем метрику

dΩ2
(x, y) =

{

0, если x = y;
1

min{i : xi 6=yi}
, если x 6= y.

Полученное компактное метрическое пространство обозначим через Ω2. Отметим, что

пространство Ω2 гомеоморфно множеству Кантора на отрезке [0, 1] с метрикой, индуциро-

ванной естественной метрикой вещественной прямой. В работе [3] построена стационарная

последовательность (f, f, . . .), f : Ω2 → Ω2 такая, что функция x 7→ hd(f, x) всюду разрывна

и не принадлежит первому классу Бэра на пространстве Ω2. Оказывается, справедлив более

сильный результат.

Теорема 3.1. Если X = Ω2, то существует стационарная последовательность (f, f, . . .)
непрерывных отображений f : Ω2 → Ω2 такая, что множество точек полунепрерывности

сверху функции x 7→ hd(f, x) пусто.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через Ω0
2 подмножество тех последовательностей

из Ω2, у которых первый элемент равен нулю. На пространстве Ω0
2 × Ω2 введем метрику

dΩ0
2
×Ω2

(

(α, x), (β, y)
)

= max
{

dΩ2
(α, β), dΩ2

(x, y)
}

.
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По последовательности ω ∈ Ω0
2 построим последовательность целых неотрицатель-

ных чисел α(ω) =
(

αk(ω)
)∞

k=1
следующим образом: если на i-м месте в последова-

тельности ω = (0, ω2, ω3, . . . ) встречаем нуль, то записываем в последовательности α(ω)
i нулей, если на i-м месте в последовательности ω встречаем единицу, то записываем

в последовательности α(ω) номер последнего нуля предшествующего этой единице. На-

пример, последовательности (0, 1, 0, 1, 1, 1, . . .) будет соответствовать последовательность

(0, 1, 0, 0, 0, 3, 3, 3, . . .).
Зададим отображение f : Ω0

2 × Ω2 → Ω0
2 × Ω2 формулой

f
(

(0, ω2, ω3, . . .), (x1, x2, . . .)
)

=
(

(0, ω2, ω3, . . .), (x1+α1(ω), x2+α2(ω), . . .)
)

. (3.1)

В силу определения отображение f является непрерывным на Ω0
2×Ω2. Похожая конструкция

использовалась в работе [7] для построения непрерывного отображения f : Ω0
2 × Ω2 → Ω2

такого, что множество точек полунепрерывности сверху функции ω 7→ htop

(

f(ω, ·)
)

, где

htop

(

f(ω, ·)
)

— топологическая энтропия отображения f(ω, ·), пусто.

Опишем построение отображения (3.1) более формально. Каждой последовательно-

сти ω ∈ Ω0
2 поставим в соответствие последовательность натуральных чисел (mi)

∞
i=1, опре-

деляемых равенством

mi =

{

i, если ωi = 0;

1, если ωi = 1.

Построим последовательность чисел li =
i
∑

k=1

mk и таблицу (aij), элементы которой

определяются равенствами

aij =

{

0, если ωi = 0, j = 1, . . . , mi;

max{s : 1 6 s 6 i и ωs = 0}, если ωi = 1, j = mi.

Отображение f можно записать в виде f
(

ω, (x1, x2, . . .)
)

=
(

ω, (y1, y2, . . .)
)

, где

y1 = x1+a11 · · · yl1 = yl1+a1m1

yl1+1 = xm1+1+a21 · · · yl1+m2
= xl1+m2+a2m2

...
...

...

yli−1+1 = xli−1+1+ai1 · · · yli−1+mi
= xli−1+mi+aimi

...
...

...

. (3.2)

Обозначим через P0 подмножество последовательностей из Ω0
2, содержащих бесконечно

много нулей, а через P1 — подмножество последовательностей из Ω0
2 содержащих конечное

число нулей.

Лемма 3.1. Если ω ∈ P0, то для любого x ∈ Ω2 локальная энтропия hd
Ω0
2
×Ω2

(

f, (ω, x)
)

равна

нулю.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для ω ∈ P0 найдется подпоследовательность (ωik)
∞
k=1 последова-

тельности ω такая, что выполнены равенства ωik = 0, k = 1, 2, . . ., следовательно, имеем

aij 6 mk − 1, i = 1, . . . , ik − 1, j = 1, . . . , mi,

aikj = 0, j = 1, . . . , mik .
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Таким образом, из формул (3.2) получаем f
(

ω, (x1, x2, . . .)
)

=
(

ω, (y1, y2, . . .)
)

, где

y1 = x1+a11 · · · ym1
= ym1+a1m1

yl1+1 = xm1+1+a21 · · · yl1+m2
= xl1+m2+a2m2

...
...

...

yli
k
−2+1 = xli

k
−1+1+ai

k
−11

· · · yli
k
−2+mi

k
−1

= xli
k
−2+mi

k
−1+ai

k
−1mik−1

ylik−1+1 = xlik−1+1 · · · ylik−1+mik
= xlik−1+mik

ylik+1 = xlik+1+aik1
· · · ylik+mik+1

= xlik+mik+1+aik+1mi
k
+1

...
...

...

. (3.3)

Так как для каждого k ∈ N выполнено неравенство lik > ik, то для любых натурального

числа n и точки (α, y) ∈ Bd
Ω0
2
×Ω2

(

(ω, x), 1
li
k

)

в силу (3.3) получаем, что первые lik элемен-

тов последовательностей fn(α, y) совпадают с первыми lik элементами последовательно-

стей fn(ω, x), отсюда имеем dfn
(

(ω, x), (α, y)
)

< 1
lik

. Следовательно, для любого r > 1
lik−1

точка (ω, x) является
(

f, r, n, (ω, x), 1
li
k

)

-покрытием шара Bd
Ω0
2
×Ω2

(

(ω, x), 1
li
k

)

и

hd
Ω0
2
×Ω2

(

f, (ω, x)
)

6 lim
r→0

lim
k→+∞

lim
n→∞

1

n
lnSd

Ω0
2
×Ω2

(

f, r, n, (ω, x),
1

lik

)

= 0.

Таким образом, получаем hd
Ω0
2
×Ω2

(

f, (ω, x)
)

= 0 при ω ∈ P0, что и требовалось доказать. �

Лемма 3.2. Если ω ∈ P1, то для любого x ∈ Ω2 выполнено равенство hd
Ω0
2
×Ω2

(

f, (ω, x)
)

=

= i0 · ln 2, где i0 — номер последнего нуля в последовательности ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как ω ∈ P1, то

aij 6 mi0 − 1, i = 1, . . . , i0 − 1, j = 1, . . . , mi,

ai0j = 0, j = 1, . . . , mi0 ,

aij = i0, i = i0 + 1, i0 + 2, . . . , j = 1, . . . , mi.

Таким образом, из формул (3.2) получаем f
(

ω, (x1, x2, . . .)
)

=
(

ω, (y1, y2, . . .)
)

, где

y1 = x1+a11 · · · ym1
= ym1+a1m1

yl1+1 = xm1+1+a21 · · · yl1+m2
= xl1+m2+a2m2

...
...

...

yli0−2+1 = xli0−2+1+ai0−11
· · · yli0−2+mi0−1

= xli0−2+mi0−1+ai0−1mi0−1

yli0−1+1 = xli0−1+1 · · · yli0−1+mi
= xli0−1+mi0

yli0+1 = xli0+1+i0 · · · yli0+mi0+1
= xli0+mi0+1+i0

...
...

...

. (3.4)

То есть отображение f(ω, ·) действует на последовательность x ∈ Ω2, начиная с номе-

ра li0+1, как сдвиг влево на i0 элементов, а для любых α ∈ Bd
Ω0
2

(

ω, 1
i0+1

)

, y ∈ BdΩ2

(

x, 1
li0+1

)

и n ∈ N первые li0 элементов последовательности fn(α, y) равны первым li0 элементам по-

следовательности fn(ω, x).

Зададим натуральные числа k1 < k2, в шаре BdΩ2

(

x, 1
k1i0+li0+1

)

рассмотрим множе-

ство R точек y, координаты которых удовлетворяют равенствам

0 = yk2i0+li0+1 = yk2i0+li0+2 = . . . .
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В силу формул (3.4) для любых двух точек y1, y2 из R имеем

max
06i6k2−1

dΩ2

(

f i(ω, y1), f
i(ω, y2)

)

>
1

li0 + 2
.

Следовательно для любого числа r < 1
li0+2

величина Nd
Ω0
2
×Ω2

(

f, r, k3, (ω, x),
1

k1i0+li0+1

)

не менее мощности множества R, откуда получаем неравенство

hd
Ω0
2
×Ω2

(

f, (ω, x)
)

> lim
r→0

lim
k1→+∞

lim
k2→+∞

1

k2
lnNd

Ω0
2
×Ω2

(

f, r, k2, (ω, x),
1

k1i0 + li0 + 1

)

>

> lim
r→0

lim
k1→+∞

lim
k2→+∞

(k2 − k1)i0 ln 2

k2
= i0 ln 2.

(3.5)

В пространстве Ω2 рассмотрим множество S точек y таких, что выполнены равенства

0 = y(k1+k2)i0+li0+2 = y(k1+k2)i0+li0+3 = . . . .

Если для α ∈ Bd
Ω0
2

(

ω, 1
k1i0+li0+1

)

выполнены равенства αi = ωi, i = k1i0 + li0 + 2, . . . ,

. . . , (k1 + k2)i0 + li0 + 1, то для любой точки z ∈ Ω2 найдется точка y ∈ S такая, что

выполнено неравенство

max
06i6k3−1

dΩ2

(

f i(α, z), f i(ω, y)
)

<
1

k1i0 + li0 + 1
, (3.6)

если существует номер i1 ∈
{

k1i0 + li0 + 2, . . . , (k1 + k2)i0 + li0 + 1
}

такой, что αi1 = 0,
то mi1 = i1 и ai1j = 0, j = 1, . . . , i1, и для любого z ∈ Ω2 найдется y ∈ S такой, что в силу

формул (3.4) для любого p ∈ N li1+1 элементов последовательности fn(α, z) совпадают

с li1+1 элементами последовательности fn(ω, y), следовательно,

dΩ2

(

f p(α, z), f p(ω, y)
)

<
1

li1+1
<

1

k1i0 + li0 + 1
. (3.7)

Из (3.6) и (3.7) получаем, что для любого числа r < 1
k1i0+li0+1

множество

(

ω, S
⋂

BdΩ2

(

x,
1

k2i0 + li0+1

)

)

является
(

f, r, k2, (ω, x),
1

k2i0+li0+1

)

–покрытием шара Bd
Ω0
2
×Ω2

(

x, 1
k2i0+li0+1

)

. Следовательно,

hd
Ω0
2
×Ω2

(

f, (ω, x)
)

6 lim
r→0

lim
k1→+∞

lim
k2→+∞

1

k2
lnSd

Ω0
2
×Ω2

(

f, r, k2, (ω, x),
1

k1i0 + li0 + 1

)

6

6 lim
r→0

lim
k1→+∞

lim
k2→+∞

(k2 + k1)i0 ln 2

k2
= i0 ln 2.

(3.8)

Теперь равенство hd
Ω0
2
×Ω2

(

f, (ω, x)
)

= i0 ln 2 получаем из неравенств (3.5) и (3.8), что

и требовалось доказать. �

Завершение доказательства теоремы 3.1. Докажем, что функция (ω, x) 7→ hd
Ω0
2
×Ω2

(

f, (ω, x)
)

не является полунепрерывной сверху ни в одной точке (ω∗, x∗) ∈ Ω0
2 × Ω2. В силу лемм 3.1
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и 3.2 имеем hd
Ω0
2
×Ω2

(

f, (ω∗, x∗)
)

< +∞. Построим последовательность точек
(

ω(k), x∗
)∞

k=1

следующим образом:

ω
(k)
1 = ω∗

1, . . . , ω
(k)
k = ω∗

k, ω
(k)
k+1 = 0, ω

(k)
k+2 = ω

(k)
k+3 = 1, . . . .

Из леммы 3.2 для последовательности
(

ω(k), x∗
)∞

k=1
имеем

lim
k→∞

(

ω(k), x∗
)

= (ω∗, x∗), hd
Ω0
2
×Ω2

(

f, (ω(k), x∗)
)

= (k + 1) ln 2.

Таким образом, точка (ω∗, x∗) не является точкой полунепрерывности сверху функ-

ции (ω, x) 7→ hd
Ω0
2
×Ω2

(f, (ω, x)).

Так как существует гомеоморфизм ϕ пространства Ω2 на пространство Ω0
2×Ω2, то в силу

равенства hdΩ2
(ϕ−1 ◦ f ◦ ϕ, x) = hd

Ω0
2
×Ω2

(

f, ϕ(x)
)

получаем, что множество точек полуне-

прерывности сверху функции x 7→ hdΩ2
(ϕ−1 ◦ f ◦ϕ, x) пусто, что и требовалось доказать. �
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