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Рассматривается несколько вариантов многомерного обобщенного уравнения Монжа–Ампера, со-

держащих помимо определителя матрицы Гессе, также дополнительные слагаемые, зависящие

от оператора Лапласа и градиента искомой функции. Предложено строить точные решения в ви-

де суперпозиции квадратичной формы и решений обыкновенных дифференциальных уравнений,

порождаемых исходным уравнением в частных производных. Приводится целый ряд примеров точ-

ных решений, как радиально симметричных, так и анизотропных, выражающихся через комбинации

элементарных функций.
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Введение

В [1] рассматривалось многомерное обобщенное уравнение Монжа–Ампера следующе-

го вида

detH(u) = f(x, u,∇u,∆u), (1)

где u , u(x) — искомая функция переменной x ∈ R
n; n ∈ N, n > 2; H(u) = (∂2u/∂xi∂xj) —

матрица Гессе n-го порядка; detH(u) — определитель матрицы Гессе (гессиан), который

будем также называть оператором Монжа–Ампера; ∇u — градиент; ∆u — оператор Лапласа

в R
n. Уравнение (1) есть n-мерный аналог уравнения

uxxuyy − u2

xy = F (x, y, u, ux, uy, uxx, uxy, uyy), (2)

которое включает в себя, как частный случай, классическое уравнение Монжа–Ампера [2,3]

uxxuyy − u2

xy = auxx + 2buxy + cuyy + d, (3)

и уравнение вида

uxxuyy − u2

xy = G(x, y, u, ux, uy), (4)

где u , u(x, y) — искомая функция, a , a(x, y, u, ux, uy), b , b(x, y, u, ux, uy), c ,
, c(x, y, u, ux, uy), d , d(x, y, u, ux, uy), G(x, y, u, ux, uy) — заданные функции. Уравне-

ние (4) встречается в дифференциальной геометрии [4], в задачах газовой и гидродина-

мики [5–8], а также многих других математических моделях естествознания. В справоч-

никах [7, 8] приведены точные решения уравнения (4) для некоторых G(x, y, u, ux, uy). По-

дробная сводка новых результатов по методу редукции и точным решениям для нестаци-

онарного уравнения Монжа–Ампера представлена в работах [9, 10]. В [11, 12] получены

условия линеаризации уравнения Монжа–Ампера контактными преобразованиями и по-

строения инвариантов Лапласа. Интересный подход к построению точных решений неод-

нородных уравнений в частных производных, в том числе для уравнения Монжа–Ампера,

предложен в [13].

Класс уравнений в частных производных с оператором Монжа–Ампера вида (1) является

весьма содержательным. Так, в геофизике возникает задача построения поля соленоидаль-

ного ветра {v, w}, согласованного с заданным геопотенциалом Φ(x, y), характеризующим
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атмосферное давление, посредством так называемого уравнения баланса ветра и давления

следующего вида [14–16]

uxxuyy − u2

xy +
1

2
l(x, y)∆u+ a(x, y)ux + b(x, y)uy =

1

2
∆Φ(x, y), (5)

где u(x, y) — искомая функция тока: ux = v, uy = w; коэффициенты уравнения l(x, y),
a(x, y), b(x, y) — заданные функции. В литературе, посвященной задачам дифференциаль-

ной геометрии, часто встречается частный случай уравнения (1) следующего вида [17]:

detH(u) = f
(

x, |∇u|2
)

. (6)

Например, к (6) относится дифференциальное уравнение гауссовой кривизны. В этом слу-

чае гауссова кривизна K(x) графика функции u(x) на R
n в точке (x, u(x)) задается соотно-

шением [18]

K(x) =
detH(u)

(

1 + |∇u|2
)

n+2
2

,

которое можно рассматривать как уравнение Монжа–Ампера относительно неизвестной

функции u(x). В [16] рассматривается гиперболическое уравнение Монжа–Ампера

uxxuyy − u2

xy + ϕ2(x, y)
(

1 + u2

x + u2

y

)2
= 0, (7)

для отрицательной гауссовой кривизны K(x, y) = −ϕ2(x, y). В статье [16] отмечается так-

же, что уравнение баланса и давления (5) при заданной правой части можно свести к урав-

нению (7).

§ 1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу построения многомерных точных решений для следующих уравне-

ний, попадающих в класс обобщенных уравнений Монжа–Ампера вида (1):

detH(u) = g(u) + β∆u
(

1 + δ|∇u|2
)q
, δ = ±1, (8)

detH(u) = λ+ f(∆u), (9)

detH(u) = ∇ ·
(

K(u)∇u
)

+Q(u), (10)

где u , u(x) — искомая функция переменной x ∈ R
n, n > 2; g(u), f(s), Q(u) — известные

функции; K(u) — заданная дифференцируемая функция; λ 6= 0, β 6= 0, q 6= 0 — некоторые

числовые параметры.

Импульсом к исследованию уравнения (8) послужили работы [17, 19, 20], в которых

встречаются его двумерные аналоги. Так в [19, с. 213], [17, с. 28] рассматривается уравнение

uxxuyy − u2

xy = 1 + uxx

(

1− u2

x

)

, u = u(x, y), (11)

которое является частным случаем уравнения (8) при g(u) ≡ 1, n = 2, δ = −1 и q = 1.
Также, помимо уравнения (8), построим решения для следующего уравнения:

detH(u) = λ+∆ku
(

1− |∇ku|2
)

, u , u(x), x ∈ R
n, n > 2, (12)

где λ — произвольная постоянная, а константа k принимает одно значение из множества

K = {2, . . . , n} и приняты следующие обозначения:

∆ku = ∆u−
n
∑

i=k

uxixi
, |∇ku|2 = |∇u|2 −

n
∑

i=k

u2

xi
.
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Как видно, (12) является непосредственным обобщением уравнения (11) на n-мерный

случай. Отметим также, что в двумерном случае (8) при δ = 1 является частным случаем

уравнения

uxxuyy − u2
xy

(

1 + u2
x + u2

y

)q = a(x, y, u, ux, uy)uxx + 2b(x, y, u, ux, uy)uxy +

+ c(x, y, u, ux, uy)uyy +G (x, y, u, ux, uy) , 0 6 q 6 1, (13)

которое встречается в работе [20, с. 1010] и относится к уравнениям вида (2). Действитель-

но, полагая

a = c ≡ β, b ≡ 0, G(x, y, u, ux, uy) =
g(u)

(

1 + u2
x + u2

y

)q ,

уравнение (13) можно переписать как

uxxuyy − u2

xy = g(u) + β(uxx + uyy)
(

1 + u2

x + u2

y

)q
.

Для линейной функции f(s) = βs двумерный аналог уравнения (9) вида

uxxuyy − u2

xy = λ+ β(uxx + uyy)

является частным случаем классического уравнения Монжа–Ампера (3). Если функция u(x)
имеет смысл температуры, то правая часть уравнения (10) совпадает с правой частью урав-

нения нелинейной теплопроводности, где K(u) — коэффициент теплопроводности, а Q(u) —

функция источника тепла.

Основной целью данной статьи является построение точных многомерных решений

уравнений (8)–(10), (12) с использованием квадратичной функции вида

ξ =
1

2
(Ax,x), x ∈ R

n, (14)

где A — вещественная числовая матрица размера n×n. Ранее авторами квадратичная функ-

ция (14) успешно использовались для построения точных многомерных решений систем

уравнений реакции–диффузии, уравнения нелинейной диффузии типа пантографа с пере-

менным запаздыванием [21, 22].

§ 2. Основные результаты

Для построения точных решений уравнений (8)–(10), (12) нам понадобится формула,

которая является результатом следующей леммы.

Лемма 1. Пусть F (z) — произвольная дважды непрерывно дифференцируемая веществен-

ная функция. Тогда для любой симметрической матрицы A задающей квадратичную форму

ξ =
1

2
(Ax,x) для гессиана функции F (ξ) = F

(

1

2
(Ax,x)

)

справедлива формула

det

(

∂2F (ξ)

∂xi∂xj

)

i,j=1,n

= detA

(

dF

dξ

)n−1[

dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

]

, (15)

где detA — определитель матрицы A.



218 Обобщенное уравнение типа Монжа–Ампера

Доказательство этой леммы приведено в [1]. Точные решения уравнения (8) будем отыс-

кивать в следующем виде

u(x) = F (ξ), (16)

где аргумент ξ задается формулой (14), а условия на функцию F (ξ) определены в лемме 1.

Если подобрать матрицу A в классе симметрических матриц таким образом, чтобы для

функции (14) выполнялось равенство

|∇ξ|2 = σξ, (17)

где σ 6= 0 — некоторая постоянная, то с помощью анзаца (16) возможно осуществить ре-

дукцию уравнений в частных производных (8)–(10) к обыкновенным дифференциальным

уравнениям (ОДУ) относительно искомой функции F (ξ). Покажем это, предварительно до-

казав следующую лемму.

Лемма 2. Пусть Em — диагональная матрица, у которой на диагонали произвольным обра-

зом расположены m ∈ {1, 2, . . . , n} единиц и n−m нулей, S — произвольная ортогональная

матрица. Тогда для функции (14) с симметрической матрицей A следующего вида

A =
σ

2
SEmS

T (18)

справедливо равенство (17).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Непосредственным вычислением получаем цепочку равенств

|∇ξ|2 = (Ax, Ax) =
(

A2
x,x

)

=

(

σ2

4
(SEmS

T )2x,x

)

=
σ2

4

(

SE2

mS
T
x,x

)

=

=
σ

2

(

σ

2
SEmS

T
x,x

)

=
σ

2
(Ax,x) = σξ. �

При m < n определитель матрицы (18) равен нулю. Поэтому в дальнейшем будем

рассматривать случай Em = En = E, где E — единичная матрица. При этом имеем

ξ(x) =
σ

4
‖x‖2, x ∈ R

n. (19)

Здесь ‖x‖ =

(

n
∑

i=1

x2
i

)1/2

— евклидова норма в R
n.

Теорема 1. Если функция ξ(x) задается соотношением (19), а функция F (ξ) удовлетворяет

ОДУ (20) (соответственно (21), (22))
(

σ

2

)n(
dF

dξ

)n−1(

dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

)

= g(F ) +

+
βσ

2

(

n
dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

)

(

1 + δσξ

(

dF

dξ

)2
)q

, δ = ±1, (20)

(

σ

2

)n(
dF

dξ

)n−1(

dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

)

= λ+ f

(

σ

2

(

n
dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

)

)

, (21)

(

σ

2

)n−1(

dF

dξ

)n−1(

dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

)

= K(F )

(

n
dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

)

+

+ 2ξK ′(F )

(

dF

dξ

)2

+
2

σ
Q(F ), (22)

где K ′(F ) = dK(F )/dF , то обобщенное уравнение типа Монжа–Ампера вида (8) (соот-

ветственно (9), (10)) обладает точным многомерным решением (16).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть функция ξ(x) определяется соотношением (19), тогда

из формулы (16) прямыми вычислениями находим

|∇u|2 = σξ

(

dF

dξ

)2

, ∆u =
σ

2

(

n
dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

)

, detA =

(

σ

2

)n

, tr (A) =
nσ

2
,

где tr (A) — след матрицы A. С учетом этих соотношений и формулы (15), после под-

становки решения (16) в уравнение (8) (соответственно, уравнение (9) или (10)), придем

к ОДУ (20) (соответственно, ОДУ (21) или (22)). Что и требовалось доказать. �

Построение общих решений нелинейных неавтономных ОДУ (20)–(22) при произволь-

ных функциях g(F ), f(s), K(F ), Q(F ) и произвольных значениях параметров представляет

собой весьма трудную задачу. Поэтому в дальнейшем ограничимся построением некоторых

частных решений уравнений (20)–(22) при определенных значениях параметров и заданных

функциях g(F ), f(s), K(F ), Q(F ).

Утверждение 1. Пусть n > 2 и g(F ) = αF p, p =
n2

n− 2
. Тогда ОДУ (20) имеет частное

решение F (ξ) = µξν , ν =
2− n

2
, где константа µ есть вещественный корень уравнения

αµp−n + (−1)n
(

σ

2

)n

(n− 1)

(

n

2
− 1

)n

= 0.

Утверждение 2. Пусть n = 2, g(F ) = α exp(pF ) и для параметров уравнения имеет место

равенство αp2 + σ2 = 0. Тогда ОДУ (20) имеет частное решение F (ξ) = −2

p
ln(ξ).

Утверждение 3. Пусть некоторая постоянная θ > 0 удовлетворяет уравнению

(

θ

n

)n

= λ+ f(θ).

Тогда ОДУ (21) имеет частное решение F (ξ) =
2θ

σn
ξ + C1, где C1 — произвольная посто-

янная.

Пусть f(s) = βsp, где β 6= 0 — некоторая постоянная, тогда ОДУ (21) примет следующий

вид
(

σ

2

)n(
dF

dξ

)n−1(

dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

)

= λ+ β

(

σ

2

)p(

n
dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

)p

. (23)

В частном случае n = 2 и p = 1 ОДУ (23) имеет общее решение вида

F (ξ) =
2ξβ

σ
+

1

σ

√

4(β2 + λ)ξ2 + C1ξ +

+
C1

4σ
√

β2 + λ
ln

(

√

4(β2 + λ)ξ2 + C1ξ +
8(β2 + λ)ξ + C1

4
√

β2 + λ

)

+ C2,

где C1, C2 — произвольные постоянные. При n = 2, p = 2, β = 1/4 и λ < 0 получим общее

решение ОДУ (23) следующего вида

F (ξ) =
2
√
−λ

σ
ξ ln ξ + C1ξ + C2.
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Утверждение 4. Пусть в уравнении (10) функция K(u) = up, Q(u) ≡ 0, тогда ОДУ (22), в

котором K(F ) = F p, K ′(F ) = pF p−1, имеет следующие частные решения

F (ξ) =

(

2n
1

n−1

(n− 1)σ

(

C1 − (p+ 1− n)ξ
)

)

−
n−1

p+1−n

, p 6= n− 1,

F (ξ) = C2 exp

(

2

σ
n

1
n−1 ξ

)

, p = n− 1,

где C1 6= 0, C2 6= 0 — произвольные постоянные.

Утверждение 5. Пусть в уравнении (10) функция K(u) = up, Q(u) = βuq, q = np/(n − 1),
тогда ОДУ (22), в котором K(F ) = F p, K ′(F ) = pF p−1, Q(F ) = F q, имеет частное

решение

F (ξ) = µξν, ν = − n− 1

p + 1− n
, p 6= n− 1,

где константа µ 6= 0 и параметры уравнения удовлетворяют следующему равенству

σn(n− 1)(n+ p− 1)µp+1−n + 2β(n− p− 1)2µ−
n(n−p−1)

n−1 −

− σn(n− 1)n

2n−1

[

2(n− 1)(n− p− 1)1−n − (n− p− 1)2−n
]

= 0.

Утверждение 6. Пусть в уравнении (10) функция K(u) = un−1, Q(u) = βun−2, тогда

ОДУ (22), в котором K(F ) = F n−1, K ′(F ) = (n− 1)F n−2, Q(F ) = βF n−2, имеет частное

решение

F (ξ) =

√

− 2β

σ(n− 1)

√

ξ.

Утверждение 7. Пусть в уравнении (10) функция K(u) = epu, Q(u) ≡ 0, тогда ОДУ (22),

в котором K(F ) = epF , K ′(F ) = pepF , Q(F ) ≡ 0, а параметры p и σ удовлетворяют

уравнению

(−1)n
(

σ

2

)n−1(

n− 1

p

)n−1

+ n = 0,

обладает частным решением F (ξ) =
1− n

p
ln(ξ).

Утверждение 8. Пусть n > 2 и в уравнении (10) функция K(u) = epu, Q(u) = βequ, тогда

ОДУ (22), в котором K(F ) = epF , K ′(F ) = pepF , Q(F ) = βeqF , а параметры p, β и σ
удовлетворяют уравнению

(−1)n
(

σ

2

)n−1(

n− 2

p

)n

+ 2nβ = 0,

обладает частным решением F (ξ) = −n− 2

2p
ln(ξ).
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Утверждение 9. Пусть n = 2 и в уравнении (10) функция K(u) = epu, Q(u) = βe2pu, тогда

ОДУ (22), в котором K(F ) = epF , K ′(F ) = pepF , Q(F ) = βe2pF , а параметры p, β и σ
удовлетворяют уравнению

σ + 4p+ 2βp2 = 0,

обладает частным решением F (ξ) = −1

p
ln(ξ).

В справедливости утверждений 1–9 можно убедиться непосредственной подстановкой

решений в соответствующие уравнения.

Так как по условию теоремы 1 функция ξ(x) задается формулой (19), то эта теорема

и утверждения 1–9 дают только радиально-симметричные решения исследуемых уравне-

ний. Однако, ниже мы покажем, что при определенных предположениях на симметричную

матрицу A существуют и анизотропные по пространственным переменным точные реше-

ния уравнений (8)–(10) вида (16).

Теорема 2. Если g(u) ≡ λ 6= 0, а также невырожденная симметричная матрица A с нуле-

вым следом и число α ∈ R \ {0} удовлетворяют равенству

αn detA = λ, (24)

то обобщенное уравнение типа Монжа–Ампера (8) имеет точное решение

u(x) =
α

2
(Ax,x). (25)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для функции F (ξ) = αξ левая часть уравнения (8) на реше-

нии (25) с невырожденной симметричной матрицей A, в силу формулы (15), является кон-

стантой вида αn detA. Из условий теоремы g(u) ≡ λ и tr (A) = 0 следует, что оператор

Лапласа от функции (25) обращается в ноль, а правая часть уравнения (8) для этой функ-

ции равна константе λ. Таким образом, если выполнено равенство (24), то функция (25)

обращает уравнение (8) в тождество. Теорема доказана. �

Теорема 3. Если симметричная матрица A и число α ∈ R \ {0} удовлетворяют равенству

αn detA = λ+ f
(

αtr (A)
)

, (26)

то обобщенное уравнение типа Монжа–Ампера (9) имеет точное решение (25).

Д о к а з а т е л ь с т в о. После подстановки квадратичной функции (25) с произвольной

симметрической матрицей A и свободной константой α 6= 0 в уравнение (9) с учетом

леммы 1 придем к равенству (26). Таким образом, функция (25), симметричная матрица A
и константа α которой удовлетворяют равенству (26), обращает уравнение (9) в тождество.

При этом допустим и случай, когда λ = 0, и detA = 0, tr (A) = 0, f(0) = 0. В этом

случае, с учетом леммы 1, обе части уравнения (9) тождественно обращаются в ноль на всех

функциях вида (25). Теорема доказана. �

Следствие 1. Если функция f(s) в уравнении (9) является полиномом нечетной степени

m > n, то уравнение (9) всегда имеет решения вида (25).

Действительно, в этом случае взяв в (25) произвольную симметричную матрицу A
с ненулевым следом, мы из (26) получим алгебраическое уравнение нечетной степени от-

носительно α, которое имеет по крайней мере один вещественный корень.
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Следствие 2. Если число координат n = dim (x1, x2, . . . , xn) нечетно и f(s) в уравнении (9)

является полиномом степени m < n, то уравнение (9) всегда имеет решения вида (25).

Теорема 4. Если правая часть уравнения (9) удовлетворяет равенству

λ+ f(0) = 0,

то это уравнение имеет точные решения вида (25), где A — произвольная симметричная

матрица, определитель и след которой равны нулю, а α — произвольное вещественное

число.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия detA = 0 и леммы 1 следует, что левая часть уравне-

ния (9) тождественно обращается в ноль на всех функциях вида (25), отвечающих условиям

данной теоремы. А из условия tr (A) = 0 следует, что тождественно обращается в ноль пра-

вая часть уравнения (9) на всех функциях вида (25), отвечающих условиям данной теоремы.

Теорема доказана. �

Теорема 5. Если K(u) = up, Q(u) ≡ 0, A — произвольная симметричная матрица, опреде-

литель и след которой равны нулю, то обобщенное уравнение типа Монжа–Ампера (10)

имеет следующие точные решения

u(x) = (µξ)
1

p+1 , p 6= −1, (27)

u(x) = ν exp(µξ), p = −1, (28)

где µ 6= 0, ν > 0 — произвольные постоянные, а функция ξ задается формулой (14). При

этом в случае p = 1 от условия detA = 0 для решения (27) можно отказаться.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть K(u) = up и Q(u) ≡ 0. Тогда после подстановки функ-

ций (27), (28) в уравнение (10) с учетом леммы 1 придем, соответственно, к следующим

соотношениям

detA
(1− p)µ

n
p+1

(p+ 1)n+1
ξ−

pn

p+1 =
µ

p+ 1
tr (A), p 6= −1,

detA(νµ)n(1 + 2µξ) exp(nµξ) = µtr (A).

По условиям теоремы эти равенства обращаются в тождества. Что и требовалось доказать.

�

Теорема 6. Если K(u) = epu, Q(u) ≡ 0, A — произвольная симметричная матрица, опре-

делитель и след которой равны нулю, то обобщенное уравнение типа Монжа–Ампера (10)

имеет следующее точное решение

u(x) =
1

p
ln

(

1

2
(Ax,x)

)

. (29)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Уравнение (10) с функциями K(u) = epu, Q(u) ≡ 0 можно пере-

писать как

detH(u) = epu
(

∆u+ p|∇u|2
)

. (30)

Так как по условию теоремы detA = 0, то в силу леммы 1 левая часть уравнения (30) об-

ращается тождественно в ноль на всех функциях вида (29). В свою очередь, при tr (A) = 0
для выражения стоящего в скобках правой части уравнения (30), после подстановки туда

функции (29), получим цепочку равенств

∆u+ p|∇u|2 = 1

p

∆ξ

ξ
− 1

p

|∇ξ|2
ξ2

+ p
1

p2
|∇ξ|2
ξ2

=
1

p

∆ξ

ξ
=

1

p

tr (A)

ξ
≡ 0.

Здесь для удобства записи использована функция ξ вида (14). Теорема доказана. �
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Теорема 7. Если K(u) = up, Q(u) = u−np, A — невырожденная симметричная матрица с

нулевым следом, число µ ∈ R \ {0} и параметр p 6= −1 удовлетворяют равенству

− detA
[

(p + 1)−n − 2(p+ 1)−1−n
]

µn = β, (31)

то обобщенное уравнение типа Монжа–Ампера (10) имеет следующее точное решение

u(x) =

(

µ

2
(Ax,x)

)
1

p+1

. (32)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть K(u) = up и Q(u) = u−np. Тогда после подстановки функ-

ции (32) в уравнение 10 с учетом леммы 1 придем к равенству

− detA
[

(p+ 1)−n − 2(p+ 1)−1−n
]

µ
n

p+1

(

1

2
(Ax,x)

)

−
np

p+1

=

=
µ

p+ 1
tr (A) + βµ−

np

p+1

(

1

2
(Ax,x)

)

−
np

p+1

.

Так как по условию теоремы tr (A) = 0 и выполнено соотношение (31), то последнее

равенство обращается в тождество. Теорема доказана. �

Теорема 8. Если K(u) = epu, Q(u) = e−npu, A — невырожденная симметричная матрица

с нулевым следом, число µ ∈ R \ {0} и параметры p, β удовлетворяют равенству

−
(

1

p

)n

detA =
β

µn
, (33)

то обобщенное уравнение типа Монжа–Ампера (10) имеет точное решение

u(x) =
1

p
ln

(

µ

2
(Ax,x)

)

. (34)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть K(u) = epu, Q(u) = e−npu. Тогда после подстановки функ-

ции (34) в уравнение (10) с учетом леммы 1 придем к равенству

−
(

1

p

)n

detA

(

1

2
(Ax,x)

)

−n

=
µ

p
tr (A) +

β

µn

(

1

2
(Ax,x)

)

−n

.

Так как по условию теоремы tr (A) = 0 и выполнено соотношение (33), то последнее

равенство обращается в тождество. Теорема доказана. �

§ 3. Примеры

В этом параграфе приведем примеры только анизотропных по пространственным пе-

ременным точных решений уравнений (8)–(10), (12). При этом радиально-симметричные

решения указанных уравнений легко получить с использованием теоремы 1 и утвержде-

ний 1–9.

Пример 1. В этом примере построим анизотропное решение уравнения (12), которое будем

отыскивать в виде (16). При этом аргумент функции F (ξ) задается формулой (14), в которой

матрица A является произвольной невырожденной симметрической. После подстановки

анзаца (16) в уравнение (12) с учетом формулы (15) придем к соотношению
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detA

(

dF

dξ

)n−1[

dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

]

= λ+

+

[

dF

dξ

(

tr (A)−
n
∑

i=k

aii

)

+
d2F

dξ2
(

|∇ξ|2 − |∇kξ|2
)

][

1−
(

dF

dξ

)2
(

|∇ξ|2 − |∇kξ|2
)

]

.

(35)

Нетрудно заметить, что при выполнении равенств

tr (A) =

n
∑

i=k

aii,

(

λ

detA

)1/n

= µ, (36)

функция F (ξ) = µξ обращает равенство (35) в тождество. Таким образом, точным решени-

ем уравнения (12) является функция

u(x) =
1

2

(

λ

detA

)1/n

(Ax,x),

при этом след матрицы A удовлетворяет условию (36). Для уравнения (12) в трехмерном

координатном пространстве рассмотрим два случая: 1) k = 3 и 2) k = 2.

(1) Пусть k = 3 и возьмем следующую матрицу A:

A =





8 −12 −1
−12 −8 10
−1 10 −5



, detA = 488, tr (A) = a33 = −5.

Уравнение (12) в этом случае примет вид

uxxuyyuzz + 2uxyuxzuyz − uxxu
2

yz − uyyu
2

xz − uzzu
2

xy = λ+ (uxx + uyy)(1− u2

x − u2

y),

оно имеет следующее точное анизотропное по пространственным переменным реше-

ние

u(x, y, z) =
612/3λ1/3

244
(8x2 − 8y2 − 5z2 − 24xy − 2xz + 20yz).

(2) Пусть k = 2 и будем использовать следующую матрицу A:

A =





0 −12 −1
−12 −6 10
−1 10 −3



, detA = 678, tr (A) = a22 + a33 = −9.

Уравнение (12) в этом случае запишется как

uxxuyyuzz + 2uxyuxzuyz − uxxu
2

yz − uyyu
2

xz − uzzu
2

xy = λ+ uxx(1− u2

x),

оно обладает точным анизотропным по пространственным переменным решением

u(x, y, z) =
6782/3λ1/3

1344
(−6y2 − 3z2 − 24xy − 2xz + 20yz).
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Пример 2. Пусть симметричная матрица A имеет вид

A =





−2 0 −1
0 5 1
−1 1 −3



, detA = 27, tr (A) = 0. (37)

Тогда по теореме 2 обобщенное уравнение Монжа–Ампера вида

detH(u) = λ+ β∆u
(

1 + δ|∇u|2
)q
, u = u(x1, x2, x3), δ = ±1,

в трехмерном координатном пространстве для любого q > 0 имеет точное анизотропное

по пространственным переменным решение вида

u(x1, x2, x3) =
λ1/3

6
(−2x2

1 + 5x2

2 − 3x2

3 − 2x1x3 + 2x2x3).

Пример 3. В силу теоремы 3 следующие обобщенные уравнения Монжа–Ампера

detH(u) = λ+ β(∆u)3, u , u1(x1, x2, x3),

detH(u) = λ+ β exp(∆u), u , u2(x1, x2, x3),

в трехмерном координатном пространстве обладают соответственно точными анизотроп-

ными решениями

u1(x1, x2, x3) =
1

2

(

λ

488 + 125β

)1/3

(8x2

1 − 8x2

2 − 5x2

3 − 24x1x2 − 2x1x3 + 20x2x3,

u2(x1, x2, x3) =

(

λ+ β

227

)1/3(

−x2

1 −
3

2
x2

2 +
5

2
x2

3 + x1x2 + 4x1x3 − 7x2x3

)

.

Пример 4. Пусть n = 3 и в формуле (25) матрица A задается формулой

A =















1

2
1 −3 +

√
345

6

1
1

3
−1

−3 +

√
345

6
−1 −5

6















, detA = 0, tr (A) = 0, (38)

тогда по теореме 4 обобщенное уравнение Монжа–Ампера

detH(u) = cos(∆u)− 1, u , u(x1, x2, x3),

в трехмерном координатном имеет точное анизотропное решение

u(x1, x2, x3) = α

(

1

4
x2

1 +
1

6
x2

2 −
5

12
x2

3 + x1x2 −
(

3−
√
345

6

)

x1x3 − x2x3

)

,

где α 6= 0 — произвольная постоянная.

Пример 5. Пусть n = 3, а матрица A задается формулой (38), тогда по теореме 5 обоб-

щенное уравнение типа Монжа–Ампера (10) с K(u) = up, Q(u) ≡ 0 и параметром p 6= −1
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и p = −1 в трехмерном координатном пространстве обладает, соответственно, точными

анизотропными по пространственным переменным решениями

u1(x1, x2, x3) =

[

µ

(

1

4
x2

1 +
1

6
x2

2 −
5

12
x2

3 + x1x2 −
(

3−
√
345

6

)

x1x3 − x2x3

)

]
1

p+1

,

u2(x1, x2, x3) = exp

(

µ

(

1

4
x2

1 +
1

6
x2

2 −
5

12
x2

3 + x1x2 −
(

3−
√
345

6

)

x1x3 − x2x3

)

)

,

где µ 6= 0, ν > 0 — произвольные постоянные. Пусть теперь матрица A задается форму-

лой (37), тогда по теореме 7 обобщенное уравнение типа Монжа–Ампера (10) с K(u) = up,

Q(u) = βu−3p и параметром p 6= −1, p 6= 1 в трехмерном координатном пространстве

обладает точным анизотропным по пространственным переменным решением

u(x1, x2, x3) =

[

µ

(

−x2

1 +
5

2
x2

2 −
3

2
x2

3 − x1x3 + x2x3

)

]
1

p+1

,

где параметр µ задается формулой

µ =
(p+ 1)

3(p− 1)

(

−β(p+ 1)(p− 1)2
)1/3

.

По теореме 8 обобщенное уравнение типа Монжа–Ампера (10) с K(u) = exp(pu),
Q(u) = β exp(−3pu) в трехмерном координатном пространстве обладает точным анизо-

тропным по пространственным переменным решением

u(x1, x2, x3) =
1

p
ln

(

1

3

(

−βp3
)1/3
(

−x2

1 +
5

2
x2

2 −
3

2
x2

3 − x1x3 + x2x3

)

)

.

Для построения этого решения мы также использовали матрицу A вида (37).

§ 4. Заключение

В статье построены как радиально симметричные, так и анизотропные по простран-

ственным переменным многомерные точные решения новых нелинейных обобщенных ста-

ционарных уравнений типа Монжа–Ампера. Полученные результаты представляют теоре-

тический интерес, поскольку их можно использовать для изучения качественных свойств,

анализа выполнения краевых условий, оценки скорости роста и т. д. Найденные точные ре-

шения также можно использовать в качестве тестовых при разработке численных методов

и алгоритмов построения приближенных решений краевых задач. В качестве дальнейшего

направления развития результатов целесообразно рассмотреть возможность использования

предложенных здесь конструкций для построения точных решений для нестационарных

вариантов изученных в статье уравнений.
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operator and the gradient of the desired function. It is proposed to construct exact solutions in the form
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