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ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ДЛИНОЙ ПОПЕРЕЧНОЙ ТРЕЩИНЫ В ЗАДАЧЕ
О РАВНОВЕСИИ ПЛАСТИНЫ ТИМОШЕНКО С ДВУМЯ ПЕРЕСЕКАЮЩИМИСЯ
ТРЕЩИНАМИ

Рассматривается математическая модель о равновесии упругой пластины с двумя взаимно пересека-

ющимися трещинами. Одна из трещин описывается частью плоскости, перпендикулярной средин-

ной плоскости пластины, а другая — задается гладкой кривой в срединной плоскости. Нелинейность

задачи обусловлена условиями непроникания в виде неравенств, заданных на кривых, соответству-

ющих трещинам. Проводится анализ зависимости решений семейства вариационных неравенств

от параметра, характеризующего вариацию длины прямолинейной трещины. На основе описан-

ного семейства задач формулируется задача оптимального управления с функционалом качества,

определенным с помощью формулы Гриффитса, которая характеризует возможность развития тре-

щины вдоль заданной траектории. При этом управление задается числовым параметром, отвечаю-

щим за длину прямолинейной трещины. Доказано существование решения для задачи оптимального

управления, установлена непрерывная зависимость решений в пространстве Соболева от изменения

параметра длины трещины.
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Введение

Пластины используются практически во всех областях индустрии, в том числе в военно-

промышленной и авиационно-космической отраслях, в строительстве и электронике. Кон-

струкции на основе пластин имеют разнообразную геометрию, их применение часто под-

разумевает широкий диапазон прикладываемых нагрузок и эксплуатационных условий. Во-

просы сохранения стабильного состояния нагруженных пластин, содержащих различные

дефекты, представляют высокий интерес с точки зрения инженерных приложений. Нема-

ловажное значение имеют также вопросы изучения управляемого разрушения элементов

конструкций с целью минимизации возможного ущерба и предполагаемых последствий,

в частности, для сохранения целостности других более важных элементов конструкции.

Одним из вариантов управления напряженно-деформированным состоянием конструкции

с трещиной является нарушение его целостности, например, высверливание дополнитель-

ных отверстий в вершинах трещины (пропила) [1, 2] или проделывание надрезов [3].

Классический подход в моделировании задач, описывающих деформирование тел с тре-

щинами предполагает применение линейных краевых условий в виде равенств [4–7]. Начи-

ная с 1990-х годов весьма активно изучаются нелинейные задачи теории трещин в рамках

подхода Синьорини, подразумевающего применение условий непроникания в виде нера-

венств [8–13].

В случае пластин условия непроникания противоположных берегов трещины ставятся

на кривой в срединной плоскости. При этом в отличие от задачи для двумерного тела с тре-

щиной (см., например, [14–16]), граничные условия для трещины в рамках моделей пластин

Кирхгофа–Лява [17, 18] или Тимошенко [19, 20] задаются с помощью двух неравенств (ко-

торые могут быть записаны в виде одного неравенства с модулем функции).

https://doi.org/10.35634/vm250206
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В рамках вариационных неравенств с односторонними ограничениями типа Синьорини

задачи оптимального управления объемными или граничными силами исследованы, на-

пример, в [21, 22]; в случаях, когда модели описывают деформирование тел с включения-

ми, были исследованы управление формой [23–25] или расположением включений [26, 27].

В частности, для моделей тел с условиями непроникания на трещине в работах [28, 29]

исследованы задачи оптимального управления формой и расположением малого упругого

включения, в которых функционал качества определен в соответствии с критерием разру-

шения Гриффитса. Математические методы численной реализации задач типа Синьорини

представлены, например, в [30–32].

В работе [6] для линейной модели, описывающей ортотропную пластину с двумя

взаимно-перпендикулярными прямолинейными трещинами, установлена возможность вли-

яния на развитие длины одной из трещин, путем варьирования длины другой, перпендику-

лярной ей трещины.

В настоящей статье исследуется нелинейная модель о равновесии упругой пластины мо-

дели Тимошенко с двумя пересекающимися трещинами. Рассматривается семейство задач,

в которых криволинейная трещина является фиксированной, а длина другой, прямолиней-

ной, зависит от параметра. Рассматривая данный параметр как управление, формулируется

задача оптимального управления. При этом функционал качества задается с помощью фор-

мулы Гриффитса, характеризующей возможность развития трещины вдоль заданной траек-

тории. Найдены геометрические параметры рассматриваемой проблемы, достаточные для

разрешимости задачи оптимального управления. Установлена непрерывная зависимость ре-

шений в пространстве Соболева от изменения параметра длины трещины. Отметим, что

работа является обобщением ранее известных результатов, полученных для двумерной за-

дачи [33].

§ 1. Формулировка математической модели

Пусть Ω ⊂ R
2 — ограниченная область с гладкой границей Γ ∈ C0,1. Рассмотрим глад-

кую кривую γ, целиком лежащую в области Ω и определенную соотношением

γ = {(x1, x2) | − 1 6 x1 6 1, x2 = µ(x1)},

где µ ∈ H3(−1, 2). Предположим также, что прямолинейные отрезки Γt, определенные

равенствами

Γt = {(x1, x2) | x1 = 0,−1 6 x2 6 1 + t},

лежат строго внутри области Ω (то есть Γt ⊂ Ω) для всех t ∈ [0, T ], где T — заданное

положительное число. Будем предполагать, что кривые ΓT и γ пересекаются в единственной

точке x0 = (0, 0).
Предполагаем, что кривые γ, ΓT можно продолжить до пересечения с границей Γ так,

чтобы область Ω разбивалась на четыре односвязные области Ωi, i = 1, . . . , 4, с липшице-

выми границами так, чтобы meas (∂Ωi ∩ Γ) > 0, i = 1, . . . , 4 (см. рис. 1).

Это условие позволяет обеспечить выполнение неравенств Корна и Пуанкаре в нелип-

шицевых областях Ωt
γ = Ω\(γ ∪ Γt), t ∈ [0, T ], при выполнении однородных условий Дири-

хле на внешней границе.

Пусть t ∈ [0, T ] — фиксированное число. Рассмотрим модель пластины с постоянной

толщиной 2. Предположим, что в исходном недеформированном состоянии пластина, со-

держащая две взаимно пересекающиеся трещины, задается в трехмерном пространстве R
3

множеством Ωt
γ × [−1, 1]. При этом цилиндрические поверхности γ × [−1, 1], Γt × [−1, 1]

соответствуют трещинам (разрезам) нулевой ширины.
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Рис. 1. Разбиение области Ω

Обозначим через χ = χ(x) = (U , u) вектор перемещений точек срединной поверхно-

сти, x = (x1, x2), где U = (u1, u2) и u — горизонтальные и вертикальные перемещения,

соответственно. Углы поворота нормальных сечений обозначим через φ = φ(x) = (φ1, φ2).
Введем для произвольного фиксированного t ∈ [0, T ] соответствующее функциональное

пространство, в котором будет сформулирована задача о равновесии пластины. Пусть под-

пространство H1,0(Ωt
γ) пространства Соболева H1(Ωt

γ) состоит из функций, обращающихся

в нуль на Γ, то есть

H1,0(Ωt
γ) = {v ∈ H1(Ωt

γ) | v = 0 на Γ}.

Понадобится следующее пространство

H(Ωt
γ) = H1,0(Ωt

γ)
5,

снабженное стандартной нормой ‖ · ‖t = ‖ · ‖H(Ωt
γ ).

Предполагаем, что пластина изготовлена из однородного трансверсально-изотропного

упругого материала, который подчиняется закону Гука. Тензоры, описывающие деформа-

цию пластины ε(ψ) = {εij(ψ)}, ε(W ) = {εij(W )}, i, j = 1, 2, выражаются следующими

формулами:

εij(ψ) =
1

2

(
∂ψi

∂xj
+
∂ψj

∂xi

)
, εij(W ) =

1

2

(
∂wi

∂xj
+
∂wj

∂xi

)
, i, j = 1, 2.

Для изотропной пластины тензоры моментов m(ψ) = {mij(ψ)} и усилий σ(W ) =
= {σij(W )}, i, j = 1, 2, выражаются по формулам (по повторяющимся индексам ведется

суммирование):

mij(ψ) = cijklεkl(ψ), σij(W ) = 3cijklεkl(W ),

где ненулевые коэффициенты тензора cijkl определяются соотношениями:

c1111 = c2222 = D, c1122 = c2211 = Dκ,

c1212 = c2112 = c1221 = c2121 =
D(1− κ)

2
, κ = const, 0 < κ <

1

2
,

D — цилиндрическая жесткость пластины, κ — коэффициент Пуассона. Для вектора попе-

речных сил q = (q1, q2) выполняются следующие равенства [34]:

qi(w, ψ) = Λ(w,i+ψi), i = 1, 2,

(
v,i =

∂v

∂xi

)
,
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где Λ = 2κ′G, κ′ — коэффициент сдвига, G — модуль сдвига в площадках, перпендикуляр-

ных срединной плоскости пластины. Предполагаем, что все коэффициенты, описывающие

упругие свойства пластины, являются постоянными. Определим следующую билинейную

форму

B(O,η,η) =

∫

Ωt
γ

{
mij(ψ)εij(ψ) + σij(W )εij(W ) + qi(w, ψ)(w,i+ψi)

}
dx,

где O — некоторое измеримое подмножество Ω, η = (W , w,ψ). В силу однородных условий

на внешней границе Γ для области Ωt
γ имеет место оценка

B(Ωt
γ ,η,η) > ct‖η‖

2
t ∀η ∈ H(Ωt

γ), (1.1)

где ct > 0 не зависит от η [35].

Сформулируем вариационную задачу о равновесии. Зафиксируем параметр t ∈ [0, T ].
На внешней границе Γ потребуем выполнения однородных условий Дирихле, а на кри-

вых Γt, γ, задающих трещины, зададим следующие условия непроникания [35]

[W ] · ν > |[ψ] · ν| на γ, [W ] · n > |[ψ] · n| на Γt,

где ν = (ν1, ν2) — единичная нормаль к γ, а n = (n1, n2) — единичная нормаль к ΓT ,

квадратными скобками обозначен скачок соответствующих следов функции. В частности,

скачок [W ] функции W на γ:

[W ] =W |γ+ −W |γ−,

где берега γ+, γ− разреза γ выбираются в соответствии с направлением нормали ν, анало-

гично для скачков на кривой Γt.

Функционал энергии пластины с двумя трещинами имеет вид

Π(Ωt
γ ,η) =

1

2
B(Ωt

γ ,η,η)−

∫

Ωt
γ

F · η dx, η = (W , w,ψ),

вектор F = (f1, f2, f3, f4, f5) ∈ C1(Ω)5 описывает воздействие на пластину заданных внеш-

них нагрузок [36]. Вариационная задача о равновесии пластины Тимошенко допускает сле-

дующую формулировку в виде минимизации функционала энергии: требуется найти функ-

цию ξt ∈ Kt такую, что:

Π(Ωt
γ ; ξ

t) = inf
η∈Kt

Π(Ωt
γ ;η), (1.2)

где

Kt =
{
η ∈ H(Ωt

γ) | [W ] · ν > |[ψ] · ν| на γ, [W ] · n > |[ψ] · n| на Γt

}
.

Нетрудно показать, что задача (1.2) имеет единственное решение ξt ∈ Kt и эквивалентна

вариационному неравенству [35, 36]

B(Ωt
γ , ξ

t,η − ξt) >

∫

Ωt
γ

F · (η − ξt) dx ∀η ∈ Kt. (1.3)
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§ 2. Задача оптимального управления

Введем следующий функционал качества G(t) = Gt(ξ
t), t ∈ [0, T ], где значения Gt(ξ

t)
находятся по формуле

Gt(ξ
t) = B

(
Ωt

γ , ξ
t,Qt

)(
µ′(1)2 + 1

)
−1/2

+
1

2

(
µ′(1)2 + 1

)
−1/2

∫

Ωt
γ

{
∂θ

∂τ

(
σij(U

t)εij(U
t) +

+mij(φ
t)εij(φ

t) + qi(u
t,φt)(ut,i +φ

t
i)
)
− 2

(
σij(U

t)Eij(θ;U
t) +

+mij(φ
t)Eij(θ;φ

t) + li(θ, u
t)qi(u

t,φt) + (θF )τξ
t + FQt

)}
dx,

(2.1)

где

Qt = (0, θµ′′ut1, 0, 0, θµ
′′φt

1),

∂

∂τ
≡

∂

∂x1
+ µ′(x1)

∂

∂x2
,

li(θ, u
t) = θ,i

∂ut

∂x1
+ (θd),i

∂ut

∂x2
, d(x1, x2) = µ′(x1),

Eij(θ;U
t) =

1

2

(
θ,j

∂uti
∂x1

+ θ,i
∂utj
∂x1

+ (θd),j
∂uti
∂x2

+ (θd),i
∂utj
∂x2

)
,

Eij(θ;φ
t) =

1

2

(
θ,j

∂φt
i

∂x1
+ θ,i

∂φt
j

∂x1
+ (θd),j

∂φt
i

∂x2
+ (θd),i

∂φt
j

∂x2

)
,

(θF )τ =

(
∂

∂τ
(θf1),

∂

∂τ
(θf2),

∂

∂τ
(θf3),

∂

∂τ
(θf4),

∂

∂τ
(θf5)

)
.

Выражение в правой части (2.1) представляет собой формулу Гриффитса для пластины

Тимошенко, которая играет определяющую роль в одноименном критерии разрушения [37].

А именно, в соответствии с критерием разрушения Гриффитса, трещина получает разви-

тие вдоль графика функции µ в том случае, когда значение формулы Гриффитса достигнет

критической величины, которая характеризуется физико-механическими свойствами мате-

риала [37].

В качестве функции θ ∈ C∞

0 (Ω) в (2.1) берется функция с носителем supp θ ⊂ Bǫ(x
r),

где Bǫ(x
r) — круг с радиусом ǫ > 0 в точке xr, такая, что θ = 1 в круге Bǫ/2(x

r),
dist (Γt, Bǫ(x

r)) > 0, dist (O,Bǫ(x
r)) > 0 [37]. Заметим, что в силу финитности функ-

ции θ, в формуле (2.1) интегрирование происходит фактически по области Ωt
γ ∩ supp θ ⊂

⊂ Ωγ ∩Bǫ(x
r), где область Ωγ = Ω\γ не зависит от t.

Далее сформулируем задачу оптимального управления в следующем виде. Требуется

найти t∗ ∈ [0, T ] такое, что

G(t∗) = Gt∗(ξ
t∗) = sup

t∈[0,T ]

Gt(ξ
t), (2.2)

где ξt является решением задачи (1.2).

Для того чтобы иметь возможность сравнивать решения, соответствующие областям Ωt
γ

при разных значениях t ∈ [0, T ], воспользуемся следующим отображением, которое ранее

было использовано для двумерной задачи в [33]. Сначала зафиксируем параметр t∗ ∈ [0, T ].
Выберем финитную бесконечно дифференцируемую функцию ζ ∈ C∞

0 (Ω), удовлетворя-

ющую свойствам: ζ = 0 вне шара Vλ(x
∗) радиуса λ с центром в точке x∗ = (0, t∗);

ζ = 1 в шаре Vλ/2(x
∗). Будем считать, что λ > 0 достаточно мало́, так что V λ(x

∗) ⊂ Ω
и dist (Vλ(x

∗), γ) > 0, dist (Vλ(x
∗), Bǫ(x

r)) > 0. Введем обозначение δ = t−t∗ и рассмотрим



252 Оптимальное управление длиной поперечной трещины

отображение для параметров t ∈ [0, T ], удовлетворяющих |δ| < λ/2, между областями Ωt∗

γ ,

Ωt
γ аналогично тому, как это сделано в [33, 38]:

y1 = x1,

y2 = x2 − δζ(x1, x2),
(2.3)

где (y1, y2) ∈ Ωt∗

γ , (x1, x2) ∈ Ωt
γ . Якобиан этого отображения равен

Jδ = 1− δζ,2 .

Известно, что отображение при t достаточно близких к t∗ взаимно-однозначно [36, 39].

Обозначим соответствующие отображения следующим образом: y = y(x, δ), x = x(y, δ),
(y1, y2) ∈ Ωt∗

γ , (x1, x2) ∈ Ωt
γ .

Лемма 2.1. Пусть t∗ ∈ [0, T ] — фиксированный параметр, ξt, ξt
∗

— решения задач (1.3),

соответствующие параметрам t, t∗ ∈ [0, T ], где t = t∗ + δ. Тогда следующие функции,

определенные в H(Ωt∗

γ ) равенством ξ̂
δ
(y) = ξt(x(y, δ)), сходятся к ξt

∗

сильно в H(Ωt∗

γ )
при δ → 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольную функцию g(x) ∈ H1,0(Ωt
γ), x ∈ Ωt

γ ,

определим в области Ωt∗

γ с помощью преобразования (2.3) функцию ĝ(y) следующим ра-

венством: ĝ(y) ≡ g(x). Далее это же обозначение «крышечки» η̂ будем использовать для

функции из пространства H(Ωt∗

γ ), полученной на основе равенства

η̂(y) ≡ η(x), η(x) ∈ H(Ωt
γ).

Запишем формулы для частных производных в новых переменных:

g,1 = ĝ,1 − δζ,1ĝ,2,

g,2 = ĝ,2 − δζ,2ĝ,2.
(2.4)

На основании формул преобразования (2.4), следуя схеме рассуждений, разработанной

в [38], осуществляя замену координат в интегралах (1.3), применим неравенство

B(Ωt∗

γ , ξ̂
δ
, η̂ − ξ̂

δ
) >

∫

Ωt∗
γ

F (η̂ − ξ̂
δ
) dy − |δ|c2

(
‖ξ̂

δ
‖+ ‖η̂‖

)(
‖ξ̂

δ
‖+ 1

)
(2.5)

для всех η̂(y) = η(x), η ∈ Kt, с постоянной c2 > 0 в (2.5), не зависящей от δ [37]. Здесь

и далее используется обозначение ‖ · ‖ = ‖ · ‖H(Ωt∗
γ ) для нормы в H(Ωt∗

γ ). Подставляя в (2.5)

η̂ = 0, находим

B(Ωt∗

γ , ξ̂
δ
, ξ̂

δ
) 6

∫

Ωt∗
γ

F ξ̂
δ
dy + c2|δ|‖ξ̂

δ
‖
(
‖ξ̂

δ
‖+ 1

)
.

Выбирая достаточно малые δ: |δ|c < ct∗/2 (где ct∗ — постоянная в неравенстве (1.1)), полу-

чаем соотношение

ct∗

2
‖ξ̂

δ
‖2 6 B(Ωt∗

γ , ξ̂
δ
, ξ̂

δ
) 6

∫

Ωt∗
γ

F ξ̂
δ
dy + c|δ|‖ξ̂

δ
‖ 6 ‖ξ̂

δ
‖

(
‖F ‖L5(Ωt∗

γ )2 +
ct∗

2

)
.

Отсюда нетрудно получить следующую равномерную оценку

‖ξ̂
δ
‖ 6 C
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c некоторой другой постоянной C > 0, не зависящей от достаточно малых параметров

δ: |δ| < ct∗/2. Поэтому, для любой последовательности чисел {δn}: δn → 0 существу-

ет подпоследовательность (с прежним обозначением) ξ̂
δn

, сходящаяся к ξ̃ слабо в H(Ωt∗

γ )
при n → ∞. Заметим далее взаимно однозначное соответствие множеств Kt и Kt∗ при

отображении (2.3), то есть если η ∈ Kt, то η̂ ∈ Kt∗ и наоборот, если L ∈ Kt∗ , то функ-

ция Ľ(x) = L(y(x, δ)) ∈ Kt. Этот факт позволяет переписать неравенство (2.5) в виде

B(Ωt∗

γ , ξ̂
δ
,η − ξ̂

δ
) >

∫

Ωt∗
γ

F (η − ξ̂
δ
) dy − |δ|c2

(
‖ξ̂

δ
‖+ ‖η‖

)(
‖ξ̂

δ
‖+ 1

)
(2.6)

для всех η(y) ∈ Kt∗ . Переходя к пределу по параметрам δn, n = 1, 2, . . . , в последнем

неравенстве, находим

B(Ωt∗

γ , ξ,η − ξ̃) >

∫

Ωt∗
γ

F (η − ξ̃) dy.

Это означает, что предельная функция ξ̃ совпадает с ξt
∗

. Выпишем далее цепочку нера-

венств, полученную из (2.6) подстановкой η = 0 и η = 2ξ̂
δn

:

c|δn| · ‖ξ̂
δn
‖
(
‖ξ̂

δn
‖+1

)
> B(Ωt∗

γ , ξ̂
δn
, ξ̂

δn
)−

∫

Ωt∗
γ

F ξ̂
δn
dy > −3c|δn| · ‖ξ̂

δn
‖
(
‖ξ̂

δn
‖+1

)
. (2.7)

Ограниченность ξ̂
δn

позволяет перейти к пределу при n → ∞ в (2.7) и получить на основе

слабой сходимости ξ̂
δn

→ ξt
∗

, что

lim
n→∞

B
(
Ωt∗

γ , ξ̂
δn
, ξ̂

δn)
=

∫

Ωt∗
γ

Fξt
∗

dy = B
(
Ωt∗

γ , ξ
t∗ , ξt

∗
)
. (2.8)

Последнее равенство в (2.8) получается подстановкой η = 0, η = 2ξt
∗

в вариационном

неравенстве (1.3), соответствующем t∗. Соотношение (2.8) означает сходимость норм

lim
n→∞

‖ξ̂
δn
‖ → ‖ξt

∗

‖,

которая вместе со слабой сходимостью доставляет сильную сходимость ξ̂
δn

→ ξt
∗

в H(Ωt∗

γ ).
Заметим, что методом «от противного» (см., например, [25]) можно показать, что сильная

сходимость есть не только для некоторой последовательности, но и, более того, имеет место

сходимость ξ̂
δ
→ ξt

∗

сильно в H(Ωt∗

γ ) при δ → 0. �

Теорема 2.1. Задача оптимального управления (2.2) имеет по крайней мере одно решение.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что {tn} — максимизирующая последовательность.

Ввиду компактности сегмента [0, T ], можно выделить сходящуюся подпоследовательность

(с прежним обозначением) такую, что

tn → t∗ при k → ∞, t∗ ∈ [0, T ].

Не нарушая общности, можно считать, что tn 6= t∗ для всех достаточно больших но-

меров n. В противном случае найдется подпоследовательность {tnk
} такая, что tnk

≡ t∗,
и, следовательно, G(t∗) является решением задачи (2.2).
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Таким образом, далее полагаем, что последовательность {tn} удовлетворяет tn → t∗,
tn 6= t∗ для достаточно больших n. Принимая во внимание доказанную выше лемму, на-

ходим, что функции ξ̂n = ξ̂
δn

= ξt
∗+δn(x(y, δ)), соответствующие параметрам tn, сходятся

к решению ξt
∗

сильно в H(Ωt∗

γ ) при n → ∞. Поскольку в области Ωγ ∩ Bǫ(x
r) имеет ме-

сто равенство x(y, δ) ≡ y, значит, выполняется и соотношение ξ̂
δn
(y) = ξtn(y). Поэтому

ξtn → ξt
∗

сильно в H1(Ωγ ∩ Bǫ(x
r))5 при n → ∞. В таком случае, значения функционала

качества (2.1), соответствующие параметрам tn

Gt(ξ
tn) = B

(
Ωγ ∩ Bǫ(x

r), ξtn ,Qtn
)(
µ′(1)2 + 1

)−1/2
+

+
1

2

(
µ′(1)2 + 1

)−1/2
∫

Ωγ∩Bǫ(xr)

{
∂θ

∂τ

(
σij(U

tn)εij(U
tn) +

+mij(φ
tn)εij(φ

tn) + (utn,i +φ
tn
i )qi(u

tn ,φtn)
)
− 2

(
σij(U

tn)Eij(θ;U
tn) +

+mij(φ
tn)Eij(θ;φ

tn) + li(θ, u
tn)qi(u

tn ,φtn) + (θF )τξ
tn + FQtn

)}
dy,

сходятся к Gt∗(ξ
t∗) при n→ ∞. Значит, имеет место сходимость

G(tn) → G(t∗),

которая влечет, что

G(t∗) = sup
t∈[0,T ]

G(t).

Теорема доказана. �

Заключение

Лемма 2.1 устанавливает непрерывную зависимость решений задач о равновесии упру-

гих пластин от параметра, характеризующего величину изменения длины прямолинейной

трещины. Найдены достаточные для разрешимости задачи оптимального управления (2.2)

геометрические свойства кривых γ, Γt, задающих трещины, и области Ωt
γ , t ∈ [0, T ], со-

ответствующей упругой матрице. Установлена разрешимость задачи оптимального управ-

ления (2.2) для функционала качества G(t), определенного формулой (2.1), и параметра t,
t ∈ [0, T ], задающего вариацию длины трещины Γt.
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A mathematical model of the equilibrium of an elastic plate with two mutually intersecting cracks is

considered. One of the cracks is described by a part of the plane perpendicular to the midplane of the

plate, and the other is specified by a smooth curve in the midplane. The nonlinearity of the problem is

due to the non-penetration conditions in the form of inequalities imposed on the curves corresponding

to the cracks. An analysis is made of the dependence of solutions of a family of variational inequalities

on a parameter characterizing the variation of the length of a rectilinear crack. Based on the described

family of problems, an optimal control problem is formulated with a quality functional determined by

the Griffiths formula, which characterizes the possibility of crack development along a given trajectory.

In this case, the control is specified by a numerical parameter specifying the length of the rectilinear crack.

The existence of a solution for the optimal control problem is proved, and a continuous dependence of

solutions in the Sobolev space on a change in the crack length parameter is established.
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