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Тематика исследования данной работы находится на стыке двух направлений качественной теории

дифференциальных уравнений — теории показателей Ляпунова и теории колеблемости. В настоя-

щей работе исследуются различные разновидности показателей колеблемости (строгих и нестрогих)

знаков решений линейных однородных дифференциальных уравнений третьего порядка с непрерыв-

ными на положительной полуоси коэффициентами. Конструктивно в работе построено многопара-

метрическое семейство дифференциальных уравнений третьего порядка, на котором реализуются

различные соотношения между главными значениями показателей колеблемости. При фиксирован-

ных значениях последовательности параметров получаются точки из указанного семейства уравне-

ний, в которых все главные значения показателей колеблемости не являются инвариантными от-

носительно бесконечно малых возмущений (то есть исчезающих на бесконечности). Кроме того,

на множестве всех ненулевых решений указанного семейства уравнений все показатели колебле-

мости совпадают между собой. При построении указанного уравнения и доказательстве требуемых

результатов использованы аналитические методы качественной теории дифференциальных уравне-

ний и методы теории возмущений решений линейных дифференциальных уравнений, в частности,

метод варьирования уравнения.
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Введение

В работах [1–4] И. Н. Сергеева вводились и исследовались различные характеристи-

ки ляпуновского типа ненулевых решений линейных дифференциальных уравнений и си-

стем, отвечающие за колеблемость, вращаемость и блуждаемость решений на полупрямой.

В 2015 году все введенные к тому моменту характеристики ляпуновского типа были систе-

матизированы, что привело к изменению названий некоторых из них (см. [4]): в частности,

полные и векторные частоты были переименованы соответственно в сильные и слабые

показатели колеблемости. В работах [5–7] характеристические частоты стали называться

частотами Сергеева.

Известно, что у любого уравнения второго порядка все верхние (как и все нижние)

характеристики колеблемости одинаковы и устойчивы при равномерно малых и бесконечно

малых возмущениях коэффициентов уравнения, а у уравнения третьего порядка бывают

различны, причем для каждого из главных значений характеристических частот существует

пример ее неустойчивости [1–3].

Из результатов работ [3,8–11] вытекает, что каждое из главных значений показателей ко-

леблемости, блуждаемости и ориентированной вращаемости на пространстве автономных

дифференциальных уравнений есть непрерывная функция.

Вопросы устойчивости и неустойчивости некоторых главных значений показателей ко-

леблемости, блуждаемости и ориентированной вращаемости на множестве линейных одно-

родных дифференциальных систем изучались в работах [12–15].

Настоящая работа логически продолжает и развивает некоторые основные результаты

работы [1] на большее число разновидностей характеристик колеблемости.

https://doi.org/10.35634/vm250208


А. Х. Сташ, А. Е. Артисевич 283

§ 1. Основные обозначения и определения

Для заданного натурального n > 1 рассмотрим множество Ẽn линейных однородных

уравнений n-го порядка

y(n) + a1(t)y
(n−1) + · · ·+ an−1(t)ẏ + an(t)y = 0, t ∈ R+ ≡ [0; +∞),

задаваемых наборами непрерывных функций a ≡ (a1, . . . , an) : R+ → Rn, с которыми в даль-

нейшем и будем отождествлять сами уравнения. Подмножество таких уравнений с ограни-

ченными на R+ коэффициентами обозначим через En. Пространство решений уравнения Ẽn

обозначим через S(a) и положим

S∗(a) ≡ S(a) \ {0}, Sn

Ẽ =
⋃

a∈Ẽn

S∗(a).

Определение 1 (см. [1]). Скажем, что в точке t > 0 происходит строгая (нестрогая) смена

знака функции y : R+ → R, если в любой проколотой окрестности этой точки функция y
принимает как положительные (неотрицательные), так и отрицательные (неположительные)

значения.

Определение 2 (см. [1, 2]). Для любых момента t > 0 и функции y : R+ → R введем

следующие обозначения:

ν−(y, t) — число точек ее строгой смены знака на промежутке (0, t];

ν∼(y, t) — число точек ее нестрогой смены знака на промежутке (0, t].

Заметим справедливость неравенства ν−(y, t) 6 ν∼(y, t). Например, у функции y = sin t
точка t = π является строгой и нестрогой сменой знака, а нуль t = π/2 функции z = sin t−1
не является ни строгой, ни нестрогой сменой знака. Функция u ≡ 0 на R+ не имеет ни одной

точки строгой смены знака, а каждая точка интервала (0, 1] для нее является нестрогой

сменой, поэтому ν−(u, 1) = 0 и ν∼(u, 1) = +∞.

Для вектора m ∈ Rn
∗ ≡ Rn \ {0} и вектор-функции ψny =

(
y, ẏ, . . . , y(n−1)

)
введем

обозначение να(y,m, t) ≡ να(〈ψny,m〉, t), где α ∈ {−,∼}, а 〈·, ·〉 — скалярное произведение.

Далее, для любых функций y ∈ Sn

Ẽ , вектора m ∈ Rn
∗ и чисел s < t добавим обозначения

ν−(y, s, t) ≡ ν−(y, t)− ν−(y, s), να(y,m, s, t) ≡ να(y,m, t)− να(y,m, s), α ∈ {−,∼}.

Определение 3 (см. [1, 2]). Верхние (нижние) характеристические частоты строгих смен

знаков решения y ∈ Sn

Ẽ зададим соответственно формулами

ω̂−(y) ≡ lim
t→+∞

π

t
ν−(y, t)

(
ω̌−(y) ≡ lim

t→+∞

π

t
ν−(y, t)

)
.

Определение 4 (см. [3, 4]). Верхние (нижние) сильный и слабый показатели колеблемости

строгих и нестрогих смен знаков функции y ∈ Sn

Ẽ зададим при α ∈ {−,∼} соответственно

формулами

ν̂α• (y) ≡ inf
m∈Rn

∗

lim
t→+∞

π

t
να(y,m, t)

(
ν̌α• (y) ≡ inf

m∈Rn
∗

lim
t→+∞

π

t
να(y,m, t)

)
,

ν̂α◦ (y) ≡ lim
t→+∞

inf
m∈Rn

∗

π

t
να(y,m, t)

(
ν̌α◦ (y) ≡ lim

t→+∞
inf

m∈Rn
∗

π

t
να(y,m, t)

)
.
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Замечание 1. Для любой функции y ∈ Sn

Ẽ справедливы соотношения

ν̌−◦ (y) 6 ν̂−◦ (y), ν̌−• (y) 6 ν̂−• (y), ν̌∼◦ (y) 6 ν̂∼◦ (y), ν̌∼• (y) 6 ν̂∼• (y), ω̌−(y) 6 ω̂−(y),

ν̌−◦ (y) 6 ν̌∼◦ (y), ν̌−• (y) 6 ν̌∼• (y), ν̂−◦ (y) 6 ν̂∼◦ (y), ν̂−• (y) 6 ν̂∼• (y),

ν̌∼◦ (y) 6 ν̌∼• (y), ν̂∼◦ (y) 6 ν̂∼• (y), ν̌−◦ (y) 6 ν̌−• (y) 6 ω̌−(y), ν̂−◦ (y) 6 ν̂−• (y) 6 ω̂−(y).

Определение 5 (см. [16]). Для функции y ∈ Sn

Ẽ условимся о следующем:

(1) если значение некоторой верхней (с крышечкой) характеристики (показателя колебле-

мости или характеристической частоты) совпадает со значением одноименной нижней

(с галочкой) характеристикой, то будем называть это значение точным, записывая его

без галочки и без крышечки;

(2) если значение некоторого слабого (с пустым кружочком) показателя колеблемости

совпадает со значением одноименного сильного (с полным кружочком) показателя,

то будем называть это значение абсолютным, записывая его без кружочков вообще.

Вычисления показателей колеблемости упрощают следующие две леммы.

Лемма 1. Пусть строго возрастающая последовательность положительных чисел (tk)
удовлетворяет условиям

lim
k→+∞

tk = +∞, lim
k→+∞

tk+1

tk
= 1. (1.1)

Тогда для любой нестрого возрастающей функции f ∈ C(R+,R+) справедливы равенства

lim
t→+∞

f(t)

t
= lim

k→+∞

f(tk)

tk
, lim

t→+∞

f(t)

t
= lim

k→+∞

f(tk)

tk
, (1.2)

а при дополнительном условии

lim
k→+∞

(tk+1 − tk) = +∞, (1.3)

верно еще и следующее: если для некоторых чисел T , l > 0 в знаменателях (1.2) каждое

из чисел tk уменьшить на Tk 6 kT , а каждое из чисел f(tk) — на lk 6 kl, то значения

пределов (1.2) от этого не изменятся.

Д о к а з а т е л ь с т в о.

1. Сначала фиксируем очевидные оценки

lim
t→+∞

f(t)

t
6 lim

k→+∞

f(tk)

tk
, lim

t→+∞

f(t)

t
> lim

k→+∞

f(tk)

tk
.

Теперь, учитывая условия (1.1), на основании неотрицательности и нестрогого возрас-

тания функции f(·) запишем недостающие оценки

lim
t→+∞

f(t)

t
> lim

k→+∞

f(tk)

tk+1

= lim
k→+∞

f(tk)

tk+1

· lim
k→+∞

tk+1

tk
= lim

k→+∞

f(tk)

tk
,

lim
t→+∞

f(t)

t
6 lim

k→+∞

f(tk+1)

tk
= lim

k→+∞

f(tk+1)

tk+1
· lim
k→+∞

tk+1

tk
= lim

k→+∞

f(tk)

tk

для установления справедливости равенств (1.2).
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2. Из условия (1.3) следует, что для любого ε > 0 при каждом k ∈ N, начиная с некоторого

номера k0, имеет место оценка tk+1 − tk > 1/ε, а с ней и оценка для предела

lim
k→+∞

k

tk
= lim

k→+∞

k

tk0 + (tk − tk0)
6 lim

k→+∞

k

tk0 + (k − k0)/ε
= ε,

который в силу произвольности числа ε равен нулю. Следовательно, при выполнении обоих

условий (1.1) и (1.3) будем иметь цепочку равенств

lim
k→+∞

f(tk)− lk
tk − Tk

=

lim
k→+∞

f(tk)
tk

− lim
k→+∞

lk
tk

1− lim
k→+∞

Tk

tk

= lim
k→+∞

f(tk)

tk
,

справедливую и при замене нижнего предела на верхний.

Лемма 1 полностью доказана. �

Заметим, что при любых фиксированных α ∈ {−,∼}, y ∈ Sn

Ẽ , m ∈ Rn
∗ каждая из функ-

ций f(·) = ν−(y, ·), f(·) = να(y,m, ·), f(·) = infm∈Rn
∗

να(y,m, ·) нестрого возрастает на R+.

Следовательно, из леммы 1 вытекает (см. также [1, лемма 6] и [17, лемма 1]) справедливость

следующей леммы.

Лемма 2. Пусть строго возрастающая последовательность положительных чисел (tk)
удовлетворяет условиям (1.1). Тогда для любых y ∈ Sn

Ẽ и α ∈ {−,∼} справедливы равен-

ства

ω̂−(y) = lim
k→+∞

π

tk
ν−(y, tk)

(
ω̌−(y) = lim

k→+∞

π

tk
ν−(y, tk)

)
, (1.4)

ν̂α• (y) = inf
m∈Rn

∗

lim
k→+∞

π

tk
να(y,m, tk)

(
ν̌α• (y) = inf

m∈Rn
∗

lim
k→+∞

π

tk
να(y,m, tk)

)
, (1.5)

ν̂α◦ (y) = lim
k→+∞

inf
m∈Rn

∗

π

tk
να(y,m, tk)

(
ν̌α◦ (y) = lim

k→+∞
inf

m∈Rn
∗

π

tk
να(y,m, tk)

)
, (1.6)

а при дополнительном условии (1.3) верно еще и следующее: если для некоторых чисел T ,

l > 0 в знаменателях (1.4), (1.5) и (1.6) каждое из чисел tk уменьшить на Tk 6 kT , а каждое

из чисел ν−(y, tk), ν
α(y,m, tk) — на lk 6 kl, то значения пределов (1.4), (1.5) и (1.6) от этого

не изменятся.

Определение 6. Спектром показателя κ уравнения a ∈ Ẽn назовем множество

κ(S∗(a)) ≡ {κ(y) | y ∈ S∗(a)}.

Приведем несколько примеров вычисления спектров показателей колеблемости.

Пример 1. Найдем спектры показателей колеблемости автономного уравнения

...
y + ẏ = 0, (1.7)

соответствующего вектору a ≡ (0, 1, 0).
Решение. Для произвольного нетривиального решения y = c1 cos t + c2 sin t + c3 и вектора

m0 = (1, 0, 1) имеем два случая.

1. Если c3 6= 0, то имеем представление 〈ψ3y,m0〉 = ÿ+y = c3, а значит, ν−(y) = ν∼(y) = 0.
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2. Если c3 = 0, то в силу 〈ψ3y,m0〉 ≡ 0 при любом t > 0 выполнены равенства

ν−(y,m0, t) = 0, ν∼(y,m0, t) = +∞,

откуда получим ν−(y) = 0. Для любого вектора m ∦ m0 найдутся вспомогательный ар-

гумент tm и число Am 6= 0, что справедливо представление 〈ψ3y,m〉 = Am sin(t − tm),
из которого получим

ν̌∼(y) = ν̂∼(y) = lim
t→+∞

π

t

[
t

π

]
= lim

t→+∞

π

t

(
t

π
−
{
t

π

})
= 1.

Следовательно, спектры показателей колеблемости знаков равны

ν−(S∗(a)) = {0}, ν∼(S∗(a)) = {0, 1}.

Пример 2. Сделаем в уравнении (1.7) замену y(t) = e−t2z(t). Найдем спектры характе-

ристик колеблемости получившегося уравнения, коэффициенты которого обозначим через

b ≡ (b1, b2, b3).
Решение. Положим c = (c1, c2, c3) ∈ R3. Каждому решению

yc(t) = c1 cos t+ c2 sin t+ c3 =
√
c21 + c22 sin(t− tc) + c3

уравнения (1.7) поставим в соответствие решение zc(t) = et
2

yc(t) уравнения b. Очевидно,

что для любого набора c ∈ R3
∗ нули и точки строгой смены знака двух функций yc и zc

совпадают между собой.

1. Если c21 + c22 6 c23, то для вектора m1 = (1, 0, 0) выполнено равенство

〈ψ3zc(t), m
1〉 = et

2

(√
c21 + c22 sin(t− tc) + c3

)
,

из которого получаем ω−(zc) = ν−(zc) = ν∼(zc) = 0.
2. Если c21 + c22 > c23, то функция 〈ψ3zc, m

1〉 = zc на каждом полуинтервале длины 2π
имеет два нуля, являющиеся точками строгих смен знаков. Поэтому на основании леммы 2

оценим верхние характеристики колеблемости

ω̂−(zc) = lim
t→+∞

π

t
ν−(zc, t) = lim

k→+∞

π

2πk

k∑

i=1

ν(zc, 2π(i− 1), 2πi) = lim
k→+∞

2k

2k
= 1, (1.8)

ν̂∼• (zc) = inf
m∈R3

lim
t→+∞

π

t
ν∼(zc, m, t) 6 lim

t→+∞

π

t
ν−(zc, t) = 1. (1.9)

Для любого m = (m1, m2, m3) ∈ R3
∗ рассмотрим поведение функции

e−t2〈ψ3zc(t), m〉 ≡ m1

(√
c21 + c22 sin(t− tc) + c3

)
+

+m2

(
2t

(√
c21 + c22 sin(t− tc) + c3

)
+
√
c21 + c22 cos(t− tc)

)
+

+m3

(
(4t2 + 2)

(√
c21 + c22 sin(t− tc) + c3

)
+ 4t

√
c21 + c22 cos(t− tc)−

√
c21 + c22 sin(t− tc)

)
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на всех промежутках вида (tk, tk+1], где tk = π/2+πk+tc, начиная с некоторого достаточно

большого номера k.

Если m3 6= 0, то найдутся такие Kc, Lc, что выполнена оценка сверху
∣∣∣∣〈ψ

3zc(t), m〉 −m3e
t2(4t2 + 2)

(√
c21 + c22 sin(t− tc) + c3

)∣∣∣∣ 6 et
2

(Kct+ Lc).

Следовательно, найдется такой номер kc, что выполнены оценки снизу

ν−(zc, m, tk, tk+1) > 1, k > kc. (1.10)

Если m3 = 0, m2 6= 0, то также выполнены соотношения (1.10), поскольку для некото-

рого Mc выполнена оценка
∣∣∣∣〈ψ

3zc(t), m〉 − 2m2te
t2
(√

c21 + c22 sin(t− tc) + c3

)∣∣∣∣ 6Mce
t2 .

Справедливость нестрогих неравенств (1.10) очевидна и в случае m2 = m3 = 0, по-

скольку

〈ψ3zc(t), m〉 = m1e
t2
(√

c21 + c22 sin(t− tc) + c3

)
.

Следовательно, на основании леммы 2 получим соотношение

ν̌−◦ (zc) = lim
t→+∞

π

t
inf

m∈R3
∗

ν−(zc, m, t) = lim
k→+∞

π

tk
inf

m∈R3
∗

ν−(zc, m, tk, tk+1) =

= lim
k→+∞

π

tk − tkc

k∑

i=kc

inf
m∈R3

∗

ν−(zc, m, ti, ti+1) > lim
k→+∞

π(k − kc)

π(k − kc)
= 1,

из которого с учетом равенства (1.8), оценки (1.9) и замечания 1, следует справедливость

цепочки равенств ω−(zc) = ν−(zc) = ν∼(zc) = 1.
Таким образом, спектры всех характеристик колеблемости состоят из двух чисел

ν−(S∗(b)) = ν∼(S∗(b)) = ω−(S∗(b)) = {0, 1}.
Определение 7 (см. [1–3]). Для каждого i = 1, 2, . . . , n и

κ = ν̌−◦ , ν̌
∼
◦ , ν̂

−
◦ , ν̂

∼
◦ , ν̌

−
• , ν̌

∼
• , ν̂

−
• , ν̂

∼
• , ω̌

−, ω̂− (1.11)

назовем i-м верхним κi(a) и нижним κi(a) главными (или регуляризованными по Миллион-

щикову) значениями соответствующего показателя колеблемости уравнения a ∈ Ẽn величи-

ны, задаваемые равенствами

κi(a) ≡ inf
L∈Gi(a)

sup
y∈L∗

κ(y), κi(a) ≡ sup
L∈Gn−i+1(a)

inf
y∈L∗

κ(y),

где L∗ = L \ {0}, а через Gi(a) обозначено множество i-мерных подпространств простран-

ства S(a).
Замечание 2. Если для уравнения a ∈ Ẽn отображение ϕa : R

n → S(a) осуществляет изо-

морфизм линейных пространств, то для каждого i = 1, . . . , n отображение ϕa порождает

также и изоморфизм множеств Gi и Gi(a), где Gi — множество i-мерных подпространств

пространства Rn. Следовательно, для любого показателя κ из списка (1.11) справедливы

формулы

κi(a) = inf
L∈Gi

sup
c∈L∗

κ(ϕa(c)), κi(a) = sup
L∈Gn−i+1

inf
c∈L∗

κ(ϕa(c)), i = 1, . . . , n.
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Определение 8 (см. [1–3]). Скажем, что функционал κ : Ẽn → R не инвариантен в точ-

ке a ∈ Ẽn относительно бесконечно малых возмущений, если существует уравнение b ∈ Ẽn,

удовлетворяющее условиям

κ(b) 6= κ(a), lim
t→+∞

|b(t)− a(t)| = 0,

где обозначено |a(t)| =
√
a21(t) + · · ·+ a2n(t).

§ 2. Формулировка основных результатов

Доказательство теоремы VI [1] переносится на рассматриваемые функционалы (1.11).

Следовательно, для любого уравнения a ∈ Ẽn справедливы соотношения

0 6 κ1(a) 6 . . . 6 κn(a), 0 6 κ1(a) 6 . . . 6 κn(a), (2.1)

κi(a) 6 κi(a), i = 1, . . . , n, (2.2)

κ1(a) = κ1(a) = inf
y∈S∗(a)

κ(y), κn(a) = κn(a) = sup
y∈S∗(a)

κ(y).

На множестве автономных уравнений нестрогие неравенства (2.2) всегда превращаются

в равенства, а любое из неравенств (2.1) иногда и обращается в равенство (см. [3, 8–10]),

но уже для уравнения третьего порядка каждое из этих неравенств может оказаться строгим,

причем практически независимо друг от друга, о чем говорит

Теорема 1. Cуществуют такие уравнения a1, a2, a3, a4 ∈ Ẽ3, что для каждого показате-

ля κ из списка (1.11) выполняются соотношения

0 < κ1(a
1) = κ2(a

1) < κ2(a
1) = κ3(a

1), 0 < κ1(a
2) < κ2(a

2) = κ2(a
2) < κ3(a

2),

0 < κ1(a
3) = κ2(a

3) < κ2(a
3) < κ3(a

3), 0 = κ1(a
4) < κ2(a

4) < κ2(a
4) = κ3(a

4),

причем

ν−(x) = ν∼(x) = ω−(x), x ∈ S∗(a
i), i = 1, 4.

Следующая теорема делает содержательным исследование устойчивости главных зна-

чений показателей колеблемости на множестве уравнений порядка выше второго.

Теорема 2. Существуют дифференциальные уравнения на множестве Ẽ3, в которых все

главные значения показателей колеблемости не инвариантны относительно бесконечно

малых возмущений.

Замечание 3. Из теоремы 2, на основании леммы 7 [1], не следует разрывность показателей

колеблемости в равномерной топологии на множестве Ẽ3, поскольку сильные показатели

колеблемости нестрогих знаков не являются остаточными (то есть инвариантными относи-

тельно изменения решения на любом конечном отрезке) на множестве S3
Ẽ (см. [18]), а во-

прос об остаточности сильных и слабых показателей колеблемости строгих знаков до сих

пор открыт.

§ 3. Вспомогательные результаты

Описанное ниже семейство уравнений, по существу, уже было построено в лемме 15 [1].

Однако отметим, что фигурирующее в этой лемме некоторое значение T0 > 0 может быть

заменено конкретным числом T0 = 2π благодаря теореме 3 [19], позволяющей строить урав-

нение с гладкими коэффициентами, имеющее фундаментальную систему решений, совпа-

дающую слева и справа от заданного участка с произвольными заранее заданными набора-

ми решений (с положительными определителями Вронского) и гладко зависящую от самих

этих наборов. Следовательно, заменяя m ∈ N на p ∈ N при kp = p, будем иметь следующее

утверждение.
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Лемма 3. Для множества M ≡ [1/2; 2] существует семейство уравнений aµ ∈ E3, завися-

щее от последовательности параметров µ1, µ2, . . . ∈ M, обозначаемой через µ, и облада-

ющее свойствами:

(1) для каждой последовательности µ ∈ M∞ уравнение aµ имеет набор решений y1, y2,
y3, удовлетворяющий при каждом p ∈ N требованиям

(y1, y2, y3)(t) =






(sin(t− rp), µp, cos(t− rp)), tp−1 + 2π 6 t 6 rp,

(µp, cos(t− sp), sin(t− sp)), rp + 2π 6 t 6 sp,

(cos(t− tp), sin(t− tp), µp), sp + 2π 6 t 6 tp,

где t0 ≡ 0 и при каждом p = 1, 2, . . . последовательно обозначено

rp ≡ tp−1 + 2π + 2πp, sp ≡ rp + 2π + 2πp, tp ≡ sp + 2π + 2πp;

(2) для некоторой константы d выполнена оценка

‖aµ‖ 6 d, µ ∈ M∞;

(3) функции aµ(t) бесконечно дифференцируемы по t и непрерывны по каждому из пара-

метров µp ∈ M равномерно по (p, t) ∈ N× R+;

(4) для каждого p ∈ N при всех t 6 tp−1 или t > tp + 2π строка коэффициентов любого

уравнения aµ не зависит значения µp.

Пример 3. Найдем спектры показателей колеблемости строгих знаков каждого уравнения

семейства aµ, существование которого утверждается в лемме 3.

Решение. Построенная в лемме 3 последовательность

t0 = 0, tp = tp−1 + 6π(p+ 1), p ∈ N,

удовлетворяет условиям

lim
p→+∞

tp
tp−1

= 1 + lim
p→+∞

12π

tp−1
+ 6π · lim

p→+∞

p− 1

tp−1
= 1, lim

p→+∞
(tp − tp−1) = +∞.

Для любого ненулевого решения y семейства уравнений aµ и вектора m0 = (1, 0, 1)
на каждом из отрезков [tp−1 + 2π, rp], [rp + 2π, sp], [sp + 2π, tp], p ∈ N, скалярное произве-

дение 〈ψ3y,m0〉 постоянно, а значит, выполняются равенства

ν−(y,m0, tp−1 + 2π, rp) = ν−(y,m0, rp + 2π, sp) = ν−(y,m0, sp + 2π, tp) = 0, p ∈ N.

Из процедуры построения семейства aµ (см. [1]) следует существование такого числа T ,

что выполнены оценки

ν−(y,m0, rp, rp + 2π) + ν−(y,m0, sp, sp + 2π) + ν−(y,m0, tp, tp + 2π) 6 T, p ∈ N.

Поэтому при вычислении показателей колеблемости строгих знаков решения y любого

из уравнений aµ, согласно лемме 2, можно не брать в расчет полуинтервалы

(0; 2π], (rp; rp + 2π], (sp; sp + 2π], (tp; tp + 2π], p ∈ N,

то есть не учитывать их вклад ни в длину промежутка, на котором подсчитывается число

точек строгих смен знака решения, ни в само это число. Следовательно, имеем

ν̂−• (y) = inf
m∈R3

∗

lim
p→+∞

π

tp
ν−(y,m, tp) = lim

p→+∞

π

tp
ν−(y,m0, tp) = 0,

а с учетом замечания 1 окончательно получим ν−(S∗(aµ)) = {0}.
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Сделав в семействе уравнений aµ замену y(t) = e−t2z(t), получим однородное уравнение

третьего порядка

...
z + b1(t)z̈ + b2(t)ż + b3(t)z = 0 (3.1)

с неограниченными при t→ +∞ коэффициентами

b1(t) = −e−3t2 ·

∣∣∣∣∣∣

z1 z2 z3
ż1 ż2 ż3
...
z 1

...
z 2

...
z 3

∣∣∣∣∣∣
= o(t5), b2(t) = e−3t2 ·

∣∣∣∣∣∣

z1 z2 z3
z̈1 z̈2 z̈3
...
z 1

...
z 2

...
z 3

∣∣∣∣∣∣
= o(t6),

b3(t) = −e−3t2 ·

∣∣∣∣∣∣

ż1 ż2 ż3
z̈1 z̈2 z̈3
...
z 1

...
z 2

...
z 3

∣∣∣∣∣∣
= o(t7),

где определители Вронского фундаментальных систем решений

z1(t) = et
2

y1(t), z2(t) = et
2

y2(t), z3(t) = et
2

y3(t)

семейств уравнений bµ(t) (3.1) и aµ(t) в силу задачи 57 [20, с. 126] связаны равенством

Wz1,z2,z3(t) = e3t
2

Wy1,y2,y3(t), t > 0.

Каждая строгая смена знака любой функции y ∈ Sn

Ẽ является нестрогой, а значит, с уче-

том замечания 1 получим справедливость следующей

Лемма 4. Если для некоторой функции y ∈ Sn

Ẽ выполнено условие ω̌−(y) = 0, то справед-

ливы равенства

ν̌α◦ (e
t2y) = ν̌α• (e

t2y) = 0, α ∈ {−,∼},

а если же условие ω̂−(y) = 0, то справедливы равенства

ν̂α◦ (e
t2y) = ν̂α• (e

t2y) = 0, α ∈ {−,∼}.

Лемма 5. Пусть функция y ∈ S3
Ẽ имеет строгие смены знака и удовлетворяет условиям:

(1) для некоторого L выполнена оценка

|y(t)|+ |ẏ(t)|+ |ÿ(t)| < L < +∞;

(2) существует такое δ > 0, что для любых соседних точек t1 и t2 строгих смен знаков

выполнено неравенство

max
t∈[t1,t2]

|y(t)| > δ.

Тогда имеют место следующие цепочки равенств

ν̌α◦ (e
t2y) = ν̌α• (e

t2y) = ω̌−(y), ν̂α◦ (e
t2y) = ν̂α• (e

t2y) = ω̂−(y), α ∈ {−,∼}.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала выбираем функцию y ∈ S3
Ẽ , удовлетворяющую усло-

виям (1) и (2). Тогда из определений характеристик колеблемости (учитывая, что каждая

нестрогая смена знака функции y является строгой) при любом α ∈ {−,∼} следуют оче-

видные соотношения

ν̌α◦ (e
t2y) 6 ν̌α• (e

t2y) 6 ω̌−(et
2

y) = ω̌−(y), ν̂α◦ (e
t2y) 6 ν̂α• (e

t2y) 6 ω̂−(et
2

y) = ω̂−(y).

Для завершения доказательства установим противоположные неравенства. Для любого

ненулевого вектора m = (m1, m2, m3) рассмотрим скалярное произведение

〈ψ3(et
2

y), m〉 = et
2(
m1y +m2(2ty + ẏ) +m3(2y + 4t2y + 2tẏ + ÿ)

)
.

Если m3 6= 0, то при любом t > 0 справедливы соотношения

ν∼(et
2

y,m, t) > ν−(et
2

y,m, t) > ν−(y, t)

в силу представления

〈ψ3(et
2

y), m〉
4m3t2et

2
= y +

m1y +m2(2ty + ẏ) +m3(2y + 2tẏ + ÿ)

4m3t2
.

Если m2 6= 0, m3 = 0, то при любом t > 0 неравенство ν−(et
2

y,m, t) > ν−(y, t) также

выполняется, так как

〈ψ3(et
2

y), m〉
2m2tet

2
= y +

m1y +m2ẏ

2m2t
.

Если m1 6= 0, m2 = m3 = 0, то выполнены равенства

ν∼(et
2

y,m, t) = ν−(et
2

y,m, t) = ν−(y, t), t > 0.

Следовательно, установили неравенства

inf
m∈R3

∗

να(et
2

y,m, t) > ν−(y, t), α ∈ {−,∼},

из которых вытекают

ν̌α◦ (e
t2y) > ω̌−(y), ν̂α◦ (e

t2y) > ω̂−(y), α ∈ {−,∼}.
Лемма 5 полностью доказана. �

§ 4. Доказательство основных результатов

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1.

1. Фиксируем произвольную последовательность параметров µ ∈ M∞. Положим c =
= (c1, c2, c3) ∈ R3. Каждому решению

yc(t) = c1y1(t) + c2y2(t) + c3y3(t)

уравнения aµ ∈ E3, существование которого утверждается в лемме 3, поставим в соот-

ветствие решение zc(t) = et
2

yc(t) уравнения bµ ∈ Ẽ3. Тогда в силу леммы 5 будем иметь

цепочку равенств

ν−(zc) = ν∼(zc) = ω−(zc) = ω−(yc), zc ∈ S∗(bµ), yc ∈ S∗(aµ),

из которой вытекают равенства для главных значений характеристик колеблемости

ν−1 (bµ) = ν∼1 (bµ) = ω−
1 (aµ), ν−3 (bµ) = ν∼3 (bµ) = ω−

3 (aµ),

ν−2 (bµ) = ν∼2 (bµ) = ω−
2 (aµ), ν−

2
(bµ) = ν∼2 (bµ) = ω−

2
(aµ).

2. Для рассматриваемого семейства уравнений в лемме 18 [1] доказано:
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(1) если
√
2/2 < µp < 1, то 2

3
= ω−

1 (aµ) = ω−
2 (aµ) < ω−

2
(aµ) = ω−

3 (aµ) = 1;

(2) если µp = 1, то 1
3
= ω−

1 (aµ) < ω−
2 (aµ) = ω2(aµ) =

2
3
< ω3(aµ) = 1;

(3) если 1 < µp <
√

1+
√
5

2
≡ µ∗, то 1

3
= ω−

1 (aµ) < ω−
2 (aµ) = ω−

2
(aµ) =

2
3
< ω−

3 (aµ) = 1;

(4) если µ∗ 6 µp <
√
2, то 1

3
= ω−

1 (aµ) = ω−
2 (aµ) < ω−

2
(aµ) =

2
3
< ω−

3 (aµ) = 1;

(5) если µp =
√
2, то 0 = ω−

1 (aµ) < ω−
2 (aµ) =

1
3
< ω−

2
(aµ) = ω−

3 (aµ) =
2
3
.

3. Таким образом, доказано существование уравнений

a1(t) ≡ bµ(t) ∈ Ẽ3, где
√
2/2 < µp < 1 при p ∈ N,

a2(t) ≡ bµ(t) ∈ Ẽ3, где µp = 1 при p ∈ N,

a3(t) ≡ bµ(t) ∈ Ẽ3, где µp = µ∗ при p ∈ N,

a4(t) ≡ bµ(t) ∈ Ẽ3, где µp =
√
2 при p ∈ N.

Теорема 1 доказана. �

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.

Фиксируем произвольный показатель κ из списка (1.11) и снова обратимся к се-

мейству уравнений (3.1). Из этого семейства bµ(t) ∈ Ẽ3 выделим уравнение b1− при

µp = 1 − exp(−tp), p ∈ N. Примером точки неинвариантности относительно бесконечно

малых возмущений для функций κ1 и κ2 служит уравнение b1 из построенного в п. 2 до-

казательства теоремы 1 семейства при постоянной последовательности µ1 = µ2 = · · · ≡ 1,
в котором κ1(b1) = 1/3 и κ2(b1) = 2/3. Действительно, возмущенное уравнение b1− обла-

дает свойствами

lim
t→+∞

|b1−(t)− b1(t)| = 0, κ1(b1−) = 2/3, κ2(b1−) = 1.

Аналогично, примером точки неинвариантности относительно бесконечно малых возму-

щений для функций κ2 служит уравнение bµ∗ (см. п. 2 доказательства теоремы 1), поскольку

для него существует такое возмущенное уравнение bµ∗

−

при µp = µ∗ − exp(−tp), p ∈ N, что

lim
t→+∞

|bµ∗

−

(t)− bµ∗(t)| = 0, κ2(bµ∗) 6= κ2(aµ∗

−

).

Существование для b√
2

возмущенного уравнения b√
2
−

соответствующего последова-

тельности µp =
√
2 − exp(−tp), p ∈ N гарантирует неинвариантность функций κ3 относи-

тельно бесконечно малых возмущений (см. п. 2 доказательства теоремы 1), так как

lim
t→+∞

|b√
2
−

(t)− b√
2
(t)| = 0, κ3(b√2

) 6= κ3(b√2
−

).

Теорема 2 доказана. �
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The subject of the research of this work is at the intersection of two directions in the qualitative theory

of differential equations — the theory of Lyapunov exponents and the theory of oscillation. In the present

work, we investigate various types of oscillation exponents (strict and non-strict) of the signs of solutions

of linear homogeneous differential equations of the third order with coefficients continuous on the positive

semi-axis. Structurally, a multiparameter family of third-order differential equations is constructed in the

work, on which various relationships between the main values of the oscillation exponents are realized.

For fixed values of the sequence of parameters, points are obtained from the specified family of equations,

in which all the main values of the oscillation exponents are not invariant with respect to infinitesimal

perturbations (i. e., vanishing at infinity). In addition, on the set of all non-zero solutions of the specified

family of equations, all oscillation exponents coincide with each other. When constructing the specified

equation and proving the required results, analytical methods of the qualitative theory of differential

equations and methods of perturbation theory of solutions of linear differential equations, in particular,

the method of equation variation, were used.
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