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Введение

Эта статья содержит некоторые результаты, связанные с голоморфным продолжением

функций, непрерывных на границе ограниченной области в Cn, в эту область. Речь пойдет

о функциях, удовлетворяющих многомерному граничному условию Морера. Оно заключа-

ется в равенстве нулю интегралов от данной функции по пересечению границы области

с комплексными прямыми. Е. Гринберг [1] изучил функции со свойством Морера в шаре

(фактически этот результат содержался еще в статье М. Л. Аграновского и Р. Е. Вальско-

го [2]). И. Глобевник и Е. Л. Стаут [3] получили граничную теорему Морера для произ-

вольной ограниченной области с дважды гладкой границей. Локальный вариант теоремы

Морера рассмотрен И. Глобевником [4], Д. Говекар–Лебан [5]. В работе С. Г. Мысливец [6]

рассмотрены функции со свойством Морера вдоль комплексных кривых, в работах авто-

ров [7, 8] приведены некоторые семейства комплексных прямых, достаточных для голо-

морфного продолжения функций. В монографии [9] приведен ряд относящихся к данному

вопросу результатов (см. также обзор [10]).

Мы рассматриваем в качестве достаточного множества — множество комплексных пря-

мых, пересекающих росток порождающего многообразия, лежащий в области.

§ 1. Основные обозначения и определения

Пусть D ⊂ C
n (n > 1) — ограниченная область со связной C1 гладкой границей вида

D = {z ∈ C
n : ρ(z) < 0},

где ρ(z) — C1-гладкая, вещественнозначная функция в окрестности множества D такая, что

dρ
∣

∣

∂D
6= 0. Мы отождествляем Cn с R2n следующим образом: z = (z1, . . . , zn), zj = xj + iyj ,

xj , yj ∈ R, j = 1, . . . , n.

Рассмотрим комплексные прямые lz,b вида

lz,b = {ζ ∈ C
n : ζj = zj + bjt, j = 1, . . . , n, t ∈ C}, (1.1)

проходящие через точку z ∈ Cn в направлении вектора b = {b1, . . . , bn} ∈ CP
n−1 (направле-

ние b определяется с точностью до умножения на комплексное число λ 6= 0).

https://doi.org/10.35634/vm230307
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Определение 1. Непрерывная функция f на ∂D (f ∈ C(∂D)) удовлетворяет свойству Мо-

рера вдоль комплексной прямой lz,b, если

∫

∂D∩lz,b

f(ζ) dt = 0.

Предполагается, что прямая lz,b пересекает границу области D трансверсально.

В данной статье рассматривается семейство комплексных прямых, проходящих через

росток порождающего многообразия Γ ⊂ D. Действительная размерность такого многооб-

разия больше либо равна n.

Напомним, что гладкое класса C∞ многообразие Γ называется порождающим, если для

каждой точки z ∈ Γ комплексная линейная оболочка касательного пространства Tz(Γ )
совпадает с C

n. Обозначим через LΓ семейство всех комплексных прямых, пересекающих

Γ . Будем считать, что 0 ∈ Γ .

Порождающее многообразие Γ локальным биголоморфным преобразованием можно

привести к виду (см., например, [11]):











v1 = h1(z1, . . . , zk, u1, . . . , um),

...............................................,

vm = hm(z1, . . . , zk, u1, . . . , um),

(1.2)

где k + m = n, zj = xj + iyj , j = 1, . . . , k, ws = us + ivs, s = 1, . . . , m. Причем веще-

ственнозначная вектор-функция h = (h1, . . . , hm) принадлежит классу C∞ в окрестности W
точки 0 и выполнены условия

hp(0) = 0,
∂hp
∂xj

(0) =
∂hp
∂yj

(0) =
∂hp
∂us

(0), p, s = 1, . . . , m, j = 1, . . . k.

Рассмотрим ядро Бохнера–Мартинелли — внешнюю дифференциальную форму U(ζ, z)
типа (n, n− 1) вида

U(ζ, z) =
(n− 1)!

(2πi)n

n
∑

k=1

(−1)k−1 ζ̄k − z̄k
|ζ − z|2n dζ̄[k] ∧ dζ,

где dζ̄[k] = dζ̄1∧ · · ·∧dζ̄k−1∧dζ̄k+1∧ · · ·∧dζ̄n, dζ = dζ1∧ . . .∧dζn. При n = 1 форма U(ζ, z)

превращается в ядро Коши
1

2πi
· dζ

ζ − z
. Очевидно, что форма U(ζ, z) имеет гармонические

в Cn \ {z} коэффициенты и является замкнутой по переменной ζ , т. е. dζU(ζ, z) = 0.

Пусть D — ограниченная область в Cn с гладкой границей и функция f класса C1(D).
Рассмотрим интеграл Бохнера–Мартинелли

Mf(z) =

∫

∂D

f(ζ)U(ζ, z), z /∈ ∂D.

Функция Mf(z) является гармонической для z /∈ ∂D и Mf(z) = O(|z|1−2n) при |z| →
∞.
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§ 2. Производные интеграла Бохнера–Мартинелли

Для дальнейших рассмотрений нам понадобится следующее вспомогательное утвержде-

ние.

Лемма 1. Если вещественно-аналитическая функция F , заданная в некотором открытом

множестве W из D, удовлетворяет условиям

F |Γ = 0,
∂α+βF

∂z̄α∂w̄β

∣

∣

∣

∣

Γ

= 0 для всех мультииндексов α, β,

то F равна нулю в W .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что все коэффициенты разложения функции F (z) в ряд

Тейлора в окрестности нуля равны нулю.

Обозначим полные частные производные вдоль многообразия Γ по переменным xj , yj ,
us через Dxj

, Dyj , Dus
, j = 1, . . . , k, s = 1, . . . , m.

Так как

0 = Dxj
F =

∂F

∂xj
+

m
∑

l=1

∂F

∂vl
· ∂hl
∂xj

и
∂hl
∂xj

(0) = 0,

то
∂F

∂xj
(0) = 0. Аналогично,

∂F

∂yj
(0) = 0,

∂F

∂us
(0) = 0, j = 1, . . . , k, s = 1, . . . , m.

Поскольку

0 =
∂F

∂w̄s

∣

∣

∣

∣

Γ

=
1

2

(

∂F

∂us
+ i

∂F

∂vs

)

и
∂F

∂us
(0) = 0,

то
∂F

∂vs
(0) = 0, s = 1, . . . , m. Так что все первые производные функции F в точке 0 равны

нулю.

Покажем, что все вторые производные в нуле также равны нулю. Имеем

0 = D2

xjxl
F =

∂2F

∂xj∂xl
+

m
∑

p=1

∂2F

∂xj∂vp
· ∂hp
∂xl

+

+

m
∑

p=1

(

∂2F

∂vp∂xl
· ∂hp
∂xj

+

m
∑

q=1

(

∂2F

∂vp∂vq
· ∂hp
∂xj

· ∂hq
∂xl

)

+
∂F

∂vp
· ∂2hp
∂xj∂xl

)

.

Так как
∂hp
∂xl

(0) = 0,
∂F

∂vp
(0) = 0, то

∂2F

∂xj∂xl
(0) = 0.

Аналогично, все вторые производные функции F по переменным yj , us равны нулю в

точке 0.

Рассмотрим

0 = Dxj

(

∂F

∂w̄s

)

=
∂2F

∂w̄s∂xj
+

m
∑

p=1

∂2F

∂w̄s∂vp
· ∂hp
∂xj

.

Поскольку
∂hp
∂xj

(0) = 0, то
∂2F

∂w̄s∂xj
(0) = 0. Так как

0 =
∂2F

∂w̄s∂xj
(0) =

1

2

(

∂2F

∂us∂xj
(0) + i

∂2F

∂vs∂xj
(0)

)

и
∂2F

∂us∂xj
(0) = 0,

то
∂2F

∂vs∂xj
(0) = 0.
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Аналогично,
∂2F

∂vs∂yj
(0) = 0,

∂2F

∂vs∂ul
(0) = 0.

Далее,

0 =
∂2F

∂w̄l∂w̄s

∣

∣

∣

∣

Γ

=
1

4

(

∂2F

∂ul∂us
+ i

∂2F

∂ul∂vs
+ i

∂2F

∂vl∂us
− ∂2F

∂vl∂vs

)

,

поэтому
∂2F

∂vl∂vs
(0) = 0.

Применяя индукцию, точно так же показывается, что все старшие производные функ-

ции F в точке 0 равны нулю. Тем самым ряд Тейлора в точке 0 функции равен нулю,

поэтому сама функция F равна нулю в W . �

Ясно, что лемма 1 верна и для старых переменных z (до приведения многообразия Γ
к виду (1.2)).

Определим функции

Mjf(z) =

∫

∂D

f(ζ)(ζj − zj)U(ζ, z), z ∈ D, j = 1, . . . , n.

Они являются вещественно-аналитическими и бигармоническими в области D.

Приведем теорему 2.8 из [13], адаптированную для нашего случая полигармонических

функций. Пусть S(D) — множество полигармонических функций порядка p в D, и Sf (D) —

подпространство функций в S(D), которое состоит из функций конечного порядка роста

вблизи границы области D. Рассмотрим систему Дирихле Bj дифференциальных операто-

ров порядка j, j 6 p−1, на ∂D. Порядки операторов попарно различны (см. более подробно

§ 2 из [13]). Справедлива следующая теорема единственности.

Теорема 1. Предположим, что для функции f ∈ Sf (D) граничные значения системы Дири-

хле Bjf порядка p− 1 (0 6 j 6 p− 1) равны нулю на множестве S ⊂ ∂D, которое имеет

хотя бы одну внутреннюю точку. Тогда f = 0 в D.

Мы будем применять эту теорему к порождающему многообразию Γ из D, поскольку у

бигармонического оператора существует функция Грина. Поэтому справедливо следующее

утверждение.

Лемма 2. Если бигармоническая функция G, заданная в некотором открытом множестве

W из D, удовлетворяет условиям

G|Γ = 0,
∂α+βG

∂z̄α∂w̄β

∣

∣

∣

∣

Γ

= 0 для всех мультииндексов α, β, ‖α‖+ ‖β‖ 6 3,

то она равна нулю в W .

Лемма 3. Если для вещественно аналитической функции H выполнены условия

∂α+βH

∂z̄α∂w̄β

∣

∣

∣

∣

Γ

= 0

для всех мультииндексов α, β при ‖α‖+ ‖β‖ > 0, то H голоморфна в D.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применим лемму 1 к функциям
∂H

∂z̄p
,
∂H

∂w̄s

, p = 1, . . . , k, s =

= 1, . . . , m. Тогда получим, что данные функции равны 0 в W , т. е. функция H голоморфна

в W , а следовательно и в D. �
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§ 3. Области со свойством Неванлинны

В дальнейшем нам понадобится понятие области со свойством Неванлинны (см. [14]).

Пусть G ⊂ C — односвязная область и t = k(τ) — конформное отображение единичного

круга ∆ = {τ : |τ | < 1} на G.

Определение 2. Область G называется областью со свойством Неванлинны, если суще-

ствуют две ограниченные голоморфные функции u и v в G такие, что почти всюду на

S = ∂∆ выполняется равенство

k̄(τ) =
u(k(τ))

v(k(τ))

в смысле угловых граничных значений.

По сути дела это означает, что

t̄ =
u(t)

v(t)
на ∂G.

Приведем характеризацию областей со свойством Неванлинны (предложение 3.1 в [14]).

Область G есть область со свойством Неванлинны тогда и только тогда, когда k(τ) допуска-

ет голоморфное псевдопродолжение через S в C \∆, т. е. существуют ограниченные голо-

морфные функции u1 и v1 в C \∆ такие, что функция k̃(τ) =
u1(τ)

v1(τ)
совпадает почти всюду

на S с функцией k(τ) в смысле угловых граничных начений.

Данные определение и утверждение будут применяться для ограниченных областей G
с границей класса C2, поэтому (по принциру соответствия границ) функция k(τ) продолжа-

ется на ∆ как функция класса C1(∆). Тоже самое можно сказать и о функции k̃.

Различные примеры областей со свойством Неванлинны приведены в [14], а также

в [15]. Так например, если ∂G вещественно-аналитическая, то k(τ) является рациональ-

ной функцией, не имеющей полюсов на замыкании ∆.

Далее нам понадобится, чтобы область G обладала усиленным свойством Неванлинны,

т. е. чтобы функция u1(τ) 6= 0 в C \∆ и k̃(∞) 6= 0 (см. [9]).

Например, такими областями будут области, для которых k(τ) является рациональной

функцией, не имеющей полюсов на ∆ и не имеющая нулей в C \∆.

Лемма 4. Если область G обладает усиленным свойством Неванлинны, то функция
1

t̄
го-

ломорфно продолжается с ∂G в область G, т. е. существует голоморфная функция в G,

совпадающая с
1

t
почти всюду в смысле конформного отображения.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим функцию
1

t̄
на ∂G и τ ∈ S

1

t̄
=

1

k̄(τ)
=

1
¯̃
k(τ)

=
v̄1(τ)

ū1(τ)
=
v̄1
(

1

τ̄

)

ū1
(

1

τ̄

) .

Тогда функция h(τ) =
v̄1
(

1

τ̄

)

ū1
(

1

τ̄

) голоморфна в круге ∆, поскольку знаменатель ū1
(

1

τ̄

)

6= 0 при

|τ | > 1 и h(0) =
1

k̃(∞)
6= ∞.
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Поэтому функция h(τ) дает голоморфное продолжение функции
1

k̄(τ)
в круг ∆, следо-

вательно, функция
1

t̄
голоморфно продолжается в G. �

Рассмотрим комплексные прямые lz,b вида (1.1), проходящие через z в направлении век-

тора b ∈ CP
n−1. Хорошо известно представление ядра Бохнера–Мартинелли в координатах

t и b (см., например, [9], [12, гл. 4]):

U(ζ, z) = λ(b) ∧ dt

t
,

где λ(b) — некоторая дифференциальная форма типа (n − 1, n − 1) в CP
n−1, не зависящая

от t.

Лемма 5. Справедливы равенства (ζj − zj)
∂αU

∂z̄α
= µ(b) ∧ dt

t̄‖α‖
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку

U(ζ, z) =
n
∑

j=1

(−1)j−1 ∂g

∂ζj
dζ̄[j] ∧ dζ,

где g(ζ, z) = −(n− 2)!

(2πi)n
· 1

|ζ − z|2n−2
— фундаментальное решение уравнение Лапласа, то

∂αU

∂z̄α
= (−1)‖α‖

n
∑

j=1

(−1)j−1
∂

∂ζj

(

∂αg

∂ζ̄α

)

dζ̄[j] ∧ dζ.

Так как
∂αg

∂ζ̄α
=

(−1)‖α‖+1

(2πi)n
· (n + ‖α‖ − 2)!(ζ − z)α

|ζ − z|2n+2‖α‖−2
,

то
∂αU

∂z̄α
=

(n+ ‖α‖ − 2)!

(2πi)n

n
∑

j=1

(−1)j
∂

∂ζj

(

(ζ − z)α

|ζ − z|2n+‖α‖−2

)

dζ̄[j] ∧ dζ =

=
(n+ ‖α‖ − 2)!

(2πi)n

n
∑

j=1

(−1)j
[

αj(ζ − z)α−ej

|ζ − z|2n+‖α‖−2
− (n+ ‖α‖ − 1)(ζ − z)α

|ζ − z|2n+‖α‖

]

dζ̄[j] ∧ dζ =

=
(n+ ‖α‖ − 2)!

(2πi)n

n
∑

j=1

(−1)j
αj(ζ − z)α−ej

|ζ − z|2n+2‖α‖−2
dζ̄[j] ∧ dζ + (n + ‖α‖ − 1)!

(n− 1)!
· (ζ − z)α

|ζ − z|2‖α‖ ·U(ζ, z).

Вычислим эту форму в переменных b и t, т. е. ζj−zj = bjt, j = 1, . . . , n. При вычислении

будем использовать, что dt̄ ∧ dt = 0 на ∂D ∩ lz,b и что b ∈ CP
n−1. Получим

∂αU

∂z̄α
=

(n+ ‖α‖ − 2)!

(2πi)n

n
∑

j=1

(−1)j
αjb

α−ej

tt̄‖α‖|b|2‖α‖ db̄[j] ∧
n
∑

s=1

(−1)s−1bsdb[s] ∧ dt+

+
(n+ ‖α‖ − 1)!

(n− 1)!
· bα

tt̄‖α‖|b|2‖α‖λ(b) ∧ dt.

Таким образом получаем, что

(ζj − zj)
∂αU

∂z̄α
= µ(b) ∧ dt

t̄‖α‖
.

�
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§ 4. Основные результаты

Определение 3. Назовем обобщенным свойством Морера для функции f ∈ C(∂D) вдоль

комплексной прямой lz,b условие

∫

∂D∩lz,b

f(ζ)
dt

t̄k
= 0, k = 0, . . . , 3. (4.1)

Заметим, что если функция
1

t̄
голоморфно продолжается в ∂D ∩ lz,b, то условие (4.1)

является необходимым условием голоморфного продолжения.

Приведем пример.

Пример 1. Рассмотрим единичный шар B из C2:

B = {(z, w) ∈ C
2 : |z|2 + |w|2 < 1}.

Комплексное многообразие Γ = {(z, w) ∈ C
2 : w = 0}. Оно совпадает со своей комплексной

касательной плоскостью в каждой своей точке и пересекает B, тем самым оно не является

порождающим.

Рассмотрим комплексные прямые, пересекающие Γ :

la = {(z, w) ∈ C
2 : z = a+ bt, w = ct, t ∈ C}.

Эти прямые проходят через точку (a, 0) ∈ Γ . При |a| < 1 точка (a, 0) ∈ B, при |a| > 1
точка (a, 0) /∈ B. Без ограничения общности можно считать, что |b|2 + |c|2 = 1.

Пересечение la ∩ ∂B образует окружность

|t|2 + ab̄t̄+ ābt = 1− |a|2 или |t+ ab̄|2 = 1− |c|2|a|2.

Это множество la ∩ ∂B не пусто, если |a|2|c|2 < 1. Таким образом на la ∩ ∂B выполнено

условие

t̄ =
1− |a|2 − ābt

t+ ab̄
.

Рассмотрим функцию

fa(z, w) = (1− āz)
wk+2

w̄
, k ∈ Z, k > 0.

Эта функция на ∂B является гладкой функцией класса Ck. Поскольку отношение
w

w̄
огра-

ничено, то функция
w2

w̄
непрерывна, а

wk+2

w̄
— функция, гладкости Ck.

На множестве la ∩ ∂B функция fa равна

1− ā(a+ bt)

1− |a|2 − ābt
· (t+ ab̄) · (ct)k+2 = (t+ ab̄) · (ct)k+2.

Таким образом, сужение функции fa голоморфно продолжается на множество la ∩ B для

всех комплексных прямых la, проходящих через точку (a, 0) и пересекающих B, т. е. для

нее выполнено условие (4.1). Рассматривая произвольное конечное множество точек (am, 0)
с |am| > 1, m = 1, . . . , N , и функцию

f(z, w) =
wk+2

w̄
·

N
∏

m=1

(1− āmz),
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получим, что f обладает одномерным свойством голоморфного продолжения вдоль всех

комплексных прямых lam , пересекающих B. Тем не менее f не продолжается голоморфно

в шар B с границы ∂B, поскольку очевидно, что f не является CR-функцией на ∂B.

Теорема 2. Пусть D — ограниченная область со связной границей класса C1, Γ — росток

порождающего многообразия в D, функция f ∈ C(∂D) обладает обобщенным свойством

Морера при k 6 3 вдоль всех комплексных прямых из LΓ , и связные компоненты пересе-

чения D ∩ lz,b обладают усиленным свойством Неванлинны. Тогда функция f голоморфно

продолжается в D.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 5 и ообобщенному свойству Морера (4.1) функции Mjf
равны нулю вместе с производными до порядка 3. Поэтому по лемме 2 они равны нулю в

D. Применяя к этим функциям оператор Лапласа, получаем, что производные от интеграла

Бохнера–Мартинелли Mf по сопряженным переменным равны 0 в D, т. е. Mf голоморфна

в области D, и по следствию 15.6 из [12] ее граничные значения равны f . �

Рассмотрим примеры областей, для которых верна теорема 2.

Пример 2. Пусть D = B — шар с центром в нуле радиуса R, т. е. D = {ζ : |ζ | < R}. Тогда

сечение этой области комплексной прямой

l = {ζ : ζj = zj + bjt, j = 1, . . . , n}

для z ∈ D и |b| = 1 является кругом

G = {t : |t+ 〈z, b̄〉|2 < R2 − |z|2 + |〈z, b̄〉|2}.

На границе этого круга
1

t̄
=

t+ 〈z, b̄〉
R2 − |z|2 − t〈z̄, b〉 .

Легко проверить, что знаменатель этой функции не обращается в 0 в G, поэтому функция
1

t̄
удовлетворяет лемме 4 для всех точек z ∈ B и для всех комплексных прямых l.

Пример 3. Пусть wj =
Lj(z)

L(z)
, j = 1, . . . , n, где Lj(z), L(z) — линейные функции, причем

нули функции L(z) не пересекают замыкание шара, тогда образ шара B при данном отоб-

ражении (если оно биголоморфно на замыкании шара B) является ограниченной областью,

для которой справедлива теорема 2. Действительно, как легко проверить, все сечения этой

области комплексными прямыми являются кругами.

Лемма 4 показывает, что для верности теоремы 2 достаточно, чтобы в сечениях функ-

ция
1

t̄
голоморфно продолжалась с границы сечения в само сечение. Поэтому справедливо

утверждение.

Теорема 3. Пусть D — ограниченная область со связной границей класса C1, Γ — росток

порождающего многообразия в D, функция f ∈ C(∂D) обладает обобщенным свойством

Морера при k 6 3 вдоль всех комплексных прямых из LΓ , и в связных компонентах пере-

сечения D ∩ lz,b функция
1

t̄
голоморфно продолжается в эту компоненту. Тогда функция f

голоморфно продолжается в D.

Обсудим вопрос: какие области на комплексной плоскости обладают таким свойством

(кроме кругов).
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Пример 4. Рассмотрим на комплексной плоскости C открытое множество

{t ∈ C : R|t|k+1 < |P (t)|}, 0 < R <∞, (4.2)

где P (t) — полином степени k и P (0) 6= 0.

Очевидно, что это множество ограничено и содержит окрестность нуля. Обозначим его

связную компоненту, содержащую 0, через G.

По теореме Сарда для почти всех R, 0 < R <∞, граница G состоит из конечного числа

гладких кривых.

При достаточно малых R область G получается из некоторой области, из которой вы-

брошены окрестности нуля полинома P .

При R достаточно больших G является односвязной окрестностью нуля.

Рассмотрим границу G:

S = {t ∈ C : R|t|k+1 = |P (t)|} = {t ∈ C : R2tk+1t̄k+1 = P (t)P (t)}.

Обозначим w =
1

t̄
. Тогда на S имеем равенство:

R2tk+1

wk+1
= P (t)P̃

( 1

w

)

,

где P̃ (t) =

k
∑

j=0

ājt
j , если P (t) =

k
∑

j=0

ajt
j. Поэтому

P (t) = P̃ (t̄) = P̃
( 1

w

)

=
1

wk
P s(w),

где P s(w) =

k
∑

j=0

ājw
k−j.

Тогда на S получим равенство

R2tk+1

wk+1
= P (t)P s(w)

1

wk
.

Отсюда

R2tk+1 = P (t)wP s(w),

т. е.

wP s(w) =
R2tk+1

P (t)
. (4.3)

Из вида G также получаем, что в G

R|t|k+1

|P (t)| < 1. (4.4)

Рассмотрим функцию ζ = ϕ(w) = wP s(w), тогда ϕ′(0) = P s(0) 6= 0, так как многочлен

P имеет степень k. Поэтому функция ϕ конформно отображает некоторую окрестность нуля

Uw на окрестность нуля Vζ . Поэтому существует обратная функция w = ϕ−1(ζ) : Vζ → Uw.

Из равенства (4.3) тогда имеем, что

w = ϕ−1

(

R2tk+1

P (t)

)

на S.
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Поскольку в силу неравенства (4.4)

R

∣

∣

∣

∣

Rtk+1

P (t)

∣

∣

∣

∣

< R в G,

то для достаточно малых R точка
R2tk+1

P (t)
лежит в Uw и знаменатель P (t) 6= 0 в G. Поэтому

функция w = ϕ−1

(

R2tk+1

P (t)

)

голоморфна в G. Так что w =
1

t̄
голоморфно продолжается в

G. Таким образом, справедливо утверждение.

Лемма 6. Для области G вида (4.2) при достаточно малых R функция
1

t̄
голоморфно про-

должается с границы ∂G в G.

Рассмотрим сдвинутую область

Ga = {t ∈ C : R|t+ a|k+1 < |P1(t)|}, (4.5)

где P1(t) = P (t+ a). Тогда на Sa = ∂Ga имеем равенство

R2(t+ a)k+1(t̄ + ā)k+1 = P1(t)P1(t),

и если t̄ =
1

w
, то

R2(t+ a)k+1(1 + āw)k+1 = P1(t)wP
s
1 (w).

Функция ζ = ψ(w) =
wP s

1 (w)

(1 + āw)k+1
отображает конформно окрестность нуля Uw

на окрестность нуля Vζ , поэтому как и выше функция

w = ψ−1(ζ) = ψ−1

(

R2(t + a)k+1

P1(t)

)

голоморфно продолжается в Ga для достаточно малых R.

Лемма 7. Для области Ga вида (4.5) при достаточно малых R функция 1/t̄ голоморфно

продолжается с границы ∂G в G.

Легко привести примеры областей на комплексной плоскости, для которых лемма 4 не

выполняется.

Пример 5. Одной из таких областей является обычный эллипс

G =

{

t = x+ iy ∈ C :
x2

a2
+
y2

b2
< 1

}

, a, b > 0, a 6= b.

Нетрудно показать, что из уравнения границы эллипса получаем равенство

w =
1

t̄
=
t(a2 + b2)± 2ab

√
z2 − a2 + b2

4a2b2 − z2(b2 − a2)
.

Данная функция имеет две особые точки (точки ветвления) в эллипсе G и 2 полюса вне Ḡ.

Более того
1

2πi

∫

∂G

dt

t̄
= −

∣

∣

∣

∣

a− b

a+ b

∣

∣

∣

∣

6= 0.
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Рассмотрим область в Cn вида

D = {z ∈ C
n : R|z|k+1 < |P (z)|}, 0 < R <∞, (4.6)

где P (z) — полином степени k и P (0) 6= 0.
Ясно, что эта область ограничена и содержит окрестность нуля и для почти всех R

граница D является гладкой.

Сечения этой области комплексными прямыми l = {ζ : ζ1 = b1t, . . . , ζn = bnt} образуют

области вида (4.2), а сечения области (4.6) прямыми

l = {ζ : ζ1 = z1 + b1t, . . . , ζn = zn + bnt}

можно привести к областям вида (4.5), поэтому из теоремы 3 и лемм 6 и 7 получаем

утверждение.

Следствие 1. Пусть Γ — росток порождающего многообразия в области D вида (4.6) (R
достаточно малое), 0 ∈ Γ, функция f ∈ C(∂D) обладает обобщенным свойством Морера

вдоль почти всех комплексных прямых l ∈ LΓ, тогда существует функция Mf ∈ C(D),
голоморфная в D и совпадающая с функцией f на границе ∂D.
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