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ПОРЯДКА МЕТОДОМ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ РАССЕЯНИЯ

В данной работе показано, что уравнение Кортевега–де Фриза отрицательного порядка может быть
решено методом обратной задачи рассеяния. Определена эволюция спектральных данных оператора
Штурма–Лиувилля с потенциалом, связанным с решением уравнения Кортевега–де Фриза отрица-
тельного порядка. Полученные результаты позволяют применить метод обратной задачи рассеяния
для решения рассматриваемой задачи.
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Введение

В 1967 г. американские ученые Гарднер, Грин, Крускал и Миура [1] предложили метод
обратной задачи рассеяния (МОЗР) для уравнения Штурма–Лиувилля как метод решения
задачи Коши для уравнения Кортевега–де Фриза (КдФ)

ut − 6uux + uxxx = 0.

Вскоре после этого Лакс [2] показал общий характер этого метода и нашел способ построе-
ния еще нескольких классов уравнений, которые могут быть решены (МОЗР). Согласно [3]
существуют полиномы Pk (от u и производных u по x) такие, что

HPk = P ′

k+1,

где

H = −
1

2

d3

dx3
+ 2u

d

dx
+ u′,

а штрих означает производную по x. Так, например, P0 = −1
2
, P1 = −1

2
u, P2 =

1
4
uxx −

3
4
u2,

P3 = −1
8
uxxxx +

5
4
uuxx +

5
8
u2
x −

5
4
u3 и т. д. Уравнение

ut = −

p
∑

q=0

cqP
′

q+1

называется общим уравнением КдФ, где c0, c1, . . . , cp — произвольные действительные чис-
ла. В частности, при p = 1, c0 = 0, c1 = 4 получается классическое уравнение КдФ. Ре-
зультаты вышеупомянутых публикаций касались иерархии КдФ положительного порядка.
Однако существует не очень много работ по иерархии КдФ отрицательного порядка.

В работе [4] построено продолжение иерархии уравнения Кортевега—де Фриза (КдФ)
в направлении, соответствующем отрицательным степеням спектрального параметра и вве-
дено определение низших уравнений КдФ. Вероски [5] изучил симметрии и отрицательные
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степени оператора рекурсии, а Лоу [6] представил дополнительные симметрии, основан-
ные на обратимом операторе рекурсии системы КдФ, и, в частности, вывел следующее
уравнение КдФ отрицательного порядка:

ut = 2vvx, vxx + uv = 0 ⇐⇒
(vxx

v

)

t
+ 2vvx = 0.

В работах [7–10] изучены уравнения КдФ отрицательного порядка, их гамильтоновы струк-
туры, пары Лакса, законы сохранения и явные многосолитонные и многокинковые волно-
вые решения методом преобразования Бэклунда. Иерархия модифицированного уравнения
КдФ отрицательного порядка описана в работах [11–13]. Связь между модифицированным
уравнением Кортевега–де Фриза с номером −1 в иерархии и известными интегрируемы-
ми системами представлена в работе [14]. В работе [15] с помощью оператора рекурсии
построена иерархия интегрируемых уравнений Бюргерса отрицательного порядка.

Задача Коши для уравнения КдФ отрицательного порядка методом задачи Римана–
Гильберта была решена в работе [16]. Исследованию комплексных солитонных решений
уравнения Кортевега–де Фриза отрицательного порядка и модифицированного уравнения
Кортевега–де Фриза отрицательного порядка посвящена работа [17]. Несмотря на суще-
ствование пары Лакса для уравнения КдФ отрицательного порядка, авторам данной работы
неизвестны результаты по применению метода обратной задачи рассеяния для ее реше-
ния. Проблема нахождения решений уравнения КдФ отрицательного порядка с самосогла-
сованным источником в классе периодических функций была рассмотрена в работе [18].
Различные нелинейные эволюционные уравнения с самосогласованными источниками рас-
смотрены в работах [19–24].

Настоящая работа посвящена интегрированию уравнения Кортевега–де Фриза отрица-
тельного порядка в классе «быстроубывающих» функций методом обратной задачи рассея-
ния.

Рассмотрим систему уравнений
{

ut = 2vvx,

vxx = uv, x ∈ R, t ≥ 0,
(0.1)

которая включается в иерархию уравнений КдФ при

P−1 = v2, c−2 = −1, cq = 0, q 6= −2.

Система уравнений (0.1) рассматривается при начальном условии

u|t=0 = u0(x), x ∈ R, (0.2)

где начальная функция u0(x) обладает следующими свойствами.

1.
∫

∞

−∞
(1 + |x|)|u0(x)| dx < ∞.

2. Оператор L0(y) ≡ −y′′ + u0(x)y = λy, x ∈ R1, имеет равно N отрицательных соб-
ственных значений λ1(0), λ2(0), . . . , λN(0).

Предполагается, что функция u(x, t) достаточно быстро стремится к нулю при x → ±∞,
функции u(x, t), v(x, t) обладают требуемой гладкостью и удовлетворяют условиям
∫

∞

−∞

(1 + |x|)|u(x, t)| dx < ∞, v2(x, t) → 1, vx(x, t) → 0, vxx(x, t) → 0 при x → ±∞.

(0.3)
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§ 1. Задача рассеяния

В этом параграфе приведем необходимые сведения о задаче рассеяния для оператора
Штурма–Лиувилля на всей оси [9]. Зависимость функции u(x, t) от t будем опускать. Рас-
смотрим уравнение

Ly ≡ −y′′ + u(x)y = k2y, −∞ < x < ∞, (1.1)

с действительной функцией u(x) (потенциалом) удовлетворяющей условию «быстроубыва-
емости»

∫

∞

−∞

(1 + |x|)|u(x)| dx < ∞. (1.2)

Обозначим через f(x, k) и g(x, k) решения Йоста уравнения (1.1) с асимптотиками

lim
x→−∞

g(x, k)eikx = 1, lim
x→∞

f(x, k)e−ikx = 1, Im k = 0. (1.3)

При условии (1.2) такие решения существуют и определяются асимптотиками (1.3) одно-
значно.

При действительных k пары функций
{

f(x, k), f(x,−k)
}

и
{

g(x, k), g(x,−k)
}

являются
парами линейно независимых решений уравнения (1.1), поэтому:

g(x, k) = −b(−k)f(x, k) + a(k)f(x,−k). (1.4)

По переменной k решении Йоста f(x, k) и g(x, k) аналитически продолжаются в верхнюю
полуплоскость Im k > 0.

Легко заметить, что справедливо следующее равенство:

a(k) = −
1

2ik
W

{

f, g
}

, (1.5)

где W
{

f, g
}

= fg′ − f ′g, кроме того при действительных k

|a(k)|2 = 1 + |b(k)|2.

Функция a(k) аналитически продолжается в полуплоскость Im k > 0 и имеет там конечное
число простых нулей kn = iχn, n = 1, 2, . . . , N , причем λn = −χ2

n — собственное значение
оператора L0.

При Im z > 0 функция a(z) восстанавливается по своим нулям iχn, n = 1, 2, . . . , N ,
посредством формулы

a(z) =
N
∏

j=1

z − iχj

z + iχj

exp

{

−
1

2πi

∫

∞

−∞

ln
(

1− |r+(k)|2
)

k − z
dk

}

,

где r+(k) = b(−k)
a(k)

— заданная на Im k = 0 функция. Согласно (1.4), (1.5) и свойствам
функции a(k) имеем

g(x, iχj) = Bjf(x, iχj), j = 1, 2, . . . , N.

Для решений f(x, k), g(x, k) справедливы представления

f(x, k) = eikx +

∫

∞

x

A+(x, k)eikz dz, g(x, k) = e−ikx +

∫ x

−∞

A−(x, k)e−ikz dz, (1.6)

ядра A+(x, z), A−(x, z) которых — вещественные функции — связаны с потенциалом u(x)
соотношениями

u(x) = −2
d

dx
A+(x, x), u(x) = 2

d

dx
A−(x, x).
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Ядро A+(x, y) в представлении (1.6) является решением интегрального уравнения Гельфан-
да–Левитана–Марченко

Ω+(x+ y) + A+(x, y) +

∫

∞

x

A+(x, z)Ω+(z + y) dz = 0, (y > x),

где

Ω+(x) = −

N
∑

j=1

iBj

da(z)
dz

∣

∣

∣

z=iχj

exp(−χjx)−
1

2π

∫

∞

−∞

r+(k) exp(ikx) dx,

а a(z) — аналитическое продолжение функции a(k) (Im k = 0) в верхнюю полуплос-
кость. Набор

{

r+(k), B1, B2, . . . , BN , χ1, χ2, . . . , χn

}

называется данными рассеяния для за-
дачи (1.1)–(1.2). Прямая задача рассеяния состоит в определении данных рассеяния по
потенциалу u(x), а обратная — в восстановлении по данным рассеяния потенциала u(x)
уравнения (1.1).

Отметим, что функция

hn(x) =

d
dk

(

g(x, k)−Bnf(x, k)
)
∣

∣

k=iχn

da(z)
dt

∣

∣

z=iχn

(1.7)

является решением уравнения Ly = −χ2
ny. Согласно (1.3), (1.5) и (1.7) имеем следующие

асимптотические выражения:

hn(x) ∼ eχnx при x → ∞, (1.8)

hn(x) ∼ −Bne
−χnx при x → −∞. (1.9)

Используя (1.8) и (1.9) получим

W
{

hn(x), f(x, iχn)
}

= −2χn, W
{

hn(x), g(x, iχn)
}

= −2Bnχn, n = 1, 2, . . . , N.

§ 2. Эволюция данных рассеяния

Лемма 2.1. Пусть u(x, t), v(x, t) — решения уравнения (0.1) (t — параметр). Тогда, если

y(x, t) — решение уравнения Штурма–Лиувилля y′′−uy+k2y = 0 с потенциалом u(x, t), то

функция φ = yt +
1

2k2
(v2y′ − vv′y) удовлетворяет тому же уравнению: φ′′ − uφ+ k2φ = 0.

Эта лемма доказывается непосредственной проверкой. Полагая в лемме y = g(x, k, t)
и переходя к пределу при x → −∞, получим

φ(x, k, t) = −
i

2k
g(x, k, t).

Таким образом,

gt = −
1

2k2
(v2gx − vvxg)−

i

2k
g, (2.1)

где g(x, k, t) — решения Йоста уравнения −gxx+(u−k2)g = 0 с асимптотикой (1.3). Переходя
в равенстве (2.1) к пределу при x → +∞, в силу (0.3), (1.3), (1.4) получим

db(−k, t)

dt
= −

i

2k
b(−k, t),

da(k, t)

dt
= 0,

следовательно,
dr+(k, t)

dt
= −

i

k
r+(k, t), Im k = 0. (2.2)
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В общем случае собственные значения оператора L(t)y = −y′′ + u(x, t)y могут зависеть
от времени, поэтому, дифференцируя равенства g(x, kn, t) = Bn(t)f(x, kn, t), n = 1, 2, . . . , N ,
по t, имеем

∂g(x, kn, t)

∂k
+

∂g

∂k

∣

∣

∣

k=kn

dkn

dt
=

dBn

dt
f(x, kn, t) +Bn

∂f(x, kn, t)

∂t
+Bn

∂f

∂k

∣

∣

∣

k=kn

dkn

dt
,

т. е. согласно (1.7)

∂g(x, iχn, t)

∂t
=

dBn

dt
f(x, iχn, t) +Bn

∂f(x, iχn, t)

∂t
− i

dχn

dt
ȧ(iχn)hn(x, t). (2.3)

Аналогично непрерывному спектру, в случае дискретного спектра будем искать систему
совместности в виде:

−gxx(x, iχn, t) + u(x, t)g(x, iχn, t) = −χ2
ng(x, iχn, t),

∂g(x, iχn, t)

∂t
=

1

2χ2
n

(

v2
∂g(x, iχn, t)

∂x
− vvxg(x, iχn, t)

)

−
1

2χn

g(x, iχn, t).

В силу (2.3) вторая система совместности имеет вид:

dBn

dt
f(x, iχn, t) +Bn

∂f(x, iχn, t)

∂t
− i

dχn

dt
ȧ(iχn)hn(x, t) =

=
Bn

2χ2
n

(

v2
∂f(x, iχn, t)

∂x
− vvxf(x, iχn, t)

)

−
1

2χn

Bnf(x, iχn, t).

Переходя в этом равенстве к пределу при x → ∞ и используя асимптотики для f(x, iχn, t),
hn(x, t), v(x, t), получим:

dBn

dt
e−χnt − i

dχn

dt
ȧ(iχn)e

χnx =
1

2χ2
n

Bn(−χn)e
−χnx −

1

2χn

Bne
−χnx,

следовательно,

dBn(t)

dt
= −

Bn(t)

χn(t)
, (2.4)

i
dχn

dt
ȧ(iχn) = 0, n = 1, 2, . . . , N. (2.5)

Таким образом, равенства (2.2), (2.4) и (2.5) можно объединить в следующую теорему.

Теорема 2.1. Если потенциал оператора L(t) = − d2

dx2 + u(x, t) является решением зада-

чи (0.1)–(0.2) в классе функций удовлетворяющих условиям (0.3), то данные рассеяния опе-

ратора L(t) меняются по t следующим образом:

dr+(k, t)

dt
= −

i

k
r+(k, t), Im k = 0,

dBn(t)

dt
= −

Bn(t)

χn(t)
,

dχn(t)

dt
= 0, n = 1, 2, . . . , N.

Отметим, что для классического уравнения КдФ этот результат был получен в работе [1].
Полученные равенства полностью определяют эволюцию данных рассеяния, что позволяет
применить метод обратной задачи решения задачи (0.1)–(0.3).
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1. Решается прямая задача для оператора L(0), а именно, находятся данные рассея-
ния

{

r+(k, 0), χ1(0), χ2(0), . . . , χN(0), B1(0), B2(0), . . . , BN(0)
}

для оператора L(0) =

= − d2

dx2 + u0(x).

2. С помощью применения теоремы 2.1 по начальным данным рассеяния восстанавлива-
ются данные рассеяния в момент времени t, т. е. определяются

{

r+(k, t), χ1(t), χ2(t), . . .
. . . , χN(t), B1(t), B2(t), . . . , BN(t)

}

.

3. С помощью решения обратной задачи для оператора L(t) по данным рассеяния
{

r+(k, t), χ1(t), χ2(t), . . . , χN(t), B1(t), B2(t), . . . , BN(t)
}

восстанавливается потенци-
ал u(x, t).

4. Из первого равенства (0.1) и условий (0.3) определяется v(x, t).

Пример 2.1. Пусть

u(x, 0) = −
2

ch2 x
.

Решая прямую задачу для уравнения

−y′′ −
2

ch2 x
y = k2y,

находим решения Йоста

f(x, k) =
ik − th x

ik − 1
eikx, g(x, k) =

ik + th x

ik − 1
e−ikx.

Согласно равенствам (1.6) и (1.7), получим

a(k) = −
1

2ik
W

{

f(x, k)g(x, k)
}

=
k − i

k + i
, b(k) = 0.

Так как функция a(k) имеет единственный ноль k = i, то χ1 = 1. Поэтому

B1 =
g(x, i)

f(x, i)
= 1.

Таким образом,

N = 1, r+(k, 0) =
b(−k, 0)

a(k, 0)
= 0, B1(0) = 1, χ1(0) = 1.

Применяя теорема 2.1, получим

r+(k, t) = 0, Bn(t) = e−t, χn = 1.

Решая обратную задачу, находим

u(x, t) = −
2

ch2
(

x+ t
2

) .

Следовательно, из равенств (0.1) найдем v(x, t):

v(x, t) = th

(

x+
t

2

)

.
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Рис. 1. Графики функций u(x, t) и v(x, t)

Отметим, что решение классического уравнения КдФ

ut − 6uux + uxxx = 0,

при начальном условии u0(x) = − 2
ch2 x

имеет вид

u(x, t) = −
2

ch2(x− 4t)
.
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In this paper, we consider the integration of the negative order Korteweg–de Vries equation by the inverse
scattering method. The evolution of the spectral data of the Sturm–Liouville operator with a potential
associated with the solution of the negative order Korteweg–de Vries equation is determined. The obtained
results make it possible to apply the method of inverse scattering problem to solve the negative order
Korteweg–de Vries equation in the class of rapidly decreasing functions.
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