
ÂÅÑÒÍÈÊ ÓÄÌÓ�ÒÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 3ÓÄÊ 517.98© À.Ï. Êàðïîâà, Þ.È. ÑàïðîíîâÏ�ÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÀÌÏËÈÒÓÄ ÖÈÊËÎÂ,ÁÈÔÓ�ÖÈ�ÓÞÙÈÕ Ï�È ÍÀËÈ×ÈÈ �ÅÇÎÍÀÍÑÎÂÄëÿ êëàññà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé óïðóãîé áàëêè íà óïðóãîìîñíîâàíèè, àâòîíîìíûå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñèñòåìû ãèäðîäèíàìè-÷åñêîãî òèïà è äð., èçëîæåíà ïðîöåäóðà ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ àìïëèòóä ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé,áè�óðöèðóþùèõ èç òî÷åê ïîêîÿ ïðè íàëè÷èè ðåçîíàíñîâ. Ìåòîäîëîãè÷åñêàÿ îñíîâà ïðîöåäóðû � ìå-òîä Ëÿïóíîâà�Øìèäòà, ðàññìîòðåííûé â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè ãëàäêèõ SO(2) -ýêâèâàðèàíòíûõ �ðåä-ãîëüìîâûõ óðàâíåíèé (â áåñêîíå÷íîìåðíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ). Ìàòåðèàë ñòàòüè ðàçâèâàåò èäîïîëíÿåò áîëåå ðàííèå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé Á.Ì. Äàðèíñêîãî, Þ.È. Ñàïðîíîâà è Â.À. Ñìîëüÿ-íîâà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: öèêë, ðåçîíàíñ, áè�óðêàöèÿ, ìåòîä Ëÿïóíîâà�Øìèäòà, êðóãîâàÿ ñèììåòðèÿ.Ââåäåíèå�àçðàáîòêå è àïðîáàöèè ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ çàðîæäåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ âîëí, âèõðåâûõñòðóêòóð è öèêëîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âáëèçè ñëîæíîãî �îêóñà ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëîðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [1�4℄ è ëèòåðàòóðó â ýòèõ èñòî÷íèêàõ). Â äàííîé ñòàòüå èçëîæåíà ïðî-öåäóðà ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ è àíàëèçà âåòâëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðàçâèâàþùàÿ è äîïîëíÿþùàÿ âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû, îïóáëèêîâàííûåâ [5, 6℄.Îñíîâó ïðåäëàãàåìîé âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû ñîñòàâëÿåò òåîðèÿ ãëàäêèõ SO(2) -ýêâè-âàðèàòíûõ �ðåäãîëüìîâûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ýòà ïðîöåäóðà ïðîøëààïðîáàöèþ íà çàäà÷àõ î ïåðèîäè÷åñêèõ è âîëíîâûõ äâèæåíèÿõ óïðóãîé áàëêè íà óïðóãîì îñíî-âàíèè, î ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òèïà Ñ.Ë. Ñîáîëåâà, óðàâíåíèé ãèä-ðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà è áîëåå îáùèõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé. Çäåñü ìû êîñíåìñÿ íåêîòîðûõ èç ïåðå÷èñëåííûõ óðàâíåíèé ëèøü ñ öåëüþ èëëþ-ñòðàöèè. Ïîäðîáíîìó èçëîæåíèþ ðåçóëüòàòîâ àïðîáàöèè áóäóò ïîñâÿùåíû îòäåëüíûå ñòàòüè.Â ñòàòüå èñïîëüçîâàí îïåðàòîðíûé ïîäõîä: óðàâíåíèå äèíàìèêè òðàêòóåòñÿ êàê îïåðàòîð-íîå óðàâíåíèå â òðîéêå ïîñëåäîâàòåëüíî âëîæåííûõ �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. �àçóìååò-ñÿ, ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò òðîéêè ïðîñòðàíñòâ, òàê êàê äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü ïàðó íèêàêíå ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ èëè ïàðó ãëàäêèõ áàíàõîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñ�ðåäãîëüìîâûìè ñòðóêòóðàìè è ò. ä. Íî òîãäà íóæíî çàäàòü è ñîãëàñîâàòü îòäåëüíûå äåéñòâèÿ(íåëèíåéíûå) îêðóæíîñòè íà íèõ, ÷òî ñðàçó âíåñåò â ñõåìó íååñòåñòâåííîñòü (ñ òî÷êè çðåíèÿïðèëîæåíèé). Òðîéêà æå ïðîñòðàíñòâ ïîçâîëÿåò îäíîâðåìåííî ðàññìàòðèâàòü êðóãîâóþ ñèì-ìåòðèþ è ñïåêòðàëüíîå ñòðîåíèå ëèíåéíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (ïðè âûäåëåíèè ìîä áè�óðêàöèè).Ïðåäëîæåííàÿ �óíêöèîíàëüíî�àíàëèòè÷åñêàÿ ñõåìà äîñòàòî÷íî ïðîñòà, åñòåñòâåííà è ìàê-ñèìàëüíî ïðèáëèæåíà ê ðàññìîòðåííûì çàäà÷àì. Âñå ñ�îðìóëèðîâàííûå â ñòàòüå óñëîâèÿ èïðåäïîëîæåíèÿ ðåàëèçóþòñÿ â çàäà÷àõ íåëèíåéíîé äèíàìèêè. Îäíà èç öåëåé ñòàòüè � äåìîí-ñòðàöèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî åäèíñòâà (â äóõå [7,8℄) ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷ íåëèíåéíîé äèíàìèêè �äîñòèãíóòà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìèíèìàëüíîãî îáúåìà ñðåäñòâ �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.�èëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H â ïðèìåðàõ � ïðîñòðàíñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé êëàññà
L2 (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå � èíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ �óíêöèé ïî îòðåçêó äëèíû, ðàâ-íîé ïåðèîäó). Ýòî ïðîñòðàíñòâî äîïóñêàåò åñòåñòâåííóþ �èëüòðàöèþ êîíå÷íîìåðíûìè ïîä-ïðîñòðàíñòâàìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, íà êîòîðûõ äåéñòâèå îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿãëàäêèì è îðòîãîíàëüíûì (â èíäóöèðîâàííîé èç H åâêëèäîâîé ñòðóêòóðå).



Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå àìïëèòóä 13ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 3Òàêèì îáðàçîì, îïèñàííàÿ ñõåìà äàåò îñíîâó äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî áè�óðêàöèîííîãî àíà-ëèçà, îíà ïîçâîëÿåò ðåøàòü è çàäà÷ó äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.Íèæå èñïîëüçîâàíî óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà áàçèñà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé (ìîä áè�óðêàöèé).Ýòî óñëîâèå ÷àñòî âûïîëíÿåòñÿ â êðàåâûõ çàäà÷àõ. Çàâèñèìîñòü æå áàçèñà ñîáñòâåííûõ �óíê-öèé îò ïàðàìåòðà � ìàëîèíòåðåñíîå îáîáùåíèå. Îäíàêî ñóùåñòâóþò çàäà÷è, â êîòîðûõ äåé-ñòâèòåëüíî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðåíèÿ ïåðåìåííîãî áàçèñà èç íåñîáñòâåííûõ �óíê-öèé, òàê êàê èç ñîáñòâåííûõ ýòî ñäåëàòü íåëüçÿ [9℄. Â ñòàòüå òàêèå ñëó÷àè íå çàòðàãèâàþòñÿ.Êîíå÷íî, åñòü è äðóãèå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷ öèêëîãåíåçà. Íàïðèìåð, øèðîêî èçâå-ñòåí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà òåîðåìå î öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè è òåîðèè ëîêàëüíûõ íîð-ìàëüíûõ �îðì äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [3℄. Íî ìíîãèå èç èçâåñòíûõ ïîäõîäîâ èñïûòûâàþò ñóùå-ñòâåííûå çàòðóäíåíèÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ñëîæíûõ �îêóñîâ ñ ñèëüíûìè ðåçîíàíñàìè. Êàæäûé,êòî ïðîáîâàë ïðèìåíÿòü òàêèå ïîäõîäû â ÷èñëåííîì àíàëèçå êîíêðåòíûõ ñèñòåì, çíàåò î ñó-ùåñòâóþùèõ çäåñü òðóäíîñòÿõ (ìîæíî ñîñëàòüñÿ ïî ýòîìó ïîâîäó íà èçâåñòíûå âûñêàçûâàíèÿÍ.Í. Ìîèñååâà â ïîñëåñëîâèè ê [4℄). Ïëàòà çà óñïåøíóþ ðàáîòó àëãîðèòìîâ, ñîçäàííûõ íà áàçåèçëîæåííîé çäåñü ñõåìû, � íåïîëó÷åíèå èí�îðìàöèè î ëîêàëüíîì �àçîâîì ïîðòðåòå. Îäíàêîåñòü ñîîáðàæåíèÿ è íà ýòîò ñ÷åò: îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïî ãëàâíîé ÷àñòè êëþ÷åâîãî îòîáðàæåíèÿêëàññè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæíî îïðåäåëÿòü ãëàâíóþ ÷àñòü íîðìàëèçîâàííîé äè-íàìè÷åñêîé ñèñòåìû (ïîêà íå îïóáëèêîâàíî).� 1. Ôðåäãîëüìîâû óðàâíåíèÿ ñ êðóãîâîé ñèììåòðèåéÂîïðîñàì àíàëèçà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ãðóïïîâîé ñèììåòðèåé ïîñâÿùåíà îá-øèðíàÿ ëèòåðàòóðà (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðà�èè è ñòàòüè Ë.Â. Îâñÿííèêîâà, Í.Õ. Èáðàãèìîâà,Ï. Îëâåðà, À.Ì. Âèíîãðàäîâà ñ ñîàâòîðàìè, Â.Ô. Çàéöåâà, À.Ò. Ôîìåíêî, Â.À. Òðåíîãèíà,Á.Â. Ëîãèíîâà è äð. [10�13℄). �ÿä àñïåêòîâ òåîðèè âàðèàöèîííûõ è îáùèõ îïåðàòîðíûõ óðàâ-íåíèé ñ ãðóïïîâîé ñèììåòðèåé ðàçâèâàëñÿ ïðè íåïîñðåäñòâåííîì âîçäåéñòâèè ýêâèâàðèàíòíîéòåîðèè Ìîðñà (À.Ò. Ôîìåíêî, Â.Â. Øàðêî è äð.) è òåîðèè âåòâëåíèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ýê-âèâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé (J. E. Marsden, Í.À. Áîáûëåâ, Á.Â. Ëîãèíîâ, Â.À. Òðåíîãèí, Ç.È. Áà-ëàíîâ è äð.). Óðàâíåíèÿ ñ êðóãîâîé, áèêðóãîâîé è ïîëèêðóãîâîé ñèììåòðèÿìè èçó÷àëèñü âðàáîòàõ Á.Â. Ëîãèíîâà, Â. �. Çâÿãèíà, Â. Êðàâöåâè÷à, Þ.È. Ñàïðîíîâà, Â.À. Ñìîëüÿíîâà,À.Â. �íåçäèëîâà è äð.Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ñòàòüè äîïóñêàåò àáñòðàêòíóþ �îðìóëèðîâêó â òåðìèíàõ �ðåä-ãîëüìîâà óðàâíåíèÿ [7℄ ñî ñëàáîé êðóãîâîé ñèììåòðèåé, ðàññìîòðåííîãî âáëèçè ïîðîæäàþùåéîñîáîé òî÷êè ñ ÷åòûðåõìåðíûì âûðîæäåíèåì.Ïóñòü çàäàíû áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà E, F è ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H òàêèå, ÷òî
E ⊂ F ⊂ H è ýòè âëîæåíèÿ íåïðåðûâíû. È ïóñòü çàäàíî ñåìåéñòâî �ðåäãîëüìîâûõ îòîáðàæå-íèé íóëåâîãî èíäåêñà f : E × R

m → F, ãëàäêîå ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, ïðåäñòàâëåííîåâ âèäå
A(ε)x+ B(x, x, ε) + C(x, x, x, ε) + o(‖x‖3

E),ãäå A(ε) � ãëàäêîå ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ �ðåäãîëüìîâûõ îïåðàòîðîâ íóëåâîãî èíäåêñà, B, C �êâàäðàòè÷íûé è êóáè÷åñêèé îïåðàòîðû.Ïóñòü, äàëåå, çà�èêñèðîâàí ñëàáî ãëàäêèé ãîìîìîð�èçì T : SO(2) −→ O(H) � èç ãðóïïû
SO(2) â ãðóïïó îðòîãîíàëüíûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà H (åãî íåïðåðûâíîñòüíå ïðåäïîëàãàåòñÿ)1 . �îìîìîð�èçì T çàäàåò îðòîãîíàëüíîå äåéñòâèå íà ïðîñòðàíñòâå H :

G×H −→ H, (g, x) 7−→ y = Tg(x) ∀(g, x) ∈ G×H.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî E è F èíâàðèàíòíû, à f ýêâèâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äàííîãî äåéñòâèÿ:
Tg(E) ⊂ E, Tg(F ) ⊂ F, f(Tg(·), ε) = Tg(f(·, ε)) ∀g ∈ SO(2), ε ∈ R

m.1Ñëàáàÿ ãëàäêîñòü îçíà÷àåò, ÷òî èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèå SO(2) íà ëþáîì êîíå÷íîìåðíîì èíâàðèàíòíîìïîäïðîñòðàíñòâå N ⊂ H ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì.



14 À.Ï. Êàðïîâà, Þ.È. ÑàïðîíîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 3Èç ýêâèâàðèàíòíîñòè f ñëåäóåò ýêâèâàðèàíòíîñòü åãî ïðîèçâîäíîé (â íóëå) A(ε) = ∂f
∂x

(0, ε) èèíâàðèàíòíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà N := KerA(0).Ïóñòü E = N⊕R∗, F = N⊕R, dimN = 4, A(ε)(N) ⊂ N, A(ε)(R∗) ⊂ R. Ïðåäïîëîæèìòàêæå, ÷òî â N ñóùåñòâóåò áàçèñ {e1, e2, e3, e4} (íå çàâèñÿùèé îò ε ), â êîòîðîì ìàòðèöà A4(ε)îïåðàòîðà A4(ε) := A(ε)
∣∣∣
N

èìååò ñëåäóþùèé âèä:



α1(ε) −β1(ε) 0 0
β1(ε) α1(ε) 0 0

0 0 α2(ε) −β2(ε)
0 0 β2(ε) α2(ε)


 .Î÷åâèäíî, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A4(ε) ñóòü ñëåäóþùèå êîìïëåêñíûå ÷èñëà:

λ1 = α1(ε) ± ıβ1(ε); λ2 = α2(ε) ± ıβ2(ε). Â ïðèëîæåíèÿõ òðåáóåòñÿ, êàê ïðàâèëî, âûïîëíå-íèå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè â íóëå îòîáðàæåíèÿ
ε 7−→

(
α1(ε), β1(ε), α2(ε), β2(ε)

)⊤

, (1)îçíà÷àþùåãî, ÷òî ðàíã ìàòðèöû ßêîáè â íóëå (ýòîãî îòîáðàæåíèÿ) ðàâåí ÷åòûðåì. Èç óñëîâèÿðåãóëÿðíîñòè âûòåêàåò m > 4.Ïóñòü P : E −→ N, Q = I − P � îðòîïðîåêòîðû (â H ). Ñëåäóÿ ìåòîäó Ëÿïóíîâà�Øìèäòà [13, 14℄, çàïèøåì èñõîäíîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå f(x, ε) = 0 â âèäå ñèñòåìû äâóõóðàâíåíèé {
f(4)(u+ v, ε) = 0,

f(∞−4)(u+ v, ε) = 0,ãäå u = Px, v = Qx, f(4)(x, ε) := Pf(x, ε), f(∞−4)(x, ε) := Qf(x, ε). Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿýòîé ñèñòåìû ïîëó÷àåì, â ñèëó òåîðåìû î íåÿâíîé �óíêöèè, âûðàæåíèå v = Φ̃(u, ε) = Φ(ξ, ε),
ξ = û. 2 Îòîáðàæåíèå Φ íàçûâàåòñÿ ðåäóöèðóþùèì.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå:
Φ(ξ, ε) = o(|ξ|). Ñëåäîâàòåëüíî,

Φ(ξ, ε) = Φ(2)(ξ, ε) + o(|ξ|2), (2)ãäå
Φ(2)(ξ, ε) =

∑

|k|=2

Φkξ
k, k = (k1, k2, k3, k4),

Φkξ
k := Φk1k2k3k4

ξk1

1 ξk2

2 ξ
k3

3 ξ
k4

4 , |k| = k1 + k2 + k3 + k4, kj ∈ Z+.Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî
Φ(2)(ξ, ε) = −A −1 B(∞−4)(u, u, ε), A := A

∣∣∣∣
N⊥

, B(∞−4) := QB, (3)
u :=

4∑
j=1

ξj ej . Ïåðåéä¼ì ê êëþ÷åâîìó óðàâíåíèþ
Θ(ξ, ε) := Θ(1)(ξ, ε) + Θ(2)(ξ, ε) + Θ(3)(ξ, ε) + o(|ξ|3) = 0,ãäå

Θ(ξ, ε) = f(4)




n∑

j=1

ξjej + Φ(ξ, ε), ε


 . (4)2Ñèìâîëîì b îáîçíà÷àåòñÿ ¾ñíÿòèå¿ êîîðäèíàò ñ âåêòîðà u ∈ N.
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f(4)(x, ε) = A(4)(ε)x+ B(4)(x, x, ε) + C(4)(x, x, x, ε) + . . . ,

B(4) := PB, C(4) := PC,òî
Θ(ξ, ε) = f(4)(u+ Φ(2)(ξ, ε) + . . . , ε) =

= A(4)u+ B(4)(u, u, ε) + 2B(4)(u,Φ
(2)(ξ, ε), ε)) + C(4)(u, u, u, ε) + o(|ξ|)3. (5)Â ÷àñòíîñòè,

Θ(1)(ξ, ε) = A(4)(ε)û.Çàìå÷àíèå 1. Ôîðìóëû (2)�(5) äàþò êîíñòðóêòèâíóþ îñíîâó äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ �îðìóëçàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòîâ ãëàâíîé ÷àñòè êëþ÷åâîãî óðàâíåíèÿ îò èñõîäíûõ äàííûõ.� 2. Àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå â R
4 ñ êðóãîâîé ñèììåòðèåé è ðåçîíàíñíûìâûðîæäåíèåì òèïà 1:2Ïóñòü çàäàíî àëãåáðàè÷åñêîå îòîáðàæåíèå Θ : R

4 −→ R
4 :

Θ(ξ) = (Θ1(ξ),Θ2(ξ),Θ3(ξ),Θ4(ξ))
⊤ ,ãäå

Θj(ξ) =
∑

k

α
j
kξ

k, k = (k1, k2, k3, k4), |k| < 4,è ïóñòü ýòî îòîáðàæåíèå ýêâèâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîãî äåéñòâèÿ îêðóæíîñòè(ãðóïïû SO(2) ) íà R
4, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçîíàíñó òðåòüåãî ïîðÿäêà: åñëè îòîæäåñòâèòüâåêòîð ξ ∈ R

4 ñ êîìïëåêñíûì âåêòîðîì z = (z1, z2)
⊤ ∈ C

2, z1 = ξ1 + iξ2, z2 = ξ3 + iξ4, òîäåéñòâèå çàäàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì
T : {exp(iϕ), z} 7−→ (exp(iϕ)z1, exp(2iϕ)z2)

⊤. (6)Ýêâèâàðèàíòíîñòü îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ
Θ(Tϕ(ξ)) = Tϕ(Θ(ξ)) ∀{ξ, ϕ}. (7)Ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ðåøåíèé äàííîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð îäíîìåðíûõ ïîä-ìíîãîîáðàçèé (îðáèò äåéñòâèÿ (6), ñì. [12℄), äè��åîìîð�íûõ îêðóæíîñòè. Ïóñòü òåïåðü

z1 = ξ1 + ıξ2, z2 = ξ1 − ıξ2, z3 = ξ3 + ıξ4, z4 = ξ3 − ıξ4, z = (z1, z2, z3, z4)
⊤,

Tϕ(z) =
(
eıϕz1, e

−ıϕz2, e
2ıϕz3, e

−2ıϕz4
)⊤
.Ïîëîæèâ Υ(z) = Θ(ξ), ìû ñìîæåì çàïèñàòü (7) â âèäå

TϕΥ(z) = Υ(Tϕ(z1, z3),T−ϕ(z2, z4)). (8)Çäåñü Υ(z) =
∑
k

γk z
k =

∑
k

γk z
k1

1 z
k2

2 zk3

3 zk4

4 , γk =
(
γ1

k , γ
2
k , γ

3
k , γ

4
k

)⊤
, k := (k1, k2, k3, k4),

TϕΥ(z) =
∑

k

Tϕ(γk)z
k1

1 zk2

2 zk3

3 z
k4

4 =
∑

k




eıϕγ1
k

e−ıϕγ2
k

e2ıϕγ3
k

e−2ıϕγ4
k


 zk1

1 z
k2

2 zk3

3 zk4

4 ,

Υ(Tϕ(z)) =
∑

k

γke
ıϕ((k1−k2)+2(k3−k4))zk1

1 z
k2

2 zk3

3 zk4

4 =
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=

∑

k

γke
ıϕ((k1−k2)+2(k3−k4))zk1

1 zk2

2 zk3

3 zk4

4 .�àâåíñòâî (8) îçíà÷àåò, ÷òî êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ìîíîìàõ ñîâïàäàþò:



eıϕγ1
k

e−ıϕγ2
k

e2ıϕγ3
k

e−2ıϕγ4
k


 =




γ1
k

γ2
k

γ3
k

γ4
k


 eıϕ((k1−k2)+2(k3−k4))zk1

1 zk2

2 zk3

3 z
k4

4 .Îáðàòèìñÿ ê òåéëîðîâñêîìó ðàçëîæåíèþ
Θ(ξ) = Θ(1)(ξ) + Θ(2)(ξ) + Θ(3)(ξ) + . . . ,ãäå Θ(1)(ξ), Θ(2)(ξ) è Θ(3)(ξ) � ëèíåéíàÿ, êâàäðàòè÷íàÿ è êóáè÷åñêàÿ ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ.Ñëàãàåìîå Θ(κ)(ξ) ñîñòîèò èç ìîíîìîâ ξk ïîðÿäêà κ := k1 + k2 + k3 + k4.Èñïîëüçóÿ ¾ïðàâèëî ñðàâíåíèÿ ðàâíûõ ïîëèíîìîâ¿ (ñì. (8)), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåð-æäåíèå.Òåîðåìà 1. Äëÿ ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ Θ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ êðóãîâîé ñèììåò-ðèè (7), èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:




α1 −β1 0 0
β1 α1 0 0
0 0 α2 −β2

0 0 β2 α2







ξ1
ξ2
ξ3
ξ4


 +

+




a1 −b1 0 0
b1 a1 0 0
0 0 a2 −b2
0 0 b2 a2







ξ1ξ3 + ξ2ξ4
ξ1ξ4 − ξ2ξ3
ξ21 − ξ22
2ξ1ξ2


 +

+




c1I1 + d1I2 −c2I1 − d2I2 0 0
c2I1 + d2I2 c1I1 + d1I2 0 0

0 0 c3I1 + d3I2 −c4I1 − d4I2

0 0 c4I1 + d4I2 c3I1 + d3I2







ξ1
ξ2
ξ3
ξ4


+

+O(|ξ|4) = 0.Êîý��èöèåíòû αi, βi, ai, bi, ci, di â ïðåäñòàâëåíèè îòîáðàæåíèÿ Θ, óêàçàííîì â òåîðåìå,ÿâíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ¾îïåðàòîðíûå êîý��èöèåíòû¿ f(x, ε). Çäåñü è íèæå I1 = ξ21 + ξ22 =
|z1|2, I2 = ξ23 + ξ24 = |z3|2, I3 = (ξ21 − ξ22)ξ3 + 2ξ1ξ2ξ4, I4 = −(ξ21 − ξ22)ξ4 + 2ξ1ξ2ξ3 � ñèñòåìàîáðàçóþùèõ èíâàðèàíòîâ.� 3. Ïåðåõîä ê ïðèâåäåííîìó óðàâíåíèþÓðàâíåíèå Θ(ξ) = 0 ìîæíî çàìåíèòü óðàâíåíèåì

Θ̃(ξ) :=
(
Θ̃1(ξ), Θ̃2(ξ), Θ̃3(ξ), Θ̃4(ξ)

)⊤
= 0,â êîòîðîì êîìïîíåíòû Θ̃j ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëåäóþùèå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ: Θ̃1(ξ) :=

(Θ(ξ), z1) , Θ̃2(ξ) := (Θ(ξ), iz1) , Θ̃3(ξ) := (Θ(ξ), z2) , Θ̃4(ξ) := (Θ(ξ), iz2) , ãäå z1 := (ξ1, ξ2, 0, 0)
⊤,

iz1 := (−ξ2, ξ1, 0, 0)⊤, z2 := (0, 0, ξ3, ξ4)
⊤, iz2 := (0, 0,−ξ4, ξ3)⊤. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî �óíêöèè

Θ̃k ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè. Áîëåå òîãî, äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ:
Θ̃1(ξ) = a1I3 − b1I4 + (α1 + c1I1 + d1I2)I1 + o(|ξ|4),
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Θ̃2(ξ) = b1I3 + a1I4 + (β1 + c2I1 + d2I2) I1 + o(|ξ|4),

Θ̃3(ξ) = a2I3 − b2I4 + (α2 + c3I1 + d3I2)I2 + o(|ξ|4),

Θ̃4(ξ) = b2I3 + a2I4 + (β2 + c4I1 + d4I2) I2 + o(|ξ|4).Ïåðåéäÿ ê êîìïëåêñíûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ
Θ̃1 + iΘ̃2 = u1 (I3 + iI4) + I1 (λ1 + v1I1 + w1I2) + o(|ξ|4)è
Θ̃3 + iΘ̃4 = u2 (I3 + iI4) + I2 (λ2 + v2I1 + w2I2) + o(|ξ|4),ãäå λ1 := α1 + iβ1, u1 := a1 + ib1, v1 := c1 + ic2, w1 := d1 + id2, λ2 := α2 + iβ2, u2 :=

a2 + ib2, v2 := c3 + ic4, w2 := d3 + id4. Èç ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé (ñ êîìïëåêñíûìèêîý��èöèåíòàìè)
Θ̃1 + iΘ̃2 = Θ̃3 + iΘ̃4 = 0ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ

I3 + iI4 = −u−1
1 I1 (λ1 + v1I1 + w1I2) + o(|ξ|4) (9)è

u2I1 (λ1 + v1I1 + w1I2) − u1I2 (λ2 + v2I1 + w2I2) + o(|ξ|4) = 0.Ñãðóïïèðîâàâ â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå
µ1I1 + µ2I2 +AI2

1 + 2BI1I2 + CI2
2 + o(|ξ|4) = 0, (10)

µ1 = u2λ1, µ2 = −u1λ2, A = u2v1, B = −u1w2, C = u2w1 − u1v2.Çàìå÷àíèå 2. Èç óðàâíåíèé (9), (10) ìîæíî íàõîäèòü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó àìïëèòóäíûìè,óãëîâûìè (�àçîâûìè) ïåðåìåííûìè è ïàðàìåòðàìè (íàïðèìåð, â òåîðèè êîëåáàíèé � çàâè-ñèìîñòü ìåæäó àìïëèòóäîé è ïåðèîäîì êîëåáàíèÿ), îïðåäåëÿòü êîëè÷åñòâî áè�óðöèðóþùèõðåøåíèé è âû÷èñëÿòü àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ àìïëèòóäíûõ ïåðåìåííûõ.Çàìå÷àíèå 3. Ïåðåõîä ê ïðèâåäåííîìó óðàâíåíèþ íå ïðèâîäèò (ïðè u1 6= 0 è u2 6= 0 ) êïîòåðå ðåøåíèé è ïîÿâëåíèþ íîâûõ ðåøåíèé. Âûèãðûø îò ïåðåõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ãëàâíàÿ÷àñòü êëþ÷åâîãî óðàâíåíèÿ çàìåíÿåòñÿ íà ÿâíóþ çàâèñèìîñòü I3,I4 îò I1,I2 è ñèñòåìó äâóõñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî I1,I2. Ïðè÷åì ñòåïåíè ïîëèíîìîâ â ëåâûõ ÷àñòÿõ ýòèõóðàâíåíèé ðàâíû 2. Íà îñíîâå ýòîé ñèñòåìû ëåãêî îñóùåñòâèòü äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç.� 4. Íîðìàëèçîâàííîå ïðèâåäåííîå óðàâíåíèåÂ ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ óðàâíåíèÿ (10), ïðè u1 · u2 6= 0 è ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿðåãóëÿðíîñòè â íóëå îòîáðàæåíèÿ (1), ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü, ïîñëå îâåùåñòâëåíèÿè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåìåííûõ, â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé
{
y2
1 ± y2

2 + δ1y1 + δ2y2 = 0,
y1y2 + δ3y1 + δ4y2 = 0,ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîðìàëüíóþ �îðìó ìèíè-âåðñàëüíîé äå�îðìàöèèîìáèëè÷åñêîé îñîáåííîñòè (ãèïåðáîëè÷åñêîãî èëè ñîîòâåòñòâåííî ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà � âçàâèñèìîñòè îò çíàêà ïåðåä y2

2 â ïåðâîì óðàâíåíèè) îòíîñèòåëüíî êîíòàêòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé[15℄ âåêòîðíûõ ïîëåé âèäà
θ(y) −→ A(y)θ(ϕ(y)), ϕ(0)) = 0



18 À.Ï. Êàðïîâà, Þ.È. ÑàïðîíîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 3(A(y) � ãëàäêèé ïó÷îê îáðàòèìûõ ìàòðèö, ϕ � ëîêàëüíûé äè��åîìîð�èçì). Îáðàçöû äèñ-êðèìèíàíòíîãî àíàëèçà ñèñòåì óðàâíåíèé òàêîãî âèäà èìåþòñÿ â [15℄, [4℄, [14℄.Â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå äèñêðèìèíàíòíîå ìíîæåñòâî Σ äîïóñêàåò ïàðàìåòðèçàöèþ
δ1 = r cos(ψ), δ2 = r sin(ψ),

δ3 =
r

1 − cos(ϕ− ψ)

(
sin(ψ)(1 + sin(ϕ) sin(ψ) − cos(2ϕ)) − 3

4
sin(ϕ) +

1

4
sin(3ϕ)

)
,

δ4 =
r

1 − cos(ϕ− ψ)

(
cos(ψ)(1 − cos(ϕ) cos(ψ) + cos(2ϕ)) − 3

4
cos(ϕ) − 1

4
cos(3ϕ)

)
.Äîïîëíåíèå Ω = R

4 \Σ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ÷åòûðåõ îòêðûòûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿïîäìíîæåñòâ
Ω = Ω−1

2 ∪ Ω1
2 ∪ Ω−1

4 ∪ Ω1
4òàêèõ, ÷òî ïðè δ ∈ Ω−1

2 èìååòñÿ äâà (ðåãóëÿðíûõ) ðåøåíèÿ (èõ òîïîëîãè÷åñêèå èíäåêñû ïðî-òèâîïîëîæíû ïî çíàêó) è ïðè ýòîì òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íóëåâîãî ðåøåíèÿ ðàâåí −1, ïðè
δ ∈ Ω1

2 ñèñòåìà ïðèâåäåííûõ óðàâíåíèé èìååò ëèøü îäíî íåíóëåâîå ðåøåíèå è òîïîëîãè÷åñêèéèíäåêñ íóëÿ ðàâåí 1, ïðè δ ∈ Ω−1
4 èìååòñÿ ÷åòûðå ðåøåíèÿ: äâà èç íèõ èíäåêñà −1 (âêëþ÷àÿíóëåâîå) è äâà � èíäåêñà 1, à ïðè δ ∈ Ω1

4 èìååòñÿ ÷åòûðå ðåøåíèÿ, èç êîòîðûõ äâà èíäåêñà 1(âêëþ÷àÿ íóëåâîå) è äâà � èíäåêñà −1.Àíàëîãè÷íîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ èìååò ìåñòî è â ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå,ñ ó÷åòîì ÷òî ñóììà òîïîëîãè÷åñêèõ èíäåêñîâ âñåõ ðåøåíèé ðàâíà 2.� 5. Ñëó÷àé ðåçîíàíñîâ p : q, |p| + |q| > 4Ñëó÷àþ |p|+ |q| = 4 ñîîòâåòñòâóåò (åäèíñòâåííûé) ðåçîíàíñ � 1:3. Ïóñòü îòîáðàæåíèå Θýêâèâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ( SO(2) ) íà R
4 )

T : {exp(iϕ), z} 7−→ (exp(iϕ)z1, exp(3iϕ)z2)
⊤ (11)(ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì îòîæäåñòâëåíèè âåêòîðà ξ ∈ R

4 ñ êîìïëåêñíûì âåêòîðîì z = (z1, z2)
⊤ ∈

C
2, z1 = ξ1 + iξ2, z2 = ξ3 + iξ4 ). �àññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì âûøå, ïðèâîäÿò âäàííîì ñëó÷àå ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.Òåîðåìà 2. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ Θ, ýêâèâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ (11), èìååòìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:




α1 −β1 0 0
β1 α1 0 0
0 0 α2 −β2

0 0 β2 α2







ξ1
ξ2
ξ3
ξ4


 +

+




a1 −b1 0 0
b1 a1 0 0
0 0 a2 −b2
0 0 b2 a2







(ξ21 − ξ22)ξ3 + 2ξ1ξ2ξ4
(ξ21 − ξ22)ξ4 − 2ξ1ξ2ξ3

(ξ21 − 3ξ22)ξ1
(3ξ21 − ξ22)ξ2


 +

+




c1I1 + d1I2 −c2I1 − d2I2 0 0
c2I1 + d2I2 c1I1 + d1I2 0 0

0 0 c3I1 + d3I2 −c4I1 − d4I2

0 0 c4I1 + d4I2 c3I1 + d3I2







ξ1
ξ2
ξ3
ξ4


+

+O(|ξ|4) = 0.



Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå àìïëèòóä 19ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 3Êîý��èöèåíòû αi, βi, ai, bi, ci, di â ïðåäñòàâëåíèè îòîáðàæåíèÿ Θ, óêàçàííîì â òåîðåìå,ÿâíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ¾îïåðàòîðíûå êîý��èöèåíòû¿ f(x, ε).Óðàâíåíèå Θ(ξ) = 0 ìîæíî çàìåíèòü óðàâíåíèåì
Θ̃(ξ) :=

(
Θ̃1(ξ), Θ̃2(ξ), Θ̃3(ξ), Θ̃4(ξ)

)⊤
= 0,ãäå Θ̃1(ξ) := (Θ(ξ), z1), Θ̃2(ξ) := (Θ(ξ), iz1), Θ̃3(ξ) := (Θ(ξ), z2), Θ̃4(ξ) := (Θ(ξ), iz2),

z1 := (ξ1, ξ2, 0, 0)
⊤, iz1 := (−ξ2, ξ1, 0, 0)⊤, z2 := (0, 0, ξ3, ξ4)

⊤, iz2 := (0, 0,−ξ4, ξ3)⊤. Ôóíêöèè
Θ̃k ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ (11) è äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèåïðåäñòàâëåíèÿ:

Θ̃1(ξ) = a1I3 − b1I4 + (α1 + c1I1 + d1I2)I1 + o(|ξ|4),

Θ̃2(ξ) = b1I3 + a1I4 + (β1 + c2I1 + d2I2) I1 + o(|ξ|4),

Θ̃3(ξ) = a2I3 − b2I4 + (α2 + c3I1 + d3I2)I2 + o(|ξ|4),

Θ̃4(ξ) = b2I3 + a2I4 + (β2 + c4I1 + d4I2) I2 + o(|ξ|4).Çäåñü I3, I4 � âòîðàÿ ïàðà ¾îáðàçóþùèõ¿ èíâàðèàíòîâ äåéñòâèÿ (11): I3 = (ξ31 − 3ξ1ξ
2
2)ξ3 +

(3ξ21ξ2 − ξ32)ξ4, I4 = (ξ31 − 3ξ1ξ
2
2)ξ4 − (3ξ21ξ2 − ξ32)ξ3 (ïåðâàÿ ïàðà èíâàðèàíòîâ ïðåæíÿÿ).Ïåðåéäÿ ê êîìïëåêñíûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ âèäà (9), (10), èç êîòîðûõ òàê-æå ìîæíî íàõîäèòü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó àìïëèòóäàìè, óãëîâûìè (�àçîâûìè) ïåðåìåííûìè èïàðàìåòðàìè, îïðåäåëÿòü êîëè÷åñòâî áè�óðöèðóþùèõ ðåøåíèé è âû÷èñëÿòü àñèìïòîòè÷åñêèåïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ àìïëèòóäíûõ ïåðåìåííûõ.Â ñëó÷àå ñëàáîãî ðåçîíàíñà p : q (|p| + |q| > 5) âû÷èñëåíèÿ ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ,òàê êàê âòîðàÿ ïàðà îáðàçóþùèõ èíâàðèàíòîâ I3, I4 ïðèîáðåòàåò ïîðÿäîê âûøå ÷åòâåðòîãî è,ñëåäîâàòåëüíî, íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà �îðìèðîâàíèå ãëàâíîé ÷àñòè ïðèâåäåííîãî óðàâíåíèÿ.� 6. �åçîíàíñ 1 : 1Ñëó÷àé ðåçîíàíñà 1 : 1, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå óêëàäûâàåòñÿ â îïèñàííóþ âûøå ñõåìó è òðå-áóåò ìîäè�èêàöèè. Îïóñêàÿ ïîäðîáíîñòè, çàìåòèì, ÷òî, ïîòðåáîâàâ, êàê è ðàíåå, âûïîëíåíèåóñëîâèÿ 4-ìåðíîñòè âûðîæäåíèÿ, ïîëó÷èì êëþ÷åâîå îòîáðàæåíèå â ñëåäóþùåé (êîìïëåêñíîé)�îðìå:

Θ(ξ) =

(
λ1 0
0 λ2

)(
z1
z2

)
+




4∑
k=1

c1,kIk

4∑
k=1

d1,kIk

4∑
k=1

c2,kIk

4∑
k=1

d2,kIk




(
z1
z2

)
+ o(|ξ|4).Îòîáðàæåíèå Θ ýêâèâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ( SO(2) íà R

4 )
T : {exp(iϕ), z} 7−→ exp(iϕ)z. (12)Çäåñü I3, I4 � îáðàçóþùèå èíâàðèàíòû äåéñòâèÿ (12):

I3 = ξ1ξ3 + ξ2ξ4, I4 = −ξ1ξ4 + ξ2ξ3.Óðàâíåíèå Θ(ξ) = 0 ìîæíî çàìåíèòü óðàâíåíèåì Θ̃(ξ) = 0,

Θ̃(ξ) =
(
Θ̃1(ξ), Θ̃2(ξ), Θ̃3(ξ), Θ̃4(ξ)

)⊤
,

Θ̃1(ξ) := (Θ(ξ), z1) , Θ̃2(ξ) := (Θ(ξ), iz1) ,

Θ̃3(ξ) := (Θ(ξ), z2) , Θ̃4(ξ) := (Θ(ξ), iz2) .



20 À.Ï. Êàðïîâà, Þ.È. ÑàïðîíîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 3Ôóíêöèè Θ̃k èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ (12), è äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ(ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè) âèäà
Θ̃j(ξ) =

4∑

k,l=1

uj,k,lIkIl + o(|ξ|4)ïðè óñëîâèè u1,2,2 = u2,2,2 = u3,1,1 = u4,1,1 = 0.Ïîñëå ââåäåíèÿ â óðàâíåíèå Θ̃(ξ) = 0 ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò z1 = r1 exp(iϕ1), z2 =
r2 exp(iϕ2) è îòáðàñûâàíèÿ îáùèõ ìíîæèòåëåé ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â �îðìå, äî-ñòàòî÷íî óäîáíîé äëÿ ïðîâåäåíèÿ äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà.Çàìå÷àíèå 4. Íåêîòîðûå áè�óðêàöèîííûå ý��åêòû â ñëó÷àå ðåçîíàíñà 1 : 1 èçó÷åíûÂ.Â. Ñòðûãèíûì è åãî ó÷åíèêàìè ìåòîäàìè òåîðèè óñðåäíåíèé â çàäà÷å ñèíõðîíèçàöèè ïàðûäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð, [17℄).� 7. Ïðèìåðû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé7.1. Äâóõìîäîâûå áè�óðêàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ âîëíîâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 4-ãîïîðÿäêà. �àññìîòðèì ïðîñòåéøåå íåëèíåéíîå ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå èç êëàññà óðàâíåíèé ñîáî-ëåâñêîãî òèïà [16℄

∂4u

∂t2∂x2
+ a

∂2u

∂t2
+ b

∂2u

∂x2
+ c

∂u

∂x
+ du+ u3 = 0. (13)Ïîèñê ïåðèîäè÷åñêèõ âîëíîâûõ ðåøåíèé â âèäå

u = w(kx− ωt), u = u(y) (14)( v = ω
k
� ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû) ïðèâîäèò, ïîñëå ïîäñòàíîâêè (14) â (13) è ïîäõî-äÿùèõ ìàñøòàáèðóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ê óðàâíåíèþ âèäà

κ3
∂4w

∂y4
+ κ2

∂2w

∂y2
+ δ

∂w

∂y
+ κ1w + w3 = 0 (15)(ïàðàìåòð δ áóäåì ñ÷èòàòü ìàëûì). Â èòîãå ïîëó÷àåì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðå-øåíèÿ óðàâíåíèÿ (15).Åñëè ðàññìîòðåòü áè�óðöèðóþùèå âîëíîâûå ðåøåíèÿ, äîïóñêàþùèå ïðåäñòàâëåíèå

w = r1 sin(py + ϕ1) + r2 sin(qy + ϕ2) + o(r1, r2),

y = k x − ω t, p, q ∈ Z, ÍÎÄ (p, q) = 1, òî ïîëó÷èì ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé, â ïðåäåëàõêîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ çíà÷èòåëüíîå ðàçíîîáðàçèå ïðî�èëåé è ¾ñêîðîñòíûõ¿ ñâîéñòâ èçó÷àåìûõâîëí. Äàëåå ïîëàãàåì T = 2π. Îòîáðàæåíèå f : E −→ F, ãäå
f(w) := κ3

∂4w

∂y4
+ κ2

∂2w

∂y2
+ δ

∂w

∂y
+ κ1w + w3,

E = Π4
2π � ïðîñòðàíñòâî 2π -ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé êëàññà C4, F � ïðîñòðàíñòâî íåïðå-ðûâíûõ 2π -ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé (H � ïðîñòðàíñòâî 2π -ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé êëàññà

L2 ), ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì �ðåäãîëüìîâûì íóëåâîãî èíäåêñà. Èçó÷åíèå ðåøåíèé (âáëèçè íóëÿ)óðàâíåíèÿ f(w) = 0, ïðè ëîêàëèçàöèè ïàðàìåòðîâ
κ2 = 5 + ε1, κ1 = 4 + ε2, δ = ε3, κ3 = 1 + ε4(ñì. [6℄), ìîæíî îñóùåñòâèòü ÷åðåç ðåäóêöèþ Ëÿïóíîâà�Øìèäòà â ïðîñòðàíñòâî êëþ÷åâûõêîîðäèíàò ξk = 〈w, ek〉, ãäå {ek} � íàáîð ìîä áè�óðêàöèè, k 6 4, e1 =

√
2 cos(x), e2 =
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√

2 sin(x), e3 =
√

2 cos(2x), e4 =
√

2 sin(2x). Çäåñü m = 4, óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè âûïîëíÿåòñÿàâòîìàòè÷åñêè.�îìîìîð�èçì T : G −→ O(H) ãðóïïû G = SO(2) â ãðóïïó îðòîãîíàëüíûõ ëèíåéíûõïðåîáðàçîâàíèé ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H, çàäàííûé ñîîòíîøåíèåì
Tg(w)(x) = w(x+ ϕ)(ϕ � êàíîíè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà ýëåìåíòà g ∈ SO(2), g = (gij), g11 = g22 = cos(ϕ), g21 =

−g12 = sin(ϕ) ), îïðåäåëÿåò ñëàáî ãëàäêîå îðòîãîíàëüíîå äåéñòâèå
G×H −→ H, (g,w) 7−→ y = Tg(w) ∀(g,w) ∈ G×H.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâà E, F èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äàííîãî äåéñòâèÿ. Î÷åâèäíàòàêæå ýêâèâàðèàíòíîñòü êëþ÷åâîãî îòîáðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî èíäóöèðîâàííîãî ïîëóñâîáîä-íîãî äåéñòâèÿ SO(2) â ïðîñòðàíñòâå êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ R

4. Ñëåäîâàòåëüíî, ê íåìó ïðè-ìåíèìû âñå óòâåðæäåíèÿ è âûâîäû ïåðâûõ äâóõ ïàðàãðà�îâ.7.2. Öèêëû, áè�óðöèðóþùèå èç ñëîæíîãî �îêóñà ñ ðåçîíàíñîì 1 : 2. Îáðàòèìñÿ êñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ẋ = A(ε)x +B(x, x, ε) + C(x, x, x, ε) + o(|x|3), x ∈ R

n, ε ∈ R
3, (16)ïðè óñëîâèè, ÷òî äâå ïàðû êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ òî÷åê ñïåêòðà ìàòðèöû A(ε) ïðè ε = 0òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþò ìíèìóþ îñü ñ ðåçîíàíñîì 1 : 2, à îñòàëüíàÿ ÷àñòü ñïåêòðà íàõî-äèòñÿ (ïðè âñåõ ε ) âíóòðè ëåâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè [2℄. Çäåñü B(x, x, ε) è C(x, x, x, ε)� êâàäðàòè÷íîå è êóáè÷åñêîå îòîáðàæåíèÿ èç R

n â R
n, ãëàäêî çàâèñÿùèå îò ε (B(x, y, ε) è

C(x, y, z, ε) � ñèììåòðè÷íûå áèëèíåéíàÿ è 3-ëèíåéíàÿ �îðìû ñ âåêòîðíûìè êîý��èöèåíòàìè,ãëàäêî çàâèñÿùèìè îò ε ).Çàïèøåì óðàâíåíèå (16) â âèäå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ
f(x, ε) = 0, (17)â êîòîðîì x � �óíêöèÿ x(t), ïðèíàäëåæàùàÿ áàíàõîâó ïðîñòðàíñòâó Π1

T ( T -ïåðèîäè÷åñ-êèõ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â R
n ), à f � �ðåäãîëüìîâîîòîáðàæåíèå ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ, äåéñòâóþùåå èç ïðîñòðàíñòâà Π1

T â áàíàõîâîïðîñòðàíñòâî Π0
T (íåïðåðûâíûõ T -ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â R

n ), çàäàííîåñîîòâåòñòâèåì
f(·, ε) : x(t) −→ y(t) := ẋ(t) − ν(A(ε)x+B(x, x, ε) + C(x, x, x, ε)) + . . . .

H � ïðîñòðàíñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé êëàññà L2 (ñî çíà÷åíèÿìè â R
n ), 〈x, y〉 =

1
T

T∫
0

(x(t), y(t))dt. Ïàðàìåòð
ν = 1 + ε4ââåäåí äëÿ ¾íîðìèðîâêè¿ ïåðèîäà, â äàëüíåéøåì ìîæíî ïîëîæèòü T = 2π. 3Ê óðàâíåíèþ (17) ìîæíî ïðèìåíèòü ñõåìó êîíå÷íîìåðíîé ðåäóêöèè Ëÿïóíîâà�Øìèäòà,ñâîäÿùóþ èññëåäîâàíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ ê èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèÿ â 4-ìåðíîì ïðîñòðàí-ñòâå.3Åñëè ðàñøèðèòü òðåõìåðíûé âåêòîðíûé ïàðàìåòð ε äî ÷åòûðåõìåðíîãî, ïîòðåáîâàâ âûïîëíåíèå óñëîâèÿòðàíñâåðñàëüíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ ìíèìîé îñè òî÷êàìè ñïåêòðà ìàòðèöû ßêîáè ëåâîé ÷àñòè, òî âàðèàöèè ïîïàðàìåòðó ν ¾áóäóò ïîãëîùàòüñÿ¿ âàðèàöèÿìè âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà ε. Ñëåäîâàòåëüíî, íå ïîòåðÿâ îñòàëüíûåöèêëû, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëèøü öèêëû �èêñèðîâàííîãî ïåðèîäà 2π (öèêëû äðóãîãî ïåðèîäà ïðåâðàùàþòñÿâ öèêëû ïåðèîäà 2π èçìåíåíèåì çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ε ).



22 À.Ï. Êàðïîâà, Þ.È. ÑàïðîíîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 3ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. �àáèíîâè÷ Ì.È., Òðóáåöêîâ Ä.È. Ââåäåíèå â òåîðèþ êîëåáàíèé è âîëí. � Ì.: Íàóêà, 1984. � 432 ñ.2. Òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ áè�óðêàöèè ðîæäåíèÿ öèêëà / Õýññàðä Á., Êàçàðèíîâ Í., Âýí È. � Ì.: Ìèð,1985. � 280 ñ.3. Áèáèêîâ Þ.Í. Ìíîãî÷àñòîòíûå íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ è èõ áè�óðêàöèè. � Ëåíèíãðàä: Èçä. Ë�Ó,1991. � 144 ñ.4. Éîññ Æ., Äæîçå� Ä. Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè è áè�óðêàöèé. � Ì.: Ìèð, 1983. � 302 ñ.5. ÑàïðîíîâÞ.È., Ñìîëüÿíîâ Â. À. Îáîáùåííàÿ ðåäóêöèÿ Êà÷÷èîïîëè è áè�óðêàöèÿ ðåøåíèé óðàâ-íåíèé ïðè ðàçðóøåíèè íåïðåðûâíûõ ñèììåòðèé // Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è îïåðàòîðíûå óðàâ-íåíèÿ. � Âîðîíåæ: Èçä-âî Â�Ó, 2001. � Ñ. 125�139.6. Äàðèíñêèé Á.Ì., Ñàïðîíîâ Þ.È. Äèñêðèìèíàíòíûå ìíîæåñòâà è ðàñêëàäû áè�óðöèðóþùèõ ðå-øåíèé �ðåäãîëüìîâûõ óðàâíåíèé // Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ. � Òáèëèñè, 2003. �Ò. 7. � Ñ. 72�86.7. Êðàñíîñåëüñêèé Ì.À., Çàáðåéêî Ï.Ï. �åîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû íåëèíåéíîãî àíàëèçà. � Ì.: Íàóêà,1975. � 512 ñ.8. Marsden J. On the geometry of the Liapunov-Shmidt proedure // Let. Notes in Math. �1979. �Vol. 755. � P.77�82.9. Êîñòèí Ä.Â. Îá îäíîé ñõåìå àíàëèçà äâóõìîäîâûõ ïðîãèáîâ ñëàáîíåîäíîðîäíîé óïðóãîé áàëêè //Äîêëàäû Àêàäåìèè íàóê. � 2008. � Ò. 418, � 4. � Ñ. 295�299.10. Çàéöåâ Â.Ô. Äèñêðåòíî-ãðóïïîâîé àíàëèç îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. � Ë.:Ë�ÏÈ, 1989. � 80 ñ.11. Èáðàãèìîâ Í.Õ. �ðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé â ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêå. � Ì.: Íàóêà, 1983. � 280 ñ.12. Îëâåð Ï. Ïðèëîæåíèÿ ãðóïï Ëè ê äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. � Ì.: Ìèð, 1989. � 639 ñ.13. Òðåíîãèí Â.À., Ñèäîðîâ Í.À., Ëîãèíîâ Á.Â. Óðàâíåíèå ðàçâåòâëåíèÿ: ïîòåíöèàëüíîñòü, áè�óðêà-öèè, ñèììåòðèÿ // ÄÀÍ ÑÑÑ�. � 1989. � Ò. 309, � 2. � Ñ. 286�289.14. Çà÷åïà Â. �., Ñàïðîíîâ Þ.È. Ëîêàëüíûé àíàëèç �ðåäãîëüìîâûõ óðàâíåíèé. � Âîðîíåæ: Â�Ó,2002. � 185 ñ.15. Îñîáåííîñòè äè��åðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé / Àðíîëüä Â.È., Âàð÷åíêî À.Í., �óñåéí-Çàäå Ñ.Ì. � Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2004. � 672 ñ.16. Ñâèðèäþê �.À., Ôåäîðîâ Â. Å. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà. � ×åëÿáèíñê: ×åëÿá. ãîñ.óí-ò, 2003. � 179 ñ.17. Ñòðûãèí Â.Â., Ñåâåðèí �.Þ. Áè�óðêàöèÿ ìàëûõ ñèíõðîííûõ àâòîêîëåáàíèé äâóõ äèíàìè÷åñêèõñèñòåì ñ áëèçêèìè ÷àñòîòàìè // Âåñòíèê Â�Ó. Ñåð.: �èçèêà, ìàòåìàòèêà. � 2006. � � 2 � Ñ. 36�45.Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 10.09.08A.P. Karpova, Yu. I. SapronovApproximate alulation of amplitudes of yles bifurating in the presene of resonanesThe proedure of approximate alulation of amplitudes for periodi solutions bifurating from rest pointsin the presene of resonane is studied for a lass of dynamial systems. This lass inludes equations ofspring beam osillations loated on elasti foundations, autonomous systems of ordinary di�erential equations,hydrodynamial systems et. The methodologial basis of the proedure is the Lyapunov�Shmidt methodonsidered in the ontext of general theory of smooth SO(2)− equivariant Fredholm equations (in in�nitedimensional Banah spaes). The topi of the paper develops and extends the earlier researh of B.M Darinsky,Y. I. Sapronov, and V.A. Smolyanov.Keywords: yle, resonane, bifuration, Lyapunov�Shmidt method, irle symmetry.Mathematial Subjet Classi�ations: 34A30,70G40Êàðïîâà Àíòîíèíà Ïåòðîâíà, àññèñòåíò êà�åäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Âîðîíåæñêèé ãîñó-äàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 394006, Óíèâåðñèòåòñêàÿ ïë., 1, E-mail: karpovaantonina�mail.ruÑàïðîíîâ Þðèé Èâàíîâè÷, ä.�.-ì. í., ïðî�åññîð êà�åäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Âîðîíåæ-ñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 394006, Óíèâåðñèòåòñêàÿ ïë., 1, E-mail: yusapr�mail.ru


