
ÂÅÑÒÍÈÊ ÓÄÌÓ�ÒÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 3ÓÄÊ 517.9© À.Í. Êóëèêîâ, Ä. À. ÊóëèêîâÁÈÔÓ�ÊÀÖÈß ÀÂÒÎÂÎËÍ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎ�Î ÊÓÁÈ×ÅÑÊÎ�ÎÓ�ÀÂÍÅÍÈß Ø�ÅÄÈÍ�Å�À Â ÑËÓ×ÀÅ Ò�ÅÕ ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÛÕÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕ1Äëÿ óðàâíåíèÿ, íàçâàíèå êîòîðîãî ïðèâåäåíî â çàãëàâèè ñòàòüè, ðàññìîòðåíà ïåðèîäè÷åñêàÿ êðàåâàÿçàäà÷à. Ó íåå ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ÷èñëî ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé ïëîñêèõ âîëí. Èññëå-äîâàí âîïðîñ îá èõ óñòîé÷èâîñòè è áè�óðêàöèÿõ. Îêàçàëîñü, ÷òî îò êàæäîé èç íèõ ìîãóò áè�óðöè-ðîâàòü èíâàðèàíòíûå òîðû ðàçìåðíîñòè 2, 3, 4, â òîì ÷èñëå è àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå. Óêàçàíûîòëè÷èÿ îò àíàëîãè÷íîé çàäà÷è, êîãäà ÷èñëî ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ðàâíî 1 èëè 2. Â ÷àñòíîñòè,íàéäåíû äèàïàçîíû ïàðàìåòðîâ, êîãäà âîçìîæíà äîêðèòè÷åñêàÿ áè�óðêàöèÿ ñåäëîâûõ òîðîâ, à òàêæåâûÿâëåíû ñëó÷àè ðåàëèçàöèè óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ ñ îáîñòðåíèåì. Ïîñëåäíåå ïðîèëëþñòðèðîâàíî ðè-ñóíêàìè. Âñå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêè è îñíîâàíû íà àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäàõ íåëèíåéíîéäèíàìèêè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: àòòðàêòîð, óñòîé÷èâîñòü, áè�óðêàöèÿ, êðàåâûå çàäà÷è.ÂâåäåíèåÊóáè÷åñêèì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà ïðèíÿòî íàçûâàòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:
iut = d∆u+ cu|u|2, (0.1)ãäå u = u(t, x, y, z) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ, ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî ïðîñòðàíñòâåí-íûì ïåðåìåííûì x, y, z. Çäåñü d, c � äåéñòâèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, ïðè÷åì d > 0, à çíàê cïðîèçâîëåí. Óðàâíåíèå (0.1) âîçíèêàåò âî ìíîãèõ çàäà÷àõ íåëèíåéíîé îïòèêè è ãèäðîäèíàìè-êè [1�5℄, â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè âîëí êîíå÷íîé àìïëèòóäû íà ïîâåðõíîñòè ãëóáîêîé æèäêîñòè.Òàê, â ìîíîãðà�èè [2℄ îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ýòî óðàâíåíèå èñïîëüçóåòñÿ â íåëèíåéíîé îïòèêå ïðèèçó÷åíèè óçêèõ ïó÷êîâ, à òàêæå èçó÷åíèè íåóñòîé÷èâîñòè âîëíîâûõ ïàêåòîâ. Êàê èçâåñòíî, âðåçóëüòàòå ìàëûõ ìîäóëÿöèé íåóñòîé÷èâûé âîëíîâîé ïàêåò ïåðåõîäèò â ðåæèìû áîëåå ñëîæíîéñòðóêòóðû. Ýòè è èíûå ñëîæíûå íåëèíåéíûå ý��åêòû ïîçâîëèëè îáúÿñíèòü îäèí èç íàèáîëååý��åêòíûõ ýêñïåðèìåíòîâ íåëèíåéíîé îïòèêè � ãåíåðàöèè âòîðîé ãàðìîíèêè.Â ñëó÷àÿõ êîãäà íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü äèññèïàòèâíûå ïðîöåññû, ýòî óðàâíåíèå íóæäàåòñÿâ îáîáùåíèè. Ïðîñòåéøèì òàêèì îáîáùåíèåì ñëóæèò óðàâíåíèå

iut = d∆u+ (c− i)u|u|2 + iu, (0.2)êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (0.1) ïðè äîáàâëåíèè ñëàãàåìîãî iu, îòâå÷àþùåãî çà ¾ïîä-êà÷êó¿ ýíåðãèè, è ñëàãàåìîãî −iu|u|2, õàðàêòåðèçóþùåãî åãî äèññèïàöèþ.Óðàâíåíèå (0.2) óäîáíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:
ut = u− (1 + ic)u|u|2 − id∆u. (0.3)Åãî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé èçâåñòíîãî óðàâíåíèÿ �èíçáóðãà�Ëàíäàó(Êóðàìîòî�Öóçóêè)

ut = u− (1 + ic)u|u|2 + (d1 + id)∆u,1�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò 07�01�00473).



24 À.Í. Êóëèêîâ, Ä.À. ÊóëèêîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 3åñëè ó÷òåíà äè�ðàêöèÿ, íî îòñóòñòâóåò äè��óçèîííûé ÷ëåí (d1 = 0). Òàêàÿ ñèòóàöèÿ òèïè÷íàäëÿ ëàçåðíûõ ðåçîíàòîðîâ è äðóãèõ íåëèíåéíûõ îïòè÷åñêèõ ñðåä. Óðàâíåíèå (0.2) îïèñûâàåòâ ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííóþ ýâîëþöèþ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïàêåòà â óêàçàííûõ ñðåäàõ.Ñàìî óðàâíåíèå �èíçáóðãà�Ëàíäàó, áëàãîäàðÿ èäåÿì À. Òüþðèíãà, È. Ïðèãîæèíà, ñòà-ëî ìîäåëüíûì äëÿ ìíîãèõ ðàçäåëîâ �èçèêè, ãäå ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü íåëèíåéíûå ý��åêòû.Êðîìå óïîìÿíóòûõ ïðèëîæåíèé, îíî èñïîëüçîâàëîñü ïðè îïèñàíèè âåòðîâûõ âîëí íà âîäå, ìîð-�îãåíåçà, ðÿäà íåóñòîé÷èâîñòåé â ïëàçìå. Òàêîå øèðîêîå åãî ïðèìåíåíèå îñíîâàíî íà ïðîñòîì�èçè÷åñêîì ñîîáðàæåíèè. Óðàâíåíèå �èíçáóðãà�Ëàíäàó îïèñûâàåò ñèòóàöèþ ¾âçàèìîäåéñòâèÿîñöèëëÿòîðîâ¿, êàæäûé èç êîòîðûõ ñàì ïî ñåáå îáëàäàåò àâòîêîëåáàòåëüíîé äèíàìèêîé [5�6℄.Âîçâðàòèìñÿ ê îáñóæäåíèþ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ �èíçáóðãà�Ëàíäàó, òî åñòü (0.3).Êðîìå óïîìÿíóòûõ ïðèëîæåíèé, îíî âñòðå÷àåòñÿ â ãèäðîäèíàìèêå [7℄, ãäå ñëóæèò îäíèì èçîáîáùåíèé êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ëàíäàó è èñïîëüçóåòñÿ ïðè èçó÷åíèè ñëàáîíåëèíåéíûõý��åêòîâ.Îäíèì èç âîçìîæíûõ ñöåíàðèåâ ïåðåõîäà ê õàîñó (ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè) ñîãëàñíî Ëàí-äàó ÿâëÿåòñÿ äîêðèòè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü, òî åñòü êîãäà ëèíåéíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò �îð-ìàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà, íî áîëåå ñóùåñòâåííûå âîçìóùåíèÿ ïðèâîäÿòê íàðîñòàíèþ êîëåáàíèé. Òîãäà ñîãëàñíî ýòîìó ñöåíàðèþ ïðè óìåíüøåíèè ÷èñëà �åéíîëüäñàìîæåò ïðîèçîéòè ¾áûñòðîå¿ (¾âíåçàïíîå¿, ¾äèêîå¿) ðàçâèòèå òóðáóëåíòíîñòè. Â áëèçêèõ ñè-òóàöèÿõ èíîãäà ðå÷ü èäåò î æåñòêîé òóðáóëåíòíîñòè [5, 8℄. Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå [9�11℄, âñëó÷àå îäíîé è äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ âàðèàíò æåñòêîãî âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèéíå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí. Èíàÿ ñèòóàöèÿ, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, èìååò ìåñòî äëÿ ñëó÷àÿòðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ÷òî ïîäòâåðæäàåò íåêîòîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ èç [5, 8℄.Îáîñíîâàíèå ýòèõ �èçè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Êðûëîâà�Áîãîëþáîâà, àäàïòèðîâàííîãî ê íåëèíåéíûì êðàåâûì çàäà÷àì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè [12℄.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèÿ u(t, x, y, z) ïåðèîäè÷íà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì:
u(t, x+ 2π, y, z) = u(t, x, y + 2π, z) = u(t, x, y, z + 2π) = u(t, x, y, z). (0.4)Òàêîé âûáîð êðàåâûõ óñëîâèé ïðåäëîæåí, íàïðèìåð, â ðàáîòå [8℄. Ïóñòü D = {(x, y, z),−π 6

x 6 π,−π 6 y 6 π,−π 6 z 6 π}. Â êà÷åñòâå �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷èñëåäóåò âûáðàòü [13℄ ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà W 2
2 (D). Ïîëåçíî äëÿ äàëüíåéøåãî îòìåòèòü, ÷òîñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå.Ëåììà 1. Êðàåâàÿ çàäà÷à (0.3), (0.4) äèññèïàòèâíà â íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2(D).Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû äîñòàòî÷íî ñòàíäàðòíî è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç êîíñòðóêöèé ðàáî-òû [8℄. Ëåììà 1 ëèøü ïîäêðåïëÿåò òîò �àêò, ÷òî â óðàâíåíèè (0.3) áûëî ââåäåíî äèññèïàòèâíîåñëàãàåìîå.Êðàåâàÿ çàäà÷à (0.3), (0.4) èìååò ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé âèäà

uk,m,n(t, x, y, z) = exp(i(σk,m,nt+ kx+my + nz)), (0.5)ãäå σk,m,n = −c+ d(k2 +m2 + n2), k,m, n ∈ Z.Èçó÷åíèå óñòîé÷èâîñòè è áè�óðêàöèé ïëîñêèõ áåãóùèõ âîëí (0.5) îáëåã÷àåò ïðèíöèï ñà-ìîïîäîáèÿ [14℄, ñóòü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Â óðàâíåíèè (0.3) âûïîëíèì çàìåíó
u(t, x, y, z) = v(t, x+ 2dkt, y + 2dmt, z + 2dnt)×

× exp(i(d(k2 +m2 + n2)t+ kx+my + nz)),
(0.6)êîòîðàÿ ïåðåâîäèò óðàâíåíèå (0.3) ñíîâà â ýòî æå óðàâíåíèå, íî óæå äëÿ �óíêöèè v(t, x, y, z)è ñ òåìè æå êðàåâûìè óñëîâèÿìè (0.4). Ïîýòîìó äëÿ êðàåâîé çàäà÷è

vt = v − (1 + ic)v|v|2 − id∆v, (0.7)
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v(t, x+ 2π, y, z) = v(t, x, y + 2π, z) = v(t, x, y, z + 2π) = v(t, x, y, z) (0.8)äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü âîïðîñ î ñòðóêòóðå îêðåñòíîñòè îäíîðîäíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ

v(t, x, y, z) = v0(t) = exp(−ict), (0.9)êîòîðîå ÷àñòî íàçûâàþò òåðìîäèíàìè÷åñêîé âåòâüþ.� 1. Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè áåãóùèõ âîëíÄëÿ èçó÷åíèÿ ýòîãî âîïðîñà, êàê òîëüêî ÷òî áûëî îòìå÷åíî, äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü óñòîé-÷èâîñòü ðåøåíèÿ (0.9). Äëÿ ýòîãî â (0.7) ïîëîæèì
v(t, x, y, z) = exp(−ict)(1 + w(t, x, y, z)). (1.1)Ïîñëå ëèíåàðèçàöèè äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîé �óíêöèè w(t, x, y, z) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâ-íåíèå:

wt = Aw, (1.2)ãäå �óíêöèÿ w(t, x, y, z) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì (0.4), à îïåðàòîð Aw = −(1+ic)(w+
w) − id∆w. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ (0.9) èññëåäóåì ñïåêòð ëèíåéíîãî äè�-�åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà A, òî åñòü íàéäåì òå λ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûåðåøåíèÿ ó êðàåâîé çàäà÷è Af = λf, ãäå f = f(x, y, z) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ. Ïóñòü
f = f1 +if2. Â èòîãå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðèõîäèì ê êðàåâîé çàäà÷å â R2 :

AF = λF,ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå
F (x, y, z) =

(

f1(x, y, z)
f2(x, y, z)

)

, AF =

(

−2f1 d∆f2

−2cf1 − d∆f1 0

)

,à êîìïîíåíòû âåêòîð-�óíêöèè F (x, y, z) ïåðèîäè÷íû ïî x, y, z ñ ïåðèîäîì 2π. Òàê êàê ñèñòå-ìà �óíêöèé
ek,m,n(x, y, z) = exp(i(kx +my + nz)), k,m, n ∈ Z,îáðàçóåò ïîëíóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó �óíêöèé â êëàññå ïåðèîäè÷åñêèõ ïî x, y, z ñ ïåðèî-äîì 2π �óíêöèé, òî ñîáñòâåííûå �óíêöèè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ìîæíî è ñëåäóåò èñêàòü âñëåäóþùåì âèäå:

F = a exp(i(kx +my + nz)),ãäå a =

(

a1

a2

)

, a1, a2 ∈ C. Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èññëåäî-âàíèþ ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé
det

(

−2 − λ −d(k2 +m2 + n2)
d(k2 +m2 + n2) − 2c −λ

)

= 0èëè
λ2 + 2pλ+ q = 0.Çäåñü k,m, n ∈ Z,p = 1, à q = qk,m,n = d(k2 +m2 + n2)[d(k2 +m2 + n2) − 2c]. Åñëè ïðè âñåõ

k,m, n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî qk,m,n > 0, òî èññëåäóåìîå ðåøåíèå áóäåò àñèìïòîòè÷åñêèóñòîé÷èâî. Åñëè æå ïðè íåêîòîðûõ öåëûõ k0,m0, n0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî qk0,m0,n0
< 0,òî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå (0.9) íåóñòîé÷èâî. Êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé â çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòèâûäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì äâóõ ñëåäóþùèõ óñëîâèé: qk0,m0,n0

= 0 äëÿ íåêîòîðûõ k0,m0, n0 ∈ Z,à äëÿ îñòàëüíûõ k,m, n óæå ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî qk,m,n > 0.Ëåììà 2. Êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé â çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè ðåàëèçóåòñÿ, åñëè d = 2c.



26 À.Í. Êóëèêîâ, Ä.À. ÊóëèêîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 3Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ýëåìåíòàðíî ñëåäóåò èç àíàëèçà çíàêà qk,m,n.Âîçâðàòèìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà A â êîìïëåêñíîé �îðìå çà-ïèñè, òî åñòü ðàññìîòðèì Af = −(1 + ic)(f + f) − id∆f. Ëåãêî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòüñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.Ëåììà 3. Ïðè d = 2c îïåðàòîð A èìååò íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàòíîñòè 7,êîòîðîìó îòâå÷àþò ñîáñòâåííûå �óíêöèè
e0 = i, e1 = (−c+ i) cos x, e2 = (−c+ i) cos y, e3 = (−c+ i) cos z,

e4 = (−c+ i) sinx, e5 = (−c+ i) sin y, e6 = (−c+ i) sin z.Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî åñëè ðàññìîòðåòü òîò æå äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð A, íî îïðåäå-ëåííûé íà äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ �óíêöèÿõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Íåéìàíà
∂f

∂x
|x=0 =

∂f

∂x
|x=π =

∂f

∂y
|y=0 =

∂f

∂y
|y=π =

∂f

∂z
|z=0 =

∂f

∂z
|z=π = 0, (1.3)òî ïðè d = 2c îí áóäåò èìåòü ÷åòûðåõêðàòíîå íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Ýòîìó ñîáñòâåííî-ìó çíà÷åíèþ îòâå÷àþò ïåðâûå ÷åòûðå ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòà èç óêàçàííûõ âûøå, à îñòàëüíûåòî÷êè åãî ñïåêòðà ëåæàò â ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, âûäåëÿåìîé íåðàâåíñòâîì

Reλ 6 −γ0 < 0. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîñòîÿííóþ γ0 > 0 ìîæíî óêàçàòü êîíñòðóêòèâíî.Ïðè c ∈ (0;
√

2/4) íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ÷òî γ0 = 1−
√

1 − 8c2, à ïðè c > 1/(
√

2/4) ïîñòîÿííàÿ
γ0 = 1.Äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé öåëåñîîáðàçíî îòìåòèòü ñëåäóþùèé �àêò. �àñìîòðèì íåîä-íîðîäíîå óðàâíåíèå

Af = g(x, y, z), (1.4)ãäå g(x, y, z) = gk,m,n cos kx cos ky cos kz, à k,m, n = 0; 1; 2, . . . , gk,m,n ∈ C. Àíàëèçèðóÿ êðàåâóþçàäà÷ó (1.4), (1.3), ñëåäóåò ðàçëè÷àòü òðè ñëó÷àÿ:
1)k = m = n = 0; 2)k = 1,m = n = 0; m = 1, k = n = 0; n = 1, k = m = 0;

3)k2 +m2 + n2 > 1.Ëåììà 4. Â ïåðâîì ñëó÷àå êðàåâàÿ çàäà÷à (1.4), (1.3) ðàçðåøèìà, åñëè
Img0,0,0 = cReg0,0,0,âî âòîðîì � ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâ

Img1,0,0 = Img0,1,0 = Img0,0,1 = 0.Íàêîíåö, â òðåòüåì ñëó÷àå íåîäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (1.4), (1.3) ðàçðåøèìà ïðè ëþáîìâûáîðå êîìïëåêñíîé ïîñòîÿííîé gk,m,n.� 2. Íîðìàëüíàÿ �îðìà âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷èÏðåæäå ÷åì èçó÷àòü ñòðóêòóðó îêðåñòíîñòè îäíîðîäíîãî öèêëà (0.9) êðàåâîé çàäà÷è (0.7),(0.8) öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ áè�óðêàöèîííóþ çàäà÷ó:
vt = v − (1 + ic)v|v|2 − i(2c− ε)∆v, (2.1)

vx|x=0 = vx|x=π = vy|y=0 = vy|y=π = vz|z=0 = vz|z=π = 0. (2.2)Çäåñü (x, y, z) ∈ D1 = {0 6 x 6 π, 0 6 y 6 π, 0 6 z 6 π}, óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè âðåìåííîçàìåíåíû íà óñëîâèÿ íåïðîíèöàåìîñòè (îäíîðîäíûå óñëîâèÿ Íåéìàíà), ε � ìàëûé ïàðàìåòð.�àâåíñòâî (0.9) ïî-ïðåæíåìó çàäàåò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå è êðàåâîé çàäà÷è (2.1), (2.2). Ïðè
ε > 0 ýòîò öèêë òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü. Ïîýòîìó ñòàíîâèòñÿ îñìûñëåííîé çàäà÷à î ëîêàëüíûõ



Áè�óðêàöèÿ àâòîâîëí îáîáùåííîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ 27ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 3áè�óðêàöèÿõ äàííîãî ðåøåíèÿ. Ýòó çàäà÷ó áóäåì èññëåäîâàòü íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäàíîðìàëüíûõ �îðì, àäàïòèðîâàííîãî ê ñïåöè�èêå êðàåâîé çàäà÷è (2.1), (2.2).Èç ðåçóëüòàòîâ ï. 1 è òåîðåìû î öåíòðàëüíîì èíâàðèàíòíîì ìíîãîîáðàçèè [15�17℄ âûòåêàåò,÷òî äèíàìèêó ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (2.1), (2.2) îïðåäåëÿåò ñèñòåìà èç ÷åòûðåõ îáûêíîâåí-íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé � íîðìàëüíàÿ �îðìà. Äëÿ åå ïîñòðîåíèÿ ïîëîæèì
v(t, x, y, z) = exp(i(−ct+ ϕ))(1 + w(t, x, y, z, ε, η1 , η2, η3)). (2.3)Çäåñü ϕ = ϕ(t), ηj = ηj(t) (j = 1, 2, 3) � äåéñòâèòåëüíûå �óíêöèè t, îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùåéñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ϕ̇ = G0(η1, η2, η3, ϕ), η̇j = Gj(η1, η2, η3, ϕ), (2.4)ãäå j = 1, 2, 3, à G0, Gj äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè ñâîèõ ïåðåìåííûõ, à ïî ϕ èìåþò ïåðè-îä 2π. Íèæå îïèøåì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (2.4).Ôóíêöèþ w(t, x, y, z; ε, η1 , η2, η3) ñëåäóåò èñêàòü â âèäå
w(t, x, y, z; ε, η1 , η2, η3) = w1(x, y, z; η1, η2, η3)+

+w2(x, y, z; η1, η2, η3) + w3(x, y, z; η1, η2, η3)+

+εw0(x, y, z; η1, η2, η3) + . . . .

(2.5)Â �îðìóëå (2.5) w1, w0 � ëèíåéíûå �îðìû îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ η1, η2, η3 ñ êîý��èöè-åíòàìè, çàâèñÿùèìè îò x, y, z; w2, w3 � ñîîòâåòñòâåííî êâàäðàòè÷íàÿ è êóáè÷åñêàÿ �îðìûïåðåìåííûõ η1, η2, η3, à òî÷êàìè îáîçíà÷åíû ñëàãàåìûå, èìåþùèå áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìà-ëîñòè ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ η1, η2, η3, ε. Åñòåñòâåííî, ÷òî ýòè �óíêöèè êàê �óíêöèèïåðåìåííûõ x, y, z óäîâëåòâîðÿþò êðàåâûì óñëîâèÿì (2.2). Íàêîíåö, ìîæíî è öåëåñîîáðàçíîïîëîæèòü
G0 = β1η

2
1 + β2η

2
2 + β3η

2
3 + . . . ,

Gj = αjε+ ηj[gj1η
2
1

+ gj2η
2
2

+ gj3η
2
3
] + . . . ,ãäå òî÷êàìè êàê îáû÷íî îáîçíà÷åíû ñëàãàåìûå, èìåþùèå áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè.Ïîíÿòíî, ÷òî â ñèëó ñèììåòðèè çàäà÷è ìîæíî îòìåòèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

β1 = β2 = β3 = β, g11 = g22 = g33 = −b,

g12 = g13 = g21 = g23 = g31 = g32 = −a.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ íîðìàëüíîé �îðìû (2.4) âûïèøåì ñíà÷àëà óðàâíåíèå äëÿ�óíêöèè w(x, y, z; ε, η1, η2, η3) = w(t, x, y, z; ε) :

wt + iϕ̇(1 + w) = Aw − iε∆w − (1 + ic)(2ww + w2 + w2w), (2.6)êîòîðîå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü âìåñòå  êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2.2).Ïîäñòàâëÿÿ (2.5) â óðàâíåíèå (2.6) äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé w1, w2, w3, w0, ïîëó÷àåì ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü ñëåäóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷.Òàê, äëÿ w1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:
Aw1 = 0, (2.7)

w1x|x=0 = w1x|x=π = w1y|y=0 = w1y|y=π = w1z|z=0 = w1z|z=π = 0. (2.8)Èç ðåçóëüòàòîâ ï. 1 âûòåêàåò, ÷òî çàäà÷à (2.7), (2.8) èìååò ðåøåíèå
w1(x, y, z, η1, η2, η3) = (−c+ i)(η1 cos x+ η2 cos y + η3 cos z).



28 À.Í. Êóëèêîâ, Ä.À. ÊóëèêîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 3Äëÿ �óíêöèè w2 ïîëó÷àåì óæå íåîäíîðîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó
Aw2 = iβ(η2

1 + η2
2 + η2

3) + (1 + ic)(2w1w1 + w2
1), (2.9)

w2x|x=0 = w2x|x=π = w2y|y=0 = w2y|y=π = w2z|z=0 = w2z|z=π = 0. (2.10)Ïðèðàâíèâàÿ óæå êóáè÷åñêèå ñëàãàåìûå îòíîñèòåëüíî η1, η2, η3, �îðìèðóåì íåîäíîðîäíóþêðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ w3 :

Aw3 = iβ(η2
1

+ η2
2

+ η2
3
)w1 + (1 + ic)(2w1w2 + 2w1w2 + 2w1w2+

+w2
1w1) +

∂w1

∂η1

G1 +
∂w2

∂η2

G2 +
∂w3

∂η3

G3,
(2.11)

w3x|x=0 = w3x|x=π = w3y|y=0 = w3y|y=π = w3z|z=0 = w3z|z=π = 0. (2.12)Íàêîíåö, äëÿ w0 ïîëó÷àåì óæå ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:
Aw0 = −i∆w1 + αw1,

w0x|x=0 = w0x|x=π = w0y|y=0 = w0y|y=π = w0z|z=0 = w0z|z=π = 0.Èç óñëîâèé åå ðàçðåøèìîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî α = c. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõçàäà÷ (2.9), (2.10), (2.11), (2.12), ïîëó÷àåì, ÷òî
β = c(c2 + 1), a = 4c2(1 − c2), b =

30c4 − 9c2 + 1

6
.Èç êðàåâîé çàäà÷è (2.9), (2.10) íàõîäèì, ÷òî

w2 = −(1 + ic)(5c2 + 1)

4
(η2

1 + η2
2 + η2

3)+

+(
3c2 − 1

12
− i

9c2 + 1

24c
)(η2

1 cos 2x+ η2
2 cos 2y + η2

3 cos 2z)+

+(3c2 − 1 − 4ci)[η1η2 cos x cos y + η1η3 cos x cos z + η2η3 cos y cos z].Â ðàìêàõ ïðèíÿòîé àñèìïòîòèêè íåò íåîáõîäèìîñòè âûïèñûâàòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ w3.Èòàê, íîðìàëüíàÿ �îðìà ïðèîáðåòàåò âèä
ϕ̇ = β(η2

1 + η2
2 + η2

2), η̇1 = η1[εc− (bη2
1 + aη2

2 + aη2
3)],

η̇2 = η2[εc− (aη2
1 + bη2

2 + aη2
3)], η̇3 = η3[εc− (aη2

1 + aη2
2 + bη2

3)],
(2.13)à ÿâíûå �îðìóëû äëÿ a, b, β, α áûëè óêàçàíû âûøå. Ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.13)âûïèñàíû ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ, èìåþùèõ áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî ñîâîêóïíî-ñòè ïåðåìåííûõ ε, η1, η2, η3.� 3. Àíàëèç íîðìàëüíîé �îðìûÂ ñèñòåìå (2.13) ïîëîæèì

η1 =
√
ε
√
c
√
ρ1, η2 =

√
ε
√
c
√
ρ2, η3 =

√
ε
√
c
√
ρ3,ñ÷èòàÿ, ÷òî ηj > 0, ρj > 0, ε ∈ [0; ε0], j = 1, 2, 3. Ïîñëå çàìåíû âðåìåíè τ = 2εct ìîæíîïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó èç ÷åòûðåõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ρ′1 = ρ1 − ρ1(bρ1 + aρ2 + aρ3), ρ′2 = ρ2 − ρ2(aρ1 + bρ2 + aρ3),

ρ′
3

= ρ3 − ρ3(aρ1 + aρ2 + bρ3), ϕ′ =
β

2
(ρ1 + ρ2 + ρ3),

(3.1)



Áè�óðêàöèÿ àâòîâîëí îáîáùåííîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ 29ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 3ãäå øòðèõîì îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî τ, à ïðàâûå ÷àñòè (3.1) âûïèñàíû ñ òî÷íîñòüþ O(
√
ε).Ïðè ýòîì ãëàâíóþ ðîëü äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà çàäà÷è èãðàåò àíàëèç çàìêíóòîé ñèñòåìûäëÿ àìïëèòóäíûõ ïåðåìåííûõ

ρ′1 = ρ1(1 − (bρ1 + aρ2 + aρ3)),

ρ′2 = ρ2(1 − (aρ1 + bρ2 + aρ3)),

ρ′
3

= ρ3(1 − (aρ1 + aρ2 + bρ3)).

(3.2)Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ïîëåçíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè âñåõ c ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
b =

30c4 − 9c2 + 1

6
> 0, a+ b =

6c4 + 15c2 + 1

6
> 0.Ñèñòåìà (3.2) èìååò íåíóëåâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ òðåõ òèïîâ:

1)E1 : ρ1 =
1

b
, ρ2 = ρ3 = 0; E2 : ρ2 =

1

b
, ρ1 = ρ3 = 0; E3 : ρ3 =

1

b
, ρ1 = ρ2 = 0;

2)E4 : ρ1 = ρ2 =
1

b+ a
, ρ3 = 0; E5 : ρ1 = ρ3 =

1

b+ a
, ρ2 = 0;

E6 : ρ2 = ρ3 =
1

b+ a
, ρ1 = 0; 3)E7 : ρ1 = ρ2 = ρ3 =

1

b+ 2a
.Ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ Ej (j = 1, . . . , 6) ñóùåñòâóþò âñåãäà, à E7 � ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-ìåòðà c, êîãäà b+ 2a > 0. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïðè

c ∈ (0; c1), c1 ≈ 1.480544.Çäåñü è íèæå ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî c > 0.Ëåììà 5. Ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ E1,E2,E3 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû, åñëè
b − a < 0, (3.3)è íåóñòîé÷èâû ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà
b − a > 0. (3.4)Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ñëåäóåò ëèíåàðèçîâàòü ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéíà èññëåäóåìîì íà óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ. Ñòàíäàðòíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò,÷òî íåðàâåíñòâî (3.3) âûïîëíåíî ïðè c ∈ (c2; c3), ãäå c2 ≈ 0.179, c3 ≈ 0.761.Ëåììà 6. Ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ E4,E5,E6 âñåãäà íåóñòîé÷èâû.Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç òîãî �àêòà, ÷òî ïîñëå ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìû(3.3) íà äàííûõ ñîñòîÿíèÿõ ðàâíîâåñèÿ ïîëó÷àåì ìàòðèöû, ó êîòîðûõ ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðàâíû

λ1 =
b− a

a+ b
, λ2 =

a− b

a+ b
, λ3 = −1 (λ1λ2 < 0).Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ.Ëåììà 7. Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ E7 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè âûïîëíåíî íåðà-âåíñòâî (3.4), è íåóñòîé÷èâî, åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.3).



30 À.Í. Êóëèêîâ, Ä.À. ÊóëèêîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 3Èòàê, ïðè c ∈ (0; c2) ∪ (c3; c1) ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ E7 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, à ïðè
c ∈ (c2; c3) íåóñòîé÷èâî. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè c = c2, c = c3 (a = b) ñèñòåìà äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.2) èìååò êîíòèíóóì ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, êîîðäèíàòû êîòîðûõóäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ρ1 + ρ2 + ρ3 = 1/b, ρ1, ρ2, ρ3 > 0.Ïóñòü òåïåðü ε < 0 (ε ∈ [−ε0; 0)). Àíàëîãè÷íûå çàìåíû

η1 =
√
−ε

√
c
√
ρ1, η2 =

√
−ε

√
c
√
ρ2, η3 =

√
−ε

√
c
√
ρ3,ãäå ρ1, ρ2, ρ3 > 0 è çàìåíà âðåìåíè τ = −2εct ïðèâîäÿò ê ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé

ρ′
1

= −ρ1 − ρ1(bρ1 + aρ2 + aρ3), ρ
′

2
= −ρ2 − ρ2(aρ1 + bρ2 + aρ3),

ρ′3 = −ρ3 − ρ3(aρ1 + aρ2 + bρ3), ϕ
′ =

β

2
(ρ2

1 + ρ2
2 + ρ2

3).

(3.5)Ïîíÿòíî, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî òèïà îòñóòñòâóþò. Ñîñòîÿíèå ðàâíî-âåñèÿ E7 : ρ1 = ρ2 = ρ3 = −1/(b+2a) ñóùåñòâóåò, åñëè b+2a < 0 (c > c1), íî îíî íåóñòîé÷èâî.Äëÿ �îðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà, êàñàþùåãîñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (2.1), (2.2),ïîëåçíî ââåñòè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü ρ1, ρ2, ρ3 � êîîðäèíàòû îäíîãî èç ñîñòîÿíèéðàâíîâåñèÿ Ej (j = 1, . . . , 7). Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå íàáîðû òðîåê êîîðäèíàò:
Θ = (Θ1,Θ2,Θ3) = (±√

cρ1,±
√
cρ2,±

√
cρ3). (3.6)Âûáîð çíàêà ïðîèçâîëåí. Ïóñòü c 6= c1, c 6= c2, c 6= c3.Òåîðåìà 1. Ïðè ε ∈ [−ε; ε], ãäå ε0 � äîñòàòî÷íî ìàëî, êàæäîìó íàáîðó ÷èñåë (3.6) ñîîò-âåòñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.1), (2.2), îïðåäåëÿåìîå àñèìïòîòè÷åñêîé�îðìóëîé

v(t, x, y, z,Θ, ε) = exp(i(−ct+ εβΘt))×

×{1 +
√
ε(−c+ i)[Θ1 cos x+ Θ2 cos y + Θ3 cos z]+

+ε[−(1 + ic)(5c2 + 1)

4
(Θ2

1 + Θ2
2 + Θ2

3)+

+(
3c2 − 1

12
− i

9c2 + 1

24c
)(Θ2

1 cos 2x+ Θ2
2 cos 2y + Θ2

3 cos 2z)+

+(3c2 − 1 − 4ci)(Θ1Θ2 cos z cos y + Θ1Θ3 cosx cos z + Θ2Θ3 cos y cos z)]},ãäå βΘ = β(Θ2
1 + Θ2

2 + Θ2
3).Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, îïðåäåëÿåìîå òðîéêîé ÷èñåë Θ = (Θ1,Θ2,Θ3), óñòîé÷èâî, åñ-ëè àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(3.2) ( èëè (3.5) ) , îïðåäåëÿåìîå êîîðäèíàòàìè ρ1, ρ2, ρ3 è îíî íåóñòîé÷èâî, åñëè ïîðîæäà-åòñÿ íåóñòîé÷èâûì ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (3.2) ( èëè (3.5) ).Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ, èçëîæåííûõ â [12℄. Êðàåâàÿ çàäà÷à (2.1),(2.2) âõîäèò â òîò êëàññ çàäà÷, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â îñíîâíîé áè�óðêàöèîííîé òåîðåìå.Ïîíÿòíî, ÷òî êàæäîìó èç ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ E1, E2, E3 ñîîòâåòñòâóþò 2 öèêëà, êîòî-ðûå óñòîé÷èâû ïðè c ∈ (c1; c2). Êàæäîìó èç ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ E4, E5, E6 ñîîòâåòñòâóþòïî 4 íåóñòîé÷èâûõ öèêëà êðàåâîé çàäà÷è (2.1), (2.2). Íàêîíåö, ïðè c ∈ (0; c1) ∪ (c2; c3) ñîñòîÿ-íèþ ðàâíîâåñèÿ E7 ñîîòâåòñòâóåò óæå 8 óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíîéêðàåâîé çàäà÷è, à ïðè c ∈ (c1; c2) � 8 íåóñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.Èçó÷åíèå âñïîìîãàòåëüíîé êðàåâîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ, åñëèñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå �èíçáóðãà�Ëàíäàó ðàññìàòðèâàòü ñ óñëîâèÿìè íåïðîíèöàåìîñòè.�åçóëüòàòû ýòîé ÷àñòè ðàáîòû áûëè â ñîêðàùåííîì âèäå äîëîæåíû íà êîí�åðåíöèè ¾ÒðåòüèÊóðäþìîâñêèå ÷òåíèÿ: Ñèíåðãåòèêà â åñòåñòâåííûõ íàóêàõ¿ [18℄.



Áè�óðêàöèÿ àâòîâîëí îáîáùåííîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ 31ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 3� 4. Îñíîâíîé ðåçóëüòàòÂîçâðàòèìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ êðàåâîé çàäà÷è (0.7), (0.8). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäîåðåøåíèå v(t, x, y, z; Θ, ε) âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (2.1), (2.2) ìîæåò áûòü äîñòðîåíî è äî ðåøå-íèÿ (0.7), (0.8). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî äîîïðåäåëèòü v(t, x, y, z; Θ, ε) ïî ÷åòíîñòè íà îòðåçîê
[−π; 0] ïî êàæäîé èç ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x, y, z, à çàòåì ïîëó÷åííóþ �óíêöèþäîîïðåäåëèòü íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü ïî êàæäîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé ïåðèîäè÷åñêèìîáðàçîì.Ôîðìóëà (0.6) ïîçâîëÿåò íàì ïîñòðîèòü ðåøåíèÿ îñíîâíîé êðàåâîé çàäà÷è (0.3), (0.4) ïðè
d = 2c− ε (|ε| ≪ 1) :

u(t, x, y, z; Θ, ε) = exp(i[(−c + εβΘ + d(k2 +m2 + n2))t+ kx+my + nz])×

×{1 +
√
ε(−c+ i)[Θ1 cos(x+ 2dkt+ ψ1) + Θ2 cos(y + 2dmt + ψ2)+

+Θ3 cos(z + 2dnt+ ψ3)] + ε[−(1 + 5c2)(1 + ic)

4
(Θ2

1 + Θ2
2 + Θ2

3)+

+(
3c2 − 1

12
− i

9c2 + 1

24c
)(Θ2

1 cos(2x+ 8ckt+ 2ψ1)+

+Θ2
2 cos(2y + 8cmt+ 2ψ2) + Θ2

3 cos(2z + 8cnt+ 2ψ3))+

+(3c2 − 1 − 4ci)[Θ1Θ2 cos(x+ 4ckt+ ψ1) cos(y + 4cmt+ ψ2)+

+Θ1Θ3 cos(x+ 4ckt+ ψ1) cos(z + 4cnt+ ψ3)+

+Θ2Θ3 cos(y + 4cmt+ ψ2) cos(z + 4cnt+ ψ3)]]} + o(ε).

(4.1)

Çäåñü ψ1, ψ2, ψ3 ∈ R, k,m, n ∈ Z. Ýòè ïîñòðîåíèÿ äàþò îñíîâàíèå çàêëþ÷èòü, ÷òî ñïðàâåäëèâîóòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 2. Êàæäîìó öèêëó âñïîìîãàòåëüíîé êðàåâîé çàäà÷è (2.1), (2.2) ñîîòâåòñòâóåòèíâàðèàíòíûé òîð êðàåâîé çàäà÷è (0.3), (0.4) ñ íàñëåäîâàíèåì ñâîéñòâ óñòîé÷èâîñòè.Îòñþäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ E1, E2, E3 íîðìàëüíîé �îðìû ñîîòâåò-ñòâóåò ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî äâóìåðíûõ òîðîâ T2. Ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ E4, E5, E6 óæå ñîîò-âåòñòâóåò ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî òðåõìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ òîðîâ T3. Íàêîíåö, ñîñòîÿíèþ ðàâíî-âåñèÿ E7 ñîîòâåòñòâóåò ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî èíâàðèàíòíûõ òîðîâ ðàçìåðíîñòè 4. Îòìåòèì, ÷òîíà ñàìîì äåëå T4 = T1 × T3, à äëÿ òîðà T3 õàðàêòåðíà ðåçîíàíñíàÿ äèíàìèêà, ñîãëàñíî òåð-ìèíîëîãèè ìîíîãðà�èè [19℄, íî â öåëîì �óíêöèÿ (4.1) ìîæåò áûòü ïåðèîäè÷åñêîé ïî t ëèøüâ èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå, à â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ îíà áóäåò ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêîé.� 5. Âûâîäû èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâÂî-ïåðâûõ, ïðè c ∈ (c1; c3) êðàåâàÿ çàäà÷à (0.3), (0.4) ïðè d = 2c−ε èìååò ñ÷åòíîå ÷èñëî àò-òðàêòîðîâ. Îíè îäíîòèïíû, ïðè c ∈ (0; c1)∪(c2; c3) ýòî ÷åòûðåõìåðíûå òîðû, ïðè c ∈ (c2; c3) �äâóìåðíûå òîðû. Äàííûé âûâîä îçíà÷àåò, ÷òî â èçó÷àåìîé çàäà÷å ðåàëèçóåòñÿ �åíîìåí áó�åð-íîñòè [20℄, òî åñòü óòî÷íåííûé âàðèàíò ìóëüòèñòàáèëüíîñòè. Ñõîæàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî ïðèðàññìîòðåíèè êðàåâîé çàäà÷è (0.3), (0.4) äëÿ ñëó÷àÿ îäíîãî è äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåí-íûõ. Â ñëó÷àå îäíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ïåðåìåííîãî áè�óðöèðóþò òîëüêî äâóìåðíûå òîðû,à âî âòîðîì èç íèõ � òîðû ðàçìåðíîñòè 2 è 3 [9�11℄.Âî-âòîðûõ, äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (0.3), (0.4) âîçìîæåí êàê âàðèàíò ¾ìÿãêîãî¿ âîçáóæäåíèÿêîëåáàíèé (ïðè c ∈ (c1; c3) ), òàê è âàðèàíò ¾æåñòêîãî¿ âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé ïðè (c > c3).



32 À.Í. Êóëèêîâ, Ä.À. ÊóëèêîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 3Ýòî ïåðâûé âûâîä, êîòîðûé õàðàêòåðåí ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò.Ïðè ìåíüøåì èõ ÷èñëå âîçìîæíî ëèøü ìÿãêîå âîçáóæäåíèå êîëåáàíèé.Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè îïèðàòüñÿ íà ðàññìîòðåííûé âàðèàíò óðàâíåíèÿ �èíçáóðãà�Ëàíäàó, òî ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ îäèí èç ñöåíàðèåâ ïåðåõîäà ê õàîñó (òóðáóëåíòíîñòè), êîãäàïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà d (óâåëè÷åíèè ÷èñëà �åéíîëüäñà â ãèäðîäèíàìèêå) ìîæåò ðåàëè-çîâàòüñÿ òîò ïåðåõîä, êîòîðûé ñåé÷àñ ïðèíÿòî íàçûâàòü ¾âíåçàïíûì¿, ¾äèêèì¿, ¾áûñòðûì¿ [7℄.Íàêîíåö, íàëè÷èå óñòîé÷èâûõ òîðîâ ðàçìåðíîñòè 4 ïîçâîëèëî îáíàðóæèòü ðåæèìû êîëå-áàíèé ñ îáîñòðåíèåì, òî åñòü êîãäà ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû ðåçêî îòëè÷àþòñÿ îò ñðåäíåéâåëè÷èíû, à øèðèíà ýòèõ âñïëåñêîâ îòíîñèòåëüíî ìàëà. Ýòîò âûâîä óäàëîñü ñäåëàòü ¾ïî÷òè¿àíàëèòè÷åñêè íà îñíîâå ëèøü àíàëèçà àñèìïòîòè÷åñêèõ �îðìóë èç òåîðåìû 2. Íà ðèñ. 1, 2ïðèâåäåíû ãðà�èêè �óíêöèè f(x) = |u(tp, x, x, x,Θ, ε)|. Îíè âûïîëíåíû ïðè k = 3,m = 5,
n = 7, ψ1 = ψ2 = ψ3 = 0, t1 = 10.1, t2 = 30.0. Èíäåêñ ó t ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó ðèñóíêà. Íàðèñ. 3, 4 � ãðà�èê òîé æå �óíêöèè, íî ïðè k = 113,m = 211, n = 501, t3 = 10.2, t4 = 30.2 èïðè òåõ æå ψ1, ψ2, ψ3. Íà ðèñ. 5, 6 ïðèâåäåíû ãðà�èêè �óíêöèè f(x) = |u(tp, x, x, x,Θ, ε)| ïðè
k = 3,m = 5, n = 7, ψ1 = 0, ψ2 = 2.5, ψ3 = 0, t5 = 0, t6 = 20.3. Íàêîíåö, íà ðèñ. 7, 8 ãðà�èêèòîé æå �óíêöèè ÷òî è íà ïåðâûõ øåñòè ðèñóíêàõ, íî ïðè k = 31,m = 53, n = 201, ψ1 = 0,
ψ2 = 2.5, ψ3 = 0.3, t7 = 10.1, t8 = 30.3. Çäåñü è íèæå ε = 25 × 10−6, c = 1.4805, x ∈ [−π;π].Íà ðèñ. 9, 10 ïðèâåäåíû ãðà�èêè g(t) = |u(t, 0, 0, 0;Θ, ε)|. Íà ðèñ. 9 ýòîò ãðà�èê âûïîëíåíäëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà k = 3,m = 5, n = 7, à íà ðèñ. 10 äëÿ k = 113,m = 211, n = 501. Â îáîèõñëó÷àÿõ ðàññìàòðèâàåòñÿ |u(t, x, y, z; Θ, ε)|, òàê êàê èìåííî îí íåñåò îáû÷íî îñíîâíîé �èçè÷å-ñêèé ñìûñë. Íàïðèìåð, â òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè, ãäå |u(t, x, y, z; Θ, ε)|2 èçìåðÿåò âåëè÷èíóñâåðõïðîâîäèìîñòè.Äàæå ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ k,m, n íàáëþäàåì áûñòðîîñöèëëèðóþùèå êîëåáàíèÿ.Èç ðèñóíêîâ, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèõ �îðìóë âèäíî, ÷òî ýíåðãèÿ íà êàæäîì èç òîðîâ âîç-ðàñòàåò ñî ñêîðîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé ñóììîé k2 +m2 + n2. Ïîäîáíûå ñèòóàöèè èíîãäà êâàëè-�èöèðóþò êàê íàëè÷èå âîçìîæíîñòè ¾ãðàäèåíòíîé êàòàñòðî�û¿.
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