
ÂÅÑÒÍÈÊ ÓÄÌÓ�ÒÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 3ÓÄÊ 517.995.8, 532.529.2© Ñ.Á. ÊîçèöêèéÀÌÏËÈÒÓÄÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÄËß Ò�ÅÕÌÅ�ÍÎÉ ÁÈÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÎÉÊÎÍÂÅÊÖÈÈ Â ÎÊ�ÅÑÒÍÎÑÒÈ ÒÎ×ÅÊ ÁÈÔÓ�ÊÀÖÈÈ ÕÎÏÔÀ�àññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíàÿ áèäè��óçèîííàÿ êîíâåêöèÿ â áåñêîíå÷íîì ïëîñêîì ñëîå íåñæèìàåìîéæèäêîñòè â îêðåñòíîñòè òî÷åê áè�óðêàöèè Õîï�à. Ìåòîäîì ìíîãîìàñøòàáíûõ ðàçëîæåíèé âûâåäåíàñèñòåìà àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ âàðèàöèé àìïëèòóäû êîíâåêòèâíûõ ÿ÷ååê êâàä-ðàòíîãî òèïà. Óäåëåíî âíèìàíèå âçàèìîäåéñòâèþ êîíâåêöèè ñ ãîðèçîíòàëüíûì âèõðåì. Îáñóæäàþòñÿðàçëè÷íûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ïîëó÷èâøèõñÿ óðàâíåíèé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: áèäè��óçèîííàÿ êîíâåêöèÿ, òåðìîõàëèííàÿ êîíâåêöèÿ, àìïëèòóäíûå óðàâíåíèÿ, ìå-òîä ìíîãîìàñøòàáíûõ ðàçëîæåíèé.ÂâåäåíèåÔèçè÷åñêèå ñèñòåìû, â êîòîðûõ ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò êîíâåêöèÿ, îáóñëîâëåííàÿ äâîé-íîé äè��óçèåé, ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ïðèðîäå. Â òàêèõ ñèñòåìàõ ïðèñóòñòâóþò äâå êîìïîíåí-òû, êîý��èöèåíòû äè��óçèè êîòîðûõ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû. Ýòî ìîãóò áûòü òåïëî è ñîëüâ ìîðñêîé âîäå, òåïëî è ãåëèé â çâåçäíûõ àòìîñ�åðàõ ëèáî äâà ðåàãåíòà â õèìè÷åñêîì ðåàê-òîðå. Â ðåçóëüòàòå ðàçëè÷íîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ êîìïîíåíò â ïîëå ñèëûòÿæåñòè âîçíèêàåò êîíâåêöèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå �îðìû è ïðèâîäèòü ê ðàç-íîîáðàçíûì ÿâëåíèÿì [1℄. Øèðîêî èçâåñòíû, íàïðèìåð, ñîëåâûå ïàëüöû, âîçíèêàþùèå â ïîäñî-ëåííîé è ïîäîãðåòîé ñâåðõó âîäå. Ïîíÿòíî, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ áèäè��óçèîííîéêîíâåêöèè, ñêàæåì, â îêåàíå, ìîãóò áûòü ïðèìåíèìûìè è äëÿ áèäè��óçèîííîé êîíâåêöèè âàñòðî�èçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ èëè â õèìè÷åñêîì ðåàêòîðå.Áèäè��óçèîííàÿ (òåðìîõàëèííàÿ) êîíâåêöèÿ èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ïðîöåññàõ òåïëî-ìàññîïåðåíîñà â îêåàíå è òàêæå ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ðàçëè÷íûå ìåëêîìàñøòàáíûå ïðîöåññû,íàïðèìåð, íà �îðìèðîâàíèå òîíêîé âåðòèêàëüíîé òåðìîõàëèííîé ñòðóêòóðû [2℄. Ïîäîáíûå �å-íîìåíû íà íàñòîÿùèé ìîìåíò èçó÷åíû íåäîñòàòî÷íî õîðîøî. Îäíèì èç ý��åêòèâíûõ ñïîñîáîâèññëåäîâàíèÿ ýòèõ ÿâëåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ïðîñòûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, â îñíîâå êî-òîðûõ ëåæèò âûâîä òàê íàçûâàåìûõ àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì ìíîãîìàñøòàáíûõ ðàç-ëîæåíèé. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ãðîìîçäêèõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ è îáû÷íî âûâîäèòèññëåäîâàòåëÿ íà íåïîñðåäñòâåííûé �èçè÷åñêèé ñìûñë òîãî èëè èíîãî ÿâëåíèÿ.Â ëèòåðàòóðå ñóùåñòâóþò ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå òåîðåòè÷åñêèì ìîäåëÿìñèñòåì ñ áèäè��óçèîííîé êîíâåêöèåé. Â 80�90-å ãã. ïîÿâèëñÿ ðÿä ðàáîò, â êîòîðûõ èçó÷àåòñÿïðîöåññ �îðìèðîâàíèÿ ñòðóêòóð â îêðåñòíîñòè òî÷åê áè�óðêàöèè Õîï�à äëÿ òðàíñëÿöèîííî-èíâàðèàíòíûõ ïî ãîðèçîíòàëè ñèñòåì. Îñöèëëÿöèè â òàêèõ ñèñòåìàõ ìîãóò ïðèâåñòè ê âîçíèê-íîâåíèþ ðàçëè÷íûõ òèïîâ âîëí (íàïðèìåð, ñòîÿ÷èõ, áåãóùèõ, ìîäóëèðîâàííûõ, õàîòè÷åñêèõ),êîòîðûå õîðîøî îïèñûâàþòñÿ â ðàìêàõ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ �èíçáóðãà�Ëàíäàó [3, 4℄. Âèäýòèõ óðàâíåíèé ÷àñòî ïîñòóëèðóåòñÿ èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé (òèïà ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè);ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîý��èöèåíòû â íèõ äîëæíû áûòü âûâåäåíû àñèìïòîòè÷åñêèìè ìåòî-äàìè èç èñõîäíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâàþùèõ êîíêðåòíóþ �èçè÷åñêóþñèñòåìó. Îäíàêî ïîëíûé è îáîñíîâàííûé âûâîä àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñèñòåì ñ áèäè�-�óçèîííîé êîíâåêöèåé ïîêà ñëàáî ïðåäñòàâëåí â ëèòåðàòóðå. Îò÷àñòè ýòî ìîæåò îáúÿñíÿòüñÿñðàâíèòåëüíî áîëüøèì îáúåìîì âûêëàäîê, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñòðîãîãî âûâîäà óðàâíåíèé è �îð-ìóë äëÿ èõ êîý��èöèåíòîâ. À ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ àìïëèòóäíûì óðàâíåíèÿì äëÿ òðåõìåðíîéáèäè��óçèîííîé êîíâåêöèè, àâòîðó íàéòè ïîêà íå óäàëîñü.



Àìïëèòóäíûå óðàâíåíèÿ äëÿ òðåõìåðíîé áèäè��óçèîííîé êîíâåêöèè 47ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 3Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âûâîä àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé äëÿ òðåõìåðíîé áèäè�-�óçèîííîé êîíâåêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷åê áè�óðêàöèè Õîï�à. Ïîñëåäíÿÿ õàðàêòåðíà äëÿðàññìàòðèâàåìîé �èçè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñëàõ �ýëåÿ, ÷òî èìååò ìåñòîâ áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, âàæíûõ äëÿ îêåàíîëîãèè. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñëó÷àéêâàäðàòíûõ êîíâåêòèâíûõ ÿ÷ååê, êàê íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ â çàäà÷àõ êîíâåêöèè [5℄,íàèáîëåå ïðîñòîé ñ òî÷êè çðåíèÿ îáúåìà âûêëàäîê.� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå óðàâíåíèÿ�àññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíàÿ òåðìîõàëèííàÿ êîíâåêöèÿ â ñëîå âîäû òîëùèíîé h, îãðàíè-÷åííîì äâóìÿ áåñêîíå÷íûìè ïëîñêèìè ãîðèçîíòàëüíûìè ãðàíèöàìè, ïîäîãðåâàåìîì è ïîäñà-ëèâàåìîì ñíèçó. Èñõîäíûìè â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè äëÿ æèäêîéñìåñè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè [6℄:
∂tv + (v∇)v = −ρ−1∇p + ν∆v + g,

∂tT + (v∇)T = χ∆T,

∂tS + (v∇)S = D∆S,

div v = 0.Çäåñü v(t, x, y, z) � ïîëå ñêîðîñòåé æèäêîñòè; T (t, x, y, z) � òåìïåðàòóðà; S(t, x, y, z) �êîíöåíòðàöèÿ ñîëè; p(t, x, y, z) � äàâëåíèå; ρ(t, x, y, z) � ïëîòíîñòü æèäêîñòè; g � óñêîðåíèåñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ; ν � êîý��èöèåíò âÿçêîñòè æèäêîñòè; χ � êîý��èöèåíò òåìïåðàòóðî-ïðîâîäíîñòè æèäêîñòè; D � êîý��èöèåíò äè��óçèè ñîëè. Èñïîëüçóþòñÿ ãîðèçîíòàëüíûå xè y, à òàêæå âåðòèêàëüíàÿ z ïðîñòðàíñòâåííûå ïåðåìåííûå; âðåìÿ îáîçíà÷åíî ÷åðåç t.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåííûå èñòî÷íèêè òåïëà è ñîëè îòñóòñòâóþò. Íà âåðõíåé èíèæíåé ãðàíèöàõ îáëàñòè ïîääåðæèâàþòñÿ ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóð è ñîëåíîñòåé,÷òî ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîìó ïî âåðòèêàëè è íå çàâèñÿùåìó îò âðåìåíè îñíîâíîìó ðàñïðåäåëå-íèþ ýòèõ âåëè÷èí. Ñóùåñòâóåò äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ òèïà òåðìîõàëèííîé êîíâåêöèè:ïàëüöåâàÿ [7℄, êîãäà áîëåå òåïëàÿ è ñîëåíàÿ âîäà íàõîäèòñÿ ó âåðõíåé ãðàíèöû îáëàñòè, è äè�-�óçèîííàÿ, êîãäà òåìïåðàòóðà è ñîëåíîñòü áîëüøå ó íèæíåé ãðàíèöû [1℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòåðàññìàòðèâàåòñÿ âòîðîé òèï.Âûäåëèì â êà÷åñòâå îòäåëüíîãî ÷ëåíà ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå:
ρ(x, y, z, t) = ρ0(z) + ρ′(x, y, z, t), P (x, y, z, t) = P0(z) + P ′(x, y, z, t),

T (x, y, z, t) = T0(z) + T ′(x, y, z, t), S(x, y, z, t) = S0(z) + S′(x, y, z, t).Ïðåîáðàçóåì ÷ëåíû ñ ïëîòíîñòüþ è äàâëåíèåì â äóõå ïðèáëèæåíèÿ Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà, ñòàí-äàðòíîãî äëÿ çàäà÷ êîíâåêöèè [6℄:
− 1

ρ0 + ρ′
(P0 + P ′)z − g = −P ′

z

ρ0
+ gα′T ′(x, y, z, t) − gγ′S′(x, y, z, t),ãäå α′ è γ′ � òåìïåðàòóðíûé è ñîë¼íîñòíûé êîý��èöèåíòû îáúåìíîãî ðàñøèðåíèÿ. Äàëååáóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ρ0 ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, ðàâíîé ïëîòíîñòè æèäêîñòè íà ñðåäíåì óðîâíåïî ãëóáèíå. Òåìïåðàòóðà è ñîëåíîñòü â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ çàïèøóòñÿ òàê:

T0(z) = T+ − (T+ − T−)zh−1 = T+ − T∆zh−1 , T∆ = T+ − T− ,

S0(z) = S+ − (S+ − S−)zh−1 = S+ − S∆zh−1 , S∆ = S+ − S− .Çäåñü ÷åðåç T+ è T−, à òàêæå ÷åðåç S+ è S− îáîçíà÷åíû çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóð è ñîë¼íîñòåéíà íèæíåé (+) è âåðõíåé (−) ãðàíèöàõ îáëàñòè ñîîòâåòñòâåííî.Ââåäåì ñëåäóþùèå åäèíèöû èçìåðåíèÿ äëÿ âñåõ �èãóðèðóþùèõ â óðàâíåíèÿõ âåëè÷èí: äëÿäëèíû, âðåìåíè, ñêîðîñòè, äàâëåíèÿ, òåìïåðàòóðû è ñîëåíîñòè ýòî áóäóò ñîîòâåòñòâåííî h,
h2/χ, χ/h, ρ0χ

2/h2, T∆, S∆, ãäå T∆ è S∆ � ðàçíîñòè òåìïåðàòóð è ñîëåíîñòåé íà ãðàíèöàõ



48 Ñ.Á. ÊîçèöêèéÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 3ñëîÿ. Ïðîâåäåì îáåçðàçìåðèâàíèå èñõîäíûõ óðàâíåíèé ñ ó÷åòîì ïðèáëèæåíèÿ Áóññèíåñêà èâèäà ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ.Îáåçðàçìåðåííûå ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà æèäêîé ÷àñòèöû, òåì-ïåðàòóðû è ñîëåíîñòè ïðèîáðåòàþò ñëåäóþùèé âèä [3, 8℄:
ut + (uux + vuy + wuz) = −px + σ∆u,

vt + (uvx + vvy + wvz) = −py + σ∆v,

wt + (uwx + vwy + wwz) = −pz + σ∆w + σRT θ − σRSξ,

θt + (uθx + vθy + wθz) − w = ∆θ,

ξt + (uξx + vξy + wξz) − w = τ∆ξ,

ux + vy + wz = 0.

(1.1)
Çäåñü ââåäåíû: σ = ν/χ � ÷èñëî Ïðàíäòëÿ ( σ ≈ 7.0 ), τ = D/χ � ÷èñëî Ëüþèñà ( 0 < τ < 1,îáû÷íî τ = 0.01 − 0.1 ), RT = (gα′h3/χν)T∆ � òåìïåðàòóðíîå è RS = (gγ′h3/χν)S∆ � ñîëå-íîñòíîå ÷èñëà �ýëåÿ.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ âûáåðåì íóëåâûìè, ÷òî îçíà÷àåò ïîñòî-ÿííóþ òåìïåðàòóðó è ñîëåíîñòü íà ãðàíèöàõ îáëàñòè, îáðàùåíèå â íóëü âèõðÿ íà ãðàíèöàõ,à òàêæå íåïðîíèöàåìîñòü ãðàíèö:

uz = vz = w = θ = ξ = 0 ïðè z = 0, 1.Ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ëèòåðàòóðå îáû÷íî íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè ñî ñâîáîäíûì ñêîëü-æåíèåì èëè ïðîñòî ñâîáîäíûìè, òàê êàê ãîðèçîíòàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè íà ãðàíèöå íåîïðåäåëåíà. Íåñìîòðÿ íà íåêîòîðóþ èñêóññòâåííîñòü ïîäîáíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ñ÷èòàåòñÿ[9, 10℄, ÷òî îíè õîðîøî ïîäõîäÿò äëÿ îïèñàíèÿ êîíâåêöèè âî âíóòðåííèõ ñëîÿõ æèäêîñòè è íåìåíÿþò ñóùåñòâåííî êðèòåðèè âîçíèêíîâåíèÿ êîíâåêòèâíîé íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ èññëåäóåìîãîêëàññà ñèñòåì [9℄.� 2. Âûâîä àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé2.1. Îáùàÿ ñõåìà ðàçëîæåíèÿ�àññìîòðèì óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè ñ äâîéíîé äè��óçèåé â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êèáè�óðêàöèè, òåìïåðàòóðíîå è ñîëåíîñòíîå ÷èñëà �ýëåÿ äëÿ êîòîðîé îáîçíà÷åíû ÷åðåç R∗

Tè R∗

S ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëà �ýëåÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
RT = R∗

T (1 + ε2rT ), RS = R∗

S(1 + ε2rS).Çíà÷åíèÿ rT è rS ïîðÿäêà åäèíèöû, à ìàëûé ïàðàìåòð ε ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî äàëåêî îòòî÷êè áè�óðêàöèè íàõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà. Äëÿ âûâîäà àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèéáóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîäíîé [11, 12, 13℄. Ââåäåì ìåäëåííûå ïåðåìåííûå
T1 = εt , T2 = ε2t , X1 = εx , Y1 = εy .Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííûì ìåòîäîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàâèñèìûå ïåðåìåííûå òåïåðü çà-âèñÿò îò t, T1, T2, x, y, z, X1, Y1, êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Çàìåíèì òàêæåïðîèçâîäíûå â óðàâíåíèÿõ (1.1) íà ïðîäîëæåííûå ïî ïðàâèëàì:

∂t → ∂t + ε∂T1
+ ε2∂T2

, ∂x → ∂x + ε∂X1
, ∂y → ∂y + ε∂Y1

.



Àìïëèòóäíûå óðàâíåíèÿ äëÿ òðåõìåðíîé áèäè��óçèîííîé êîíâåêöèè 49ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 3Òîãäà óðàâíåíèÿ (1.1) çàïèøóòñÿ òàê:
ut + (uux + vuy + wuz) + px − σ∆u =

= −ε[uT1
+ uuX1

+ vuY1
+ pX1

− 2σ(uxX1
+ uyY1

)] + ε2[σ(∂2
X1

+ ∂2
Y1

)u − uT2
] ,

vt + (uvx + vvy + wvz) + py − σ∆v =

= −ε[vT1
+ uvX1

+ vvY1
+ pY1

− 2σ(vxX1
+ vyY1

)] + ε2[σ(∂2
X1

+ ∂2
Y1

)v − vT2
] ,

wt + (uwx + vwy + wwz) + pz − σ∆w − σRT θ + σRSξ =

= −ε[wT1
+ uwX1

+ vwY1
− 2σ(wxX1

+ wyY1
)]+

+ ε2[σ(∂2
X1

+ ∂2
Y1

)w − wT2
+ σrT θ − σrSξ] ,

θt + (uθx + vθy + wθz) − w − ∆θ =

= −ε[θT1
+ uθX1

+ vθY1
− 2(θxX1

+ θyY1
)] + ε2[(∂2

X1
+ ∂2

Y1
)θ − θT2

] ,

ξt + (uξx + vξy + wξz) − w − τ∆ξ =

= −ε[ξT1
+ uξX1

+ vξY1
− 2τ(ξxX1

+ ξyY1
)] + ε2[τ(∂2

X1
+ ∂2

Y1
)ξ − ξT2

] ,

ux + vy + wz = −ε(uX1
+ vY1

).

(2.1)
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé â âèäå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãîïàðàìåòðà ε :

u = εu1 + ε2u2 + ε3u3 + · · · , v = εv1 + ε2v2 + ε3v3 + · · · ,

w = εw1 + ε2w2 + ε3w3 + · · · , p = εp1 + ε2p2 + ε3p3 + · · · ,

θ = εθ1 + ε2θ2 + ε3θ3 + · · · , ξ = εξ1 + ε2ξ2 + ε3ξ3 + · · · .

(2.2)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòèõ âûðàæåíèé â óðàâíåíèÿ (2.1) è ïðèâåäåíèÿ ÷ëåíîâ ñ îäèíàêîâûìèñòåïåíÿìè ε ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷ëåíîâ ðÿäîâ (2.2).2.2. ×ëåíû ïîðÿäêà εÏðè O(ε1) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà:
u1t + p1x − σ∆u1 = 0,

v1t + p1y − σ∆v1 = 0,

w1t + p1z − σ∆w1 − σRT θ1 + σRSξ1 = 0,

θ1t − w1 − ∆θ1 = 0,

ξ1t − w1 − τ∆ξ1 = 0,

u1x + v1y + w1z = 0.

(2.3)
Ïîäåéñòâîâàâ íà ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ îïåðàòîðîì ~z · rot rot è ïðèíÿâ âî âíèìàíèå ïîñëåäíååóðàâíåíèå ñèñòåìû (2.3), ïîëó÷èì ñèñòåìó èç òðåõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî òðåõ çàâèñèìûõïåðåìåííûõ w, θ, ξ :

∆(w1t − σ∆w1) − σ(∂2
x + ∂2

y)(RT θ1 − RSξ1) = 0,

θ1t − w1 − ∆θ1 = 0,

ξ1t − w1 − τ∆ξ1 = 0.�åøåíèÿ ýòîé ëèíåéíîé ñèñòåìû áóäåì èñêàòü â âèäå íîðìàëüíûõ ìîä:
w1 = w̄1(X1, Y1, T1, T2) eλt f(x, y)φ(z),

θ1 = θ̄1(X1, Y1, T1, T2) eλt f(x, y)φ(z) + θ̂1(X1, Y1, T1, T2),

ξ1 = ξ̄1(X1, Y1, T1, T2) eλt f(x, y)φ(z) + ξ̂1(X1, Y1, T1, T2).Ïîä f(x, y) ïîäðàçóìåâàåòñÿ íåêîå ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå äâóìåðíîãîóðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà (∂2
x + ∂2

y)f + k2f = 0 êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïëàí�îðìîé. Â êà÷åñòâå îò-ïðàâíîé òî÷êè áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåøåíèÿ äëÿ êâàäðàòíûõ êîíâåêòèâíûõ ÿ÷ååê, äëÿ êîòîðûõ



50 Ñ.Á. ÊîçèöêèéÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 3ñïðàâåäëèâî f(x, y) = cos kx+cos ky. Âûäåëèì êàæäóþ èç ìîä ñâîåé àìïëèòóäíîé ïåðåìåííîé,à òàêæå ïîëîæèì φ(z) = sinπz, òàê ÷òî â èòîãå èìååì w1 = (A eikx +B eiky) eλt sin πz+c.c. Âû-ðàçèì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì è âñå îñòàëüíûå çàâèñèìûå ïåðåìåííûå äëÿ êîíâåêòèâíûõ ÿ÷ååêêâàäðàòíîãî òèïà:
u1 = ū1a eikx eλt cos πz + û1 + c.c.,

v1 = v̄1b eiky eλt cos πz + v̂1 + c.c.,

w1 = (A eikx +B eiky) eλt sinπz + c.c.,

θ1 = (θ̄1a eikx +θ̄1b eiky) eλt sin πz + θ̂1 + c.c.,

ξ1 = (ξ̄1a eikx +ξ̄1b eiky) eλt sinπz + ξ̂1 + c.c.,

p1 = (p̄1a eikx +p̄1b eiky) eλt cos πz + p̂1 + c.c. .

(2.4)
Çäåñü ÷ëåíû ñî øëÿïêàìè îçíà÷àþò ñðåäíèå âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò ìåäëåííûõ ïåðå-ìåííûõ. Ïîäñòàíîâêà ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèé â óðàâíåíèÿ äàåò ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿñðåäíèõ àìïëèòóä:

θ̄1j =
1

λ + κ
2
w̄1j , ξ̄1j =

1

λ + τκ
2
w̄1j , A ≡ w̄1a, B ≡ w̄1b,

p̄1j = −σπ

κ
2

(

RT

λ + κ
2
− RS

λ + τκ
2

)

w̄1j = − π

k2
(λ + σκ

2)w̄1j ,

ū1a = − ik

λ + σκ
2
p̄1a = − π

ik
w̄1a, v̄1b = − ik

λ + σκ
2
p̄1b = − π

ik
w̄1b.Çäåñü ââåäåíî ïîëíîå âîëíîâîå ÷èñëî κ

2 = k2 + π2.Èç ïðèâåäåííûõ âûøå âûðàæåíèé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò �îðìóëà äëÿ äèñïåðñèîííîãîñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùàÿ èíêðåìåíò, ÷àñòîòó âîëí, âîëíîâûå ÷èñëà è óïðàâëÿþùèå ïàðà-ìåòðû:
(λ + σκ

2)(λ + κ
2)(λ + τκ

2) + σ(k2/κ
2)[RS(λ + κ

2) − RT (λ + τκ
2)] = 0.Ýòî àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî λ. Îíî èìååò òðè êîðíÿ, äâà èç êîòîðûõìîãóò áûòü êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûìè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, êîãäà ïðè íåêîòîðîé âåëè÷èíå

R∗

T êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå êîðíè ïðèîáðåòàþò ïîëîæèòåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü, ïðî-èñõîäèò áè�óðêàöèÿ Õîï�à. Äëÿ R∗

T è ÷àñòîòû âîëí êîíâåêöèè èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñî-îòíîøåíèÿ:
R∗

T =
σ + τ

1 + σ
R∗

S +
κ

6

σk2
(1 + τ)(τ + σ), ω2 =

1 − τ

1 + σ
σR∗

S

k2

κ
2
− τ2

κ
4.Çäåñü è äàëåå çâåçäî÷êè îçíà÷àþò êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñåë �åëåÿ. Ïðèñðàâíèòåëüíî ìàëûõ âåëè÷èíàõ RS , êîãäà �îðìóëà äëÿ ω ñòàíîâèòñÿ íåêîððåêòíîé, â ñè-ñòåìå ïðè íåêîòîðîì RT ïðîèñõîäèò áè�óðêàöèÿ Òåéëîðà, êîãäà îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíüäèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Îäíàêî â äàííîé ðàáîòå ýòîò ñëó÷àéìû íå ðàññìàòðèâàåì.2.3. ×ëåíû ïîðÿäêà ε2Ïðè O(ε2) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà:

u2t + p2x − σ∆u2 = −[u1T1
+ (u1u1x + v1u1y + w1u1z) + p1X1

− 2σ(u1xX1
+ u1yY1

)],

v2t + p2y − σ∆v2 = −[v1T1
+ (u1v1x + v1v1y + w1v1z) + p1Y1

− 2σ(v1xX1
+ v1yY1

)],

w2t + p2z − σ∆w2 − σRT θ2 + σRSξ2 =

= −[w1T1
+ (u1w1x + v1w1y + w1w1z) − 2σ(w1xX1

+ w1yY1
)],

θ2t − w2 − ∆θ2 = −[θ1T1
+ (u1θ1x + v1θ1y + w1θ1z) − 2(θ1xX1

+ θ1yY1
)],

ξ2t − w2 − τ∆ξ2 = −[ξ1T1
+ (u1ξ1x + v1ξ1y + w1ξ1z) − 2τ(ξ1xX1

+ ξ1yY1
)],

u2x + v2y + w2z = −(u1X1
+ v1Y1

).

(2.5)



Àìïëèòóäíûå óðàâíåíèÿ äëÿ òðåõìåðíîé áèäè��óçèîííîé êîíâåêöèè 51ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 3Ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Qi ïî ïîðÿäêó óðàâíåíèé. Ýòèïðàâûå ÷àñòè äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâèì â âèäå ñëåäóþùèõ ñóìì: Qi = Q
(1)
i +Q

(2)
i +

Q
(3)
i + Q

(4)
i , ãäå öè�ðà 1 îçíà÷àåò ðåçîíàíñíûå ÷ëåíû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç ëèíåéíûõ ÷àñòåé Qi,öè�ðà 2 � ðåçîíàíñíûå ÷ëåíû èç íåëèíåéíûõ ÷àñòåé, öè�ðà 3 � êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå òîëüêîîò ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ, öè�ðà 4 � íåðåçîíàíñíûå ÷ëåíû, êîòîðûå âî âñåõ ïîñëåäóþùèõâû÷èñëåíèÿõ íå ó÷èòûâàþòñÿ.�åøåíèå ñèñòåìû (2.5) áóäåì èñêàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

u2 = (ū2a eikx +ū2b eiky) eλt cos πz + ũ2 + û2 + c.c.,

v2 = (v̄2a eikx +v̄2b eiky) eλt cos πz + ṽ2 + v̂2 + c.c.,

w2 = (w̄2a eikx +w̄2b eiky) eλt sinπz + w̃2 + ŵ2 + c.c.,

θ2 = (θ̄2a eikx +θ̄2b eiky) eλt sin πz + θ̃2 + θ̂2 + c.c.,

ξ2 = (ξ̄2a eikx +ξ̄2b eiky) eλt sinπz + ξ̃2 + ξ̂2 + c.c.,

p2 = (p̄2a eikx +p̄2b eiky) eλt cos πz + p̃2 + p̂2 + c.c. .

(2.6)
Ïî ñðàâíåíèþ ñ (2.4) çäåñü ïîÿâèëèñü ÷ëåíû ñ òèëüäàìè, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ òîãî, ÷òîáûóðàâíîâåñèòü íåëèíåéíûå ïî àìïëèòóäàì ìîä íåðåçîíàíñíûå ÷ëåíû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíå-íèé (2.5). Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííûå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíî-øåíèÿìè:̄

u2a =
1

λ + σκ
2
(Q1a − ikp̄2a), ū2b =

1

λ + σκ
2
Q1b,

v̄2a =
1

λ + σκ
2
Q2a, v̄2b =

1

λ + σκ
2
(Q2b − ikp̄2b),

p̄2j = − π

k2
(λ + σκ

2)w̄2j +
1

k2
(λ + σκ

2)Q6j −
ik

k2
(Q1j + Q2j),

θ̄2j =
1

λ + κ
2
(w̄2j + Q4j), ξ̄2j =

1

λ + τκ
2
(w̄2j + Q5j),

ū2a = − π

ik
w̄2a +

1

ik
Q6a −

1

λ + σκ
2
Q2a, v̄2b = − π

ik
w̄2b +

1

ik
Q6b −

1

λ + σκ
2
Q1b.

(2.7)
Â ýòèõ �îðìóëàõ áûëè ââåäåíû �óíêöèè Qia, Qib, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç �îðìóëû Q

(1)
i +

Q
(2)
i = (Qia eikx +Qib eiky) eλt cos πz ïðè óñëîâèè, ÷òî i = 1, 2, 6, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ â ýòîé�îðìóëå êîñèíóñ ìåíÿåòñÿ íà ñèíóñ. Äàëåå áóäåò òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèå Qij, ãäåèíäåêñ j îòíîñèòñÿ ê ìîäå è ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî èç äâóõ çíà÷åíèé: a ëèáî b.Ïîäîáíî òîìó êàê ìû ýòî äåëàëè â ñëó÷àå ñèñòåìû ïðè ε1, ïîäåéñòâóåì íà ïåðâûå òðèóðàâíåíèÿ (2.5) îïåðàòîðîì ~z · rot rot è, ó÷òÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå äàííîé ñèñòåìû, ïîëó÷èìñèñòåìó èç òðåõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî òðåõ çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ w, θ, ξ :

∆(w2t − σ∆w2) − σ(∂2
x + ∂2

y)(RT θ2 − RSξ2) = Q7,

θ2t − w2 − ∆θ2 = Q4,

ξ2t − w2 − τ∆ξ2 = Q5.Ñ ó÷åòîì êîíêðåòíîãî âèäà ïîäñòàíîâêè (2.6) äëÿ ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé �óíêöèè
Qij äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó óñëîâèþ ðàçðåøèìîñòè:

(λ + κ
2)(λ + τκ

2)Q7j + σk2RS(λ + κ
2)Q5j − σk2RT (λ + τκ

2)Q4j = 0, (2.8)ãäå ÷åðåç Q7j îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû �óíêöèè Q7, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿïî �îðìóëå: Q7 = ∆Q3−(Q1x+Q2y +Q3z)z +(∂t−σ∆)Q6z. Ïî ñóùåñòâó, óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè(2.8) � åñòü óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ñèñòåìû



52 Ñ.Á. ÊîçèöêèéÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 3óðàâíåíèé (2.5) ïðè ïîäñòàíîâêå â íåå ðåøåíèé (2.6) ñ ó÷åòîì ñòðóêòóðû �óíêöèé Qi â ïðàâîé÷àñòè ýòîé ñèñòåìû.Äàëåå ïîëîæèì λ = iω, ÷òî îçíà÷àåò òî, ÷òî ìû êîíêðåòèçèðîâàëè òèï áè�óðêàöèè, ïðî-èñõîäÿùåé â íàøåé ñèñòåìå, âûáðàâ ïðÿìóþ, íà êîòîðîé ïðîèñõîäèò áè�óðêàöèÿ Õîï�à. Âýòîì ñëó÷àå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè (2.8) ìîæíî çàïèñàòü, èñïîëüçîâàâ ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ÷èñåë �åëåÿ â òî÷êàõ áè�óðêàöèè Õîï�à, à èìåííî:
R∗

T =
σ + τ

1 − τ

κ
2

σk2
(ω2 + κ

4), R∗

S =
σ + 1

1 − τ

κ
2

σk2
(ω2 + τ2

κ
4),

Q7j −
σ + 1

1 − τ
κ

2(iω − τκ
2)Q5j +

σ + τ

1 − τ
κ

2(iω − κ
2)Q4j = 0.

(2.9)Â èñõîäíûõ óðàâíåíèÿõ (2.5) ïðèñóòñòâóþò äâà òèïà ñåêóëÿðíûõ ÷ëåíîâ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ.Ïåðâûé òèï � ýòî êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ â ðåøåíèÿõ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðè O(ε1), çàâè-ñÿùèå òîëüêî îò ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ. Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èìèç óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîãî õàðàêòåðà ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðè ÷ëåíàõ ïåðâîãî è âòîðîãîïîðÿäêà. Ïðè ýòîì äëÿ êîíñòàíò ïî òåìïåðàòóðå è ñîëåíîñòè ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíî-øåíèÿ: − RT θ̂1 + RS ξ̂1 = 0, ξ̂1 = (RT /RS)θ̂1 = (1 − N2)θ̂1,

ŵ2 = −θ̂1T1
= −ξ̂1T1

= −(1 − N2)θ̂1T1
,

θ̂1T1
= 0, ξ̂1T1

= 0, ŵ2 = 0,ãäå N2 � êâàäðàò ÷àñòîòû ïëàâó÷åñòè. Èíà÷å ãîâîðÿ, �îíîâàÿ âåðòèêàëüíàÿ ñêîðîñòü â èñ-ñëåäóåìîé �èçè÷åñêîé ñèñòåìå ìîæåò áûòü òîëüêî íóëåâîé, íî ïðè ýòîì äîïóñêàþòñÿ �îíîâûåïîëÿ òåìïåðàòóðû è ñîëåíîñòè, çàâèñÿùèå îò ìåäëåííûõ ãîðèçîíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ è ìåä-ëåííîãî âðåìåíè T2, à èìåííî θ̂1(X1, Y1, T2) è ξ̂1(X1, Y1, T2), ïðîïîðöèîíàëüíûå äðóã äðóãó.Äàëåå â íàñòîÿùåé ñòàòüå áóäåì ïîëàãàòü èõ ðàâíûìè íóëþ, ÷òî ñëåäóåò èç áîëåå ïîäðîá-íûõ ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèé. Äëÿ �îíîâûõ ïîëåé äàâëåíèÿ è ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòè èçóñëîâèé ðàçðåøèìîñòè ñïðàâåäëèâî:
û1X1

+ v̂1Y1
= 0, û1 = ΩY1

, v̂1 = −ΩX1
,

ΩY1T1
+ p̂1X1

= 0, −ΩX1T1
+ p̂1Y1

= 0,

(∂2
X1

+ ∂2
Y1

)ΩT1
= 0, (∂2

X1
+ ∂2

Y1
)p̂1 = 0,

∆⊥ΩT1
= 0, ∆⊥p̂1 = 0.Çäåñü ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå ∆⊥ = ∂2

X1
+ ∂2

Y1
äëÿ ãîðèçîíòàëüíîãî ëàïëàñèàíà ïî ìåäëåííûìïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, êîòîðûì áóäåì äàëåå èíîãäà ïîëüçîâàòüñÿ. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî�îíîâîå ïîëå äàâëåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ñ ââåäåííûì ïîïåðå÷íûì ëàïëàñèà-íîì. Òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ïîëå ãîðèçîíòàëüíîãî âèõðÿ Ω, ïðîäè��åðåí-öèðîâàííîå ïî ìåäëåííîìó âðåìåíè T1.Íàéäåì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíî êîíêðåòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèé Qij. Âûïîëíèâ íåêî-òîðûå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèé Qia :

Q7a = κ
2(AT1

− 2ikσ(AX1
+ AY1

)) + ikκ
2AΩY1

+ 2ik
π2

k2
(λ + σκ

2)AX1
,

Q4a = − 1

λ + κ
2
[(AT1

− 2ik(AX1
+ AY1

)) + ikAΩY1
],

Q5a = − 1

λ + τκ
2
[(AT1

− 2ikτ(AX1
+ AY1

)) + ikAΩY1
].

(2.10)Äëÿ �óíêöèé Qib àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:
Q7b = κ

2(BT1
− 2ikσ(BX1

+ BY1
)) − ikκ

2BΩX1
+ 2ik

π2

k2
(λ + σκ

2)BY1
,

Q4b = − 1

λ + κ
2
[(BT1

− 2ik(BX1
+ BY1

)) − ikBΩX1
],

Q5b = − 1

λ + τκ
2
[(BT1

− 2ikτ(BX1
+ BY1

)) − ikBΩX1
].

(2.11)



Àìïëèòóäíûå óðàâíåíèÿ äëÿ òðåõìåðíîé áèäè��óçèîííîé êîíâåêöèè 53ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 3Ïîäñòàíîâêà (2.10) è (2.11) â óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè (2.9) ïðèâîäèò ê äâóì àìïëèòóäíûì óðàâ-íåíèÿì äëÿ àìïëèòóä A è B :

AT1
− kω

κ
2

[

2 +

(

π2

k2
− 2

) (

1 − κ
4

ω2
b4

)]

AX1
− 2kκ

2

ω
b4AY1

+ ikAΩY1
= 0,

BT1
− kω

κ
2

[

2 +

(

π2

k2
− 2

) (

1 − κ
4

ω2
b4

)]

BY1
− 2kκ

2

ω
b4BX1

− ikBΩX1
= 0.

(2.12)Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ââåäåíî îáîçíà÷åíèå äëÿ êîíñòàíòû, çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è:
b4 =

(τ + σ + τσ)iω + τσκ
2

iω + (1 + τ + σ)κ2
.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèÿõ ìû íå �èêñèðîâàëè âåëè÷èíó âîëíîâîãî÷èñëà k èç òåõ ñîîáðàæåíèé, ÷òî äëÿ áîëüøèõ ÷èñåë �åëåÿ àíàëèç ëèíåéíîé óñòîé÷èâî-ñòè âîëí êîíâåêöèè äàåò ìàêñèìàëüíûé èíêðåìåíò ðîñòà âîëí ïðè k ≈ 102, ñîãëàñíî ðàáî-òå [14℄. Â òî æå âðåìÿ, ïðè íå ñëèøêîì áîëüøèõ ÷èñëàõ �åëåÿ áûñòðåå âñåãî ðàñòóò ìîäûñ k = π/

√
2. Åñëè ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèÿ (2.12) èìåííî ýòî çíà÷åíèå k, òî âòîðûå ÷ëåíû âêâàäðàòíûõ ñêîáêàõ òîæäåñòâåííî îáðàòÿòñÿ â íóëü. Äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé ìîäû è îäíîé ïðîñòðàí-ñòâåííîé ïåðåìåííîé áåç ó÷åòà ãîðèçîíòàëüíîãî âèõðÿ (2.12) ïðèíèìàþò îñîáåííî ïðîñòîé âèä

AT1
− (2kω/κ

2)AX1
= 0, ÷òî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ïðåäûäóùèõ ðàáîò [3℄. Âäàëüíåéøåì óðàâíåíèÿ (2.12) áóäåì çàïèñûâàòü â áîëåå êîìïàêòíîé �îðìå:

AT1
= 2kα0AX1

+ 2kα1AY1
− ikAΩY1

,

BT1
= 2kα0BY1

+ 2kα1BX1
+ ikBΩX1

.
(2.13)Çäåñü ââåäåíû êîý��èöèåíòû:

α0 =
ω

κ
2

[

1 +

(

π2

2k2
− 1

)(

1 − κ
4

ω2
b4

)]

, α1 =
κ

2

ω
b4 . (2.14)Äàëåå âû÷èñëèì íåëèíåéíûå ÷ëåíû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ ïðè ε2. Îïóñòèì ãðîìîçäêèå èìàëîèíòåðåñíûå äåòàëè âû÷èñëåíèé. Â èòîãå ÷ëåíû ñ òèëüäàìè, âõîäÿùèå â ïîäñòàíîâêó (2.6)äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.5), ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:

ũ2 = u2AAB ei(2ωt+kx+ky) cos 2πz + u2BAB∗ ei(kx−ky) cos 2πz + c.c.,

ṽ2 = v2AAB ei(2ωt+kx+ky) cos 2πz + v2BAB∗ ei(kx−ky) cos 2πz + c.c.,

w̃2 = w2AAB ei(2ωt+kx+ky) sin 2πz + w2BAB∗ ei(kx−ky) sin 2πz + c.c.,

θ̃2 = θ2C(|A|2 + |B|2) sin 2πz+

+ θ2AAB ei(2ωt+kx+ky) sin 2πz + θ2BAB∗ ei(kx−ky) sin 2πz + c.c.,

ξ̃2 = ξ2C(|A|2 + |B|2) sin 2πz+

+ ξ2AAB ei(2ωt+kx+ky) sin 2πz + ξ2BAB∗ ei(kx−ky) sin 2πz + c.c.,

p̃2 = p2C(|A|2 + |B|2) cos 2πz+

+ p2AAB ei(2ωt+kx+ky) cos 2πz + p2BAB∗ ei(kx−ky) cos 2πz+

+ p2D(A2 ei2(ωt+kx) +B2 ei2(ωt+ky) +AB ei(2ωt+kx+ky) +AB∗ ei(kx−ky)) + c.c.,È âûðàæåíèÿ äëÿ êîíñòàíò â ýòèõ �îðìóëàõ áóäóò ñëåäóþùèìè:
θ2C = − 1

2π
· κ

2

κ
4 + ω2

, ξ2C = − 1

2π
· κ

2

τ2
κ

4 + ω2
, p2C =

(

1 − κ
4

4π2k2

)

, p2D =
π2

2k2
,
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w2A = πκ

2{3ω2 − 3iω(1 + τ + σ)(κ2 + π2) + [iωσ − τ(κ2 + π2)](κ2 + 2π2)}×
× {[(κ2 + π2)3 − κ

6][iω(τ + σ + τσ) − τσ(κ2 + π2)]−
− (3κ

2 + 4π2)ω2[iω2 + (1 + τ + σ)(κ2 + π2)]}−1,

v2A = u2A , u2A = − π

ik
w2A, p2A = − π2

2k2
− 2π

k2
[iω + σ(κ2 + π2)]w2A,

θ2A =
1

2[iω + (κ2 + π2)]

(

w2A − π

κ
2 + iω

)

,

ξ2A =
1

2[iω + τ(κ2 + π2)]

(

w2A − π

τκ
2 + iω

)

,

w2B = −πκ
2

σ

(

1 +
π2

κ
2 + π2

)

·
[

4(κ2 + π2)2 − κ
2

κ
2 + π2

(

κ
4 − 1 + τ + σ

τσ
ω2

)]−1

,

v2B = −u2B , u2B = − π

ik
w2B , p2B = − π2

2k2
− 2π

k2
(κ2 + π2)σw2B ,

θ2B =
1

2(κ2 + π2)

(

w2B − πκ
2

κ
4 + ω2

)

, ξ2B =
1

2τ(κ2 + π2)

(

w2B − τπκ
2

τ2
κ

4 + ω2

)

.2.4. ×ëåíû ïîðÿäêà ε3Ïðè O(ε3) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà:
u3t + p3x − σ∆u3 = [σ(∂2

X1
+ ∂2

Y1
)u1 − u1T2

] − [u2T1
+ p2X1

− 2σ(u2xX1
+ u2yY1

)]−
− (u1u1X1

+ v1u1Y1
) − (u1u2x + v1u2y + w1u2z) − (u2u1x + v2u1y + w2u1z),

v3t + p3y − σ∆v3 = [σ(∂2
X1

+ ∂2
Y1

)v1 − v1T2
] − [v2T1

+ p2Y1
− 2σ(v2xX1

+ v2yY1
)]−

− (u1v1X1
+ v1v1Y1

) − (u1v2x + v1v2y + w1v2z) − (u2v1x + v2v1y + w2v1z),

w3t + p3z − σ∆w3 − σRT θ3 + σRSξ3 =

[σ(∂2
X1

+ ∂2
Y1

)w1 − w1T2
+ σrT θ1 − σrSξ1] − [w2T1

− 2σ(w2xX1
+ w2yY1

)]−
− (u1w1X1

+ v1w1Y1
) − (u1w2x + v1w2y + w1w2z) − (u2w1x + v2w1y + w2w1z),

θ3t − w3 − ∆θ3 = [(∂2
X1

+ ∂2
Y1

)θ1 − θ1T2
] − [θ2T1

− 2(θ2xX1
+ θ2yY1

)]−
− (u1θ1X1

+ v1θ1Y1
) − (u1θ2x + v1θ2y + w1θ2z) − (u2θ1x + v2θ1y + w2θ1z),

ξ3t − w3 − τ∆ξ3 = [τ(∂2
X1

+ ∂2
Y1

)ξ1 − ξ1T2
] − [ξ2T1

− 2τ(ξ2xX1
+ ξ2yY1

)]−
− (u1ξ1X1

+ v1ξ1Y1
) − (u1ξ2x + v1ξ2y + w1ξ2z) − (u2ξ1x + v2ξ1y + w2ξ1z),

u3x + v3y + w3z = −(u2X1
+ v2Y1

).

(2.15)
�åøåíèå ýòîé ñèñòåìû, êàê è ðàíåå â àíàëîãè÷íûõ ñèòóàöèÿõ, áóäåì èñêàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

u3 = (ū3a eikx +ū3b eiky) eλt cos πz + ũ3 + û3 + c.c.,

v3 = (v̄3a eikx +v̄3b eiky) eλt cos πz + ṽ3 + v̂3 + c.c.,

w3 = (w̄3a eikx +w̄3b eiky) eλt sinπz + w̃3 + ŵ3 + c.c.,

θ3 = (θ̄3a eikx +θ̄3b eiky) eλt sin πz + θ̃3 + θ̂3 + c.c.,

ξ3 = (ξ̄3a eikx +ξ̄3b eiky) eλt sin πz + ξ̃3 + ξ̂3 + c.c.,

p3 = (p̄3a eikx +p̄3b eiky) eλt cos πz + p̃3 + p̂3 + c.c. .Áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, â âèäå ñëåäóþ-ùèõ ñóìì: Qi = Q
(1)
i + Q

(2)
i + Q

(3)
i + Q

(4)
i , ãäå íàñ òåïåðü áóäóò èíòåðåñîâàòü âûðàæåíèÿ äëÿïåðâûõ äâóõ ÷ëåíîâ, îáîçíà÷àþùèõ ðåçîíàíñíûå ÷ëåíû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç ëèíåéíûõ è íåëè-íåéíûõ ÷ëåíîâ ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (2.15). Äëÿ íàõîæäåíèÿ èñêîìûõ �óíêöèé Qia è Qib
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ū2a = − π

ik
w̄2a −

π

k2
(AX1

+ AY1
), ū2b =

π

k2
BX1

,

v̄2a =
π

k2
AY1

, v̄2b = − π

ik
w̄2b −

π

k2
(BX1

+ BY1
),

p̄2a = − π

k2
(iω + σκ

2)w̄2a−
ikπ

k4
{(iω + σκ

2)AX1
− ikAT1

+ [iω + σ(κ2 − 2k2)](AX1
+ AY1

) + k2AΩY1
},

p̄2b = − π

k2
(iω + σκ

2)w̄2b−
ikπ

k4
{(iω + σκ

2)BY1
− ikBT1

+ [iω + σ(κ2 − 2k2)](BX1
+ BY1

) − k2BΩX1
}.

θ̄2a =
1

iω + κ
2

{

w̄2a − 1

iω + κ
2
[AT1

− 2ik(AX1
+ AY1

) + ikAΩY1
]

}

,

θ̄2b =
1

iω + κ
2

{

w̄2b −
1

iω + κ
2
[BT1

− 2ik(BX1
+ BY1

) − ikBΩX1
]

}

,

ξ̄2a =
1

iω + τκ
2

{

w̄2a −
1

iω + τκ
2
[AT1

− 2ikτ(AX1
+ AY1

) + ikAΩY1
]

}

,

ξ̄2b =
1

iω + τκ
2

{

w̄2b −
1

iω + τκ
2
[BT1

− 2ikτ(BX1
+ BY1

) − ikBΩX1
]

}

.Âûïèøåì åùå ðàç óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè (2.9), èç êîòîðîãî áóäåì èñõîäèòü ïðè âûâîäåàìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ èç ñèñòåìû (2.15) ïðè ε3 :

Q7j −
σ + 1

1 − τ
κ

2(iω − τκ
2)Q5j +

σ + τ

1 − τ
κ

2(iω − κ
2)Q4j = 0. (2.16)Ïåðâîå èç àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷èì, ïîäñòàâèâ â ïðèâåäåííîå ñîîòíîøåíèå ñëåäóþùèå,ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëåííûå âûðàæåíèÿ, äëÿ �óíêöèé Qia :

Q7a = κ
2(AT2

− σ∆⊥A) − σk2

(

rT

iω + κ
2
− rS

iω + τκ
2

)

A − πκ
2

2
(w2A + w2B)A|B|2+

+ κ
2(ΩY1

AX1
− ΩX1

AY1
) − 2π2ΩY1

AX1
− π2ΩY1

AY1
+

ikπ2

k2
(2AX1T1

+ AY1T1
)−

− 2π2

k2
[iω + σ(κ2 − 2k2)](AX1X1

+ AX1Y1
) +

π2

k2
(iω + σκ

2)(AY1Y1
− AX1X1

),

Q4a =
1

iω + κ
2
(∆⊥A − AT2

) − 1

(iω + κ
2)2

[2ik(2AT1X1
+ AT1Y1

)+

+ 42k2(AX1X1
+ AX1Y1

) − AT1T1
− 2k2(AΩY1

)X1
− ik(AΩY1

)T1
]−

− 1

iω + κ
2
(ΩY1

AX1
− ΩX1

AY1
) +

ikΩY1

(iω + κ
2)2

[AT1
− 2ik(AX1

+ AY1
) + ikAΩY1

]+

+
π

2
[(θ2A + θ2B)A|B|2 + 2θ2CA(|A|2 + |B|2)],

Q5a =
1

iω + τκ
2
(τ∆⊥A − AT2

) − 1

(iω + τκ
2)2

[2τ ik(2AT1X1
+ AT1Y1

)+

+ 4τ2k2(AX1X1
+ AX1Y1

) − AT1T1
− 2τk2(AΩY1

)X1
− ik(AΩY1

)T1
]−

− 1

iω + τκ
2
(ΩY1

AX1
− ΩX1

AY1
) +

ikΩY1

(iω + τκ
2)2

[AT1
− 2ikτ(AX1

+ AY1
) + ikAΩY1

]+

+
π

2
[(ξ2A + ξ2B)A|B|2 + 2ξ2CA(|A|2 + |B|2)].
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Q7b = κ
2(BT2

− σ∆⊥B) − σk2

(

rT

iω + κ
2
− rS

iω + τκ
2

)

B − πκ
2

2
(w2A + 3w∗

2B)B|A|2+

+ κ
2(ΩY1

BX1
− ΩX1

BY1
) + 2π2ΩX1

BY1
+ π2ΩX1

BX1
+

ikπ2

k2
(BX1T1

+ 2BY1T1
)−

− 2π2

k2
[iω + σ(κ2 − 2k2)](BX1Y1

+ BY1Y1
) +

π2

k2
(iω + σκ

2)(BX1X1
− BY1Y1

),

Q4b =
1

iω + κ
2
(∆⊥B − BT2

) − 1

(iω + κ
2)2

[2ik(2BT1Y1
+ BT1X1

)+

+ 4k2(BX1Y1
+ BY1Y1

) − BT1T1
+ 2k2(BΩX1

)Y1
+ ik(BΩX1

)T1
]−

− 1

iω + κ
2
(ΩY1

BX1
− ΩX1

BY1
) − ikΩX1

(iω + κ
2)2

[BT1
− 2ik(BX1

+ BY1
) − ikBΩX1

]+

+
π

2
[(θ2A + 3θ∗2B)B|A|2 + 2θ2CB(|A|2 + |B|2)],

Q5b =
1

iω + τκ
2
(τ∆⊥B − BT2

) − 1

(iω + τκ
2)2

[2τ ik(2BT1Y1
+ BT1X1

)+

+ 4τ2k2(BX1Y1
+ BY1Y1

) − BT1T1
+ 2τk2(BΩX1

)Y1
+ ik(BΩX1

)T1
]−

− 1

iω + τκ
2
(ΩY1

BX1
− ΩX1

BY1
) − ikΩX1

(iω + τκ
2)2

[BT1
− 2ikτ(BX1

+ BY1
) − ikBΩX1

]+

+
π

2
[(ξ2A + 3ξ∗2B)B|A|2 + 2ξ2CB(|A|2 + |B|2)].Ïðè âûâîäå àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé áóäåì èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèÿ äëÿ êîíñòàíò, çàâèñÿ-ùèõ îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è:

b0 = κ
2 + κ

2 σ + 1

1 − τ
· iω − τκ

2

iω + τκ
2
− κ

2 σ + τ

1 − τ
· iω − κ

2

iω + κ
2

=
2iωκ

2[iω + (1 + τ + σ)κ2]

(iω + κ
2)(iω + τκ

2)
,

b1 = σκ
2 + τκ

2 σ + 1

1 − τ
· iω − τκ

2

iω + τκ
2
− κ

2 σ + τ

1 − τ
· iω − κ

2

iω + κ
2

=
2κ

4[(τ + σ + τσ)iω + τσκ
2]

(iω + κ
2)(iω + τκ

2)
,

b5 = κ
2 σ + 1

1 − τ
· iω − τκ

2

(iω + τκ
2)2

− κ
2σ + τ

1 − τ
· iω − κ

2

(iω + κ
2)2

b2 =
π2

k2
(iω + σκ

2),

b6 = τκ
2 σ + 1

1 − τ
· iω − τκ

2

(iω + τκ
2)2

− κ
2σ + τ

1 − τ
· iω − κ

2

(iω + κ
2)2

,

b7 = τ2
κ

2 σ + 1

1 − τ
· iω − τκ

2

(iω + τκ
2)2

− κ
2 σ + τ

1 − τ
· iω − κ

2

(iω + κ
2)2

,

b8 = −κ
2σ + 1

1 − τ
(iω − τκ

2)πξ2C + κ
2 σ + τ

1 − τ
(iω − κ

2)πθ2C = −κ
4[iω + (1 + τ + σ)κ2]

2(iω + κ
2)(iω + τκ

2)
,

b9 = −πκ
2

2
(w2A + w2B)−

− κ
2

2

σ + 1

1 − τ
(iω − τκ

2)π(ξ2A + ξ2B) +
κ

2

2

σ + τ

1 − τ
(iω − κ

2)π(θ2A + θ2B),

b10 = −πκ
2

2
(w2A + 3w∗

2B)−

− κ
2

2

σ + 1

1 − τ
(iω − τκ

2)π(ξ2A + 3ξ∗2B) +
κ

2

2

σ + τ

1 − τ
(iω − κ

2)π(θ2A + 3θ∗2B).
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AT1

= 2kα0AX1
+ 2kα1AY1

− ikAΩY1
,

BT1
= 2kα0BY1

+ 2kα1BX1
+ ikBΩX1

,

AT2
= rA + α2AX1X1

− iα0AY1Y1
+ α4AX1Y1

+ α5AT1T1
+ 2α6AX1T1

+ α6AY1T1
+

+ α5ikAΩY1T1
+ 2α5ikΩY1

AT1
− α5k

2AΩ2
Y1

+ ΩX1
AY1

+ α7ΩY1
AX1

+ α8ΩY1
AY1

+ α9A|A|2 + α10B|A|2,
BT2

= rB + α2BY1Y1
− iα0BX1X1

+ α4BX1Y1
+ α5BT1T1

+ 2α6BY1T1
+ α6BX1T1

−
− α5ikBΩX1T1

− 2α5ikΩX1
BT1

− α5k
2BΩ2

X1
− ΩY1

BX1
− α7ΩX1

BY1
− α8ΩX1

BX1

+ α9B|B|2 + α11A|B|2,
∆⊥ΩT1

= 0.

(2.17)
Êîý��èöèåíòû â ýòèõ óðàâíåíèÿõ, íàðÿäó ñ âûðàæåíèÿìè (2.14), îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëà-ìè:

r = R/b0 =

(

σk2

2iωκ
2

)

(iω + τκ
2)rT − (iω + κ

2)rS

iω + (1 + τ + σ)κ2
,

α2 = (b1 + 3b2 − 4k2b7 − 4σπ2)/b0, α4 = (2b2 − 4k2b7 − 4σπ2)/b0,

α5 = b5/b0, α6 = −(2ikb6 + ikπ2/k2)/b0, α7 = (2κ
2 − b0 − 2ikb6)/b0,

α8 = (π2 − 2ikb6)/b0, α9 = −b8/b0 = κ
2/(4iω),

α10 = −(b8 + b9)/b0, α11 = −(b8 + b10)/b0.

(2.18)
� 3. ×àñòíûå ñëó÷àè àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé3.1. Êîìïëåêñíîå óðàâíåíèå �èíçáóðãà�Ëàíäàó êàê ïðîñòîé ÷àñòíûé ñëó÷àé�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî ðÿä ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñèñòåìû (2.17), ê êîòîðûì îíà ñâîäèò-ñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Ñàìûé ïðîñòîé âèä óðàâíåíèÿ ïîëó÷èòñÿ,åñëè ïîëîæèòü, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì: à) åäèíñòâåííóþ ìîäó â óðàâíåíèÿõ; á) ïðåíåáðåãàåìâçàèìîäåéñòâèåì ñ âèõðåì; â) ðàññìàòðèâàåì âñþ äèíàìèêó îòíîñèòåëüíî åäèíñòâåííîé ïðî-ñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé; ã) ñ÷èòàåì, ÷òî âîëíîâîå ÷èñëî ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîé òåðÿþùåéóñòîé÷èâîñòü ìîäå k = π/

√
2. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ñèñòåìà ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

AT1
= 2kα0AX1

,

AT2
= rA + α2AX1X1

+ α5AT1T1
+ 2α6AX1T1

+ α9A|A|2.Êðîìå òîãî, ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, α0 = ω/κ
2 � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àåìîæíî ââåñòè íîâóþ ìåäëåííóþ ïåðåìåííóþ ïî �îðìóëå X = X1 + 2kα0T1 è ïîëîæèòü, ÷òîàìïëèòóäà A çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ X1 è T1 òîëüêî ÷åðåç íåå. Òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèåñèñòåìû óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî, à ïðîèçâîäíûå çàïèøóòñÿ êàê AX1

= AX è AT1
=

2kα0AX . Èõ îñòàåòñÿ ïîäñòàâèòü âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû è âû÷èñëèòü êîý��èöèåíòûïîëó÷èâøåãîñÿ êîìïëåêñíîãî óðàâíåíèÿ �èíçáóðãà�Ëàíäàó:
AT2

= rA + α12AX1X1
+ α9A|A|2,

α12 = α2 + 4k2α2
0α5 + 4kα0α6 = α2 +

4k2ω2

κ
4

α5 +
4kω

κ
2

α6 .3.2. Ñëó÷àé äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ×óòü áîëåå îáùèé ñëó÷àé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû ïðè âûâîäå ïðåäûäóùåãî óðàâíåíèÿ ïðåä-ïîëàãàåì, ÷òî àìïëèòóäà çàâèñèò íå îò îäíîé, à îò äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Òîãäàñèñòåìà (2.17) ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:
AT1

= 2kα0AX1
+ 2kα1AY1

,

AT2
= rA + α2AX1X1

− iα0AY1Y1
+ α4AX1Y1

+ α5AT1T1
+ 2α6AX1T1

+ α6AY1T1
+ α9A|A|2.
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AT2

= rA + α12AX1X1
+ α13AY1Y1

+ α14AX1Y1
+ α9A|A|2. (3.1)Çäåñü ââåäåíû êîý��èöèåíòû ïî �îðìóëàì:

α13 = −iα0 + 4k2α2
1α5 + 2kα1α6,

α14 = α4 + 8k2α0α1α5 + 4kα1α6 + 2kα0α6.Íà ðèñóíêå 1 ïðèâåäåí ãðà�èê ìíèìûõ ÷àñòåé êîý��èöèåíòîâ α12, α13, α14 ðàññìàòðèâàåìîãîóðàâíåíèÿ, èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî ýòè âåëè÷èíû ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ω ëèíåéíî ðàñòóòñ ðîñòîì ÷àñòîòû è ñðàâíèâàþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Â òî æå âðåìÿ äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè ýòèõêîý��èöèåíòîâ ñ ðîñòîì ÷àñòîòû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Îòñþäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî óðàâíå-íèå (3.1) ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ �åëåÿ â ëèíåéíîé ñâîåé ÷àñòè ñòàíîâèòñÿ ïîõîæèì íà èçâåñòíîåèç àêóñòèêè ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå.
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w�èñ. 1. Ìíèìûå ÷àñòè êîý��èöèåíòîâ α12,−α13, α14 â óðàâíåíèè (3.1) â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû ω3.3. Îäíà ìîäà è âèõðü (AΩ -ñèñòåìà)Äîáàâëåíèå ê ïðåäûäóùåé ñèñòåìå ãîðèçîíòàëüíîãî âèõðÿ Ω â êà÷åñòâå âíåøíåãî �àêòîðàïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:
AT1

= 2kα0AX1
+ 2kα1AY1

− ikAΩY1
,

AT2
= rA + α2AX1X1

− iα0AY1Y1
+ α4AX1Y1

+ α5AT1T1
+ 2α6AX1T1

+ α6AY1T1
+

+ α5ikAΩY1T1
+ 2α5ikΩY1

AT1
− α5k

2AΩ2
Y1

+ ΩX1
AY1

+ α7ΩY1
AX1

+ α8ΩY1
AY1

+ α9A|A|2,
∆⊥ΩT1

= 0.Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, âûðàçèì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè T1 âîâòîðîì óðàâíåíèè ÷åðåç ïðîñòðàíñòâåííûå ïåðåìåííûå è ñîáåðåì ÷ëåíû. Òîãäà ïîëó÷èòñÿ âðåçóëüòàòå óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:
AT2

= rA + α12AX1X1
+ α13AY1Y1

+ α14AX1Y1
−

− A(α15ΩX1Y1
+ α16ΩY1Y1

) + ΩY1
(α17AX1

+ α18AY1
) + ΩX1

AY1
+ α9A|A|2.
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α15 = 2ik(kα0α5 + α6), α16 = ik(2kα1α5 + α6),

α17 = α7 − 2ikα6, α18 = α8 − ikα6.3.4. Äâå ìîäû è âèõðü (ABΩ -ñèñòåìà)Àíàëîãè÷íàÿ ñèñòåìà ïîëó÷àåòñÿ è äëÿ ïåðåìåííîé B, è åå êîìáèíàöèÿ ñ ñèñòåìîé äëÿ Añîáñòâåííî ýêâèâàëåíòíà ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìå (2.17), òîëüêî èìååò ÷óòü áîëåå ¾îáëàãîðî-æåííûé¿ âèä, ñëåäóþùèé:
AT2

= rA + α12AX1X1
+ α13AY1Y1

+ α14AX1Y1
− A(α15ΩX1Y1

+ α16ΩY1Y1
)+

+ ΩY1
(α17AX1

+ α18AY1
) + ΩX1

AY1
+ α9A|A|2 + α10A|B|2,

BT2
= rB + α12BY1Y1

+ α13BX1X1
+ α14BX1Y1

+ B(α15ΩX1Y1
+ α16ΩX1X1

)−
− ΩX1

(α17BY1
+ α18BX1

) − ΩY1
BX1

+ α9B|B|2 + α11B|A|2,
∆⊥ΩT1

= 0.3.5. Òîëüêî äâå ìîäû (AB -ñèñòåìà)Èñêëþ÷èâ èç ïîëó÷åííîé âûøå ñèñòåìû ãîðèçîíòàëüíûé âèõðü Ω, ïîëó÷èì ñèñòåìó èçäâóõ êîìïëåêñíûõ óðàâíåíèé �èíçáóðãà�Ëàíäàó, îïèñûâàþùóþ âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ìîä êîí-âåêöèè â ¾÷èñòîì¿ âèäå:
AT2

= rA + α12AX1X1
+ α13AY1Y1

+ α14AX1Y1
+ α9A|A|2 + α10A|B|2,

BT2
= rB + α12BY1Y1

+ α13BX1X1
+ α14BX1Y1

+ α9B|B|2 + α11B|A|2.3.6. �åíåðàöèÿ âèõðÿ çà ñ÷åò êîíâåêöèèÈç óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ñåêóëÿðíûõ ÷ëåíîâ òèïà êîíñòàíò â óðàâíåíèÿõ ïðè òðåòüåì ïîðÿäêåïî ε íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:
∆⊥Ω2T1

= − π2

2k2
{[3(|A|2)X1

+ (|A|2)Y1
]Y1

− [3(|B|2)Y1
+ (|B|2)X1

]X1
},

∆⊥p̂2 = 2(ΩX1X1
ΩY1Y1

− Ω2
X1Y1

)−

− π2

2k2
{2[(|A|2)X1X1

+ (|B|2)Y1Y1
] − [(|A|2)Y1Y1

+ (|B|2)X1X1
] + [|A|2 + |B|2]X1Y1

}.

(3.2)Ïðè ýòîì ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå äëÿ âèõðÿ âòîðîãî ïîðÿäêà Ω2 èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî òðåáóåòñÿ
û2 = Ω2Y1

, à òàêæå v̂2 = −Ω2X1
, ñîãëàñíî óñëîâèþ ðàçðåøèìîñòè äëÿ êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿâ ïîñëåäíåì óðàâíåíèè ñèñòåìû (2.15). Òàêæå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ∆⊥Ω = 0. Óðàâíåíèÿ (3.2)äëÿ ãîðèçîíòàëüíîãî âèõðÿ Ω2 è äàâëåíèÿ p̂2, ïî ñóùåñòâó, ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ïóàññîíà,â ïðàâûõ ÷àñòÿõ êîòîðûõ ñòîÿò íåëèíåéíûå âûðàæåíèÿ îò àìïëèòóä êîíâåêòèâíûõ ìîä.Òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîíâåêòèâíûå äâèæåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå ñ áè-äè��óçèîííîé êîíâåêöèåé ïðèâîäÿò ê ãåíåðàöèè ãîðèçîíòàëüíîãî âèõðÿ ïî àìïëèòóäå ñëåäó-þùåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî îòíîøåíèþ ê àìïëèòóäå ñàìîé êîíâåêöèè, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäüðàçâèâàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèÿìè (2.17) íà �îíå ãîðèçîíòàëüíîãî âèõðÿ Ω, óäîâëå-òâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ∆⊥Ω = 0 è óæå íå çàâèñÿùåãî îò êîíâåêöèè. Ýòîò ý��åêòàíàëîãè÷åí Ñòîêñîâûì òå÷åíèÿì â òåîðèè íåëèíåéíûõ âîëí.Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãîðèçîíòàëüíîãî âèõðÿ Ω ñ÷èòàåòñÿ òîò ñëó÷àé, êîãäà îí ÿâ-ëÿåòñÿ ëèíåéíîé �óíêöèåé ãîðèçîíòàëüíûõ êîîðäèíàò X1, Y1 è îïèñûâàåò ãîðèçîíòàëüíûåïîñòîÿííûå âäîëü íåêîòîðîãî íàïðàâëåíèÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè, íà �îíå êîòîðûõ ðàçâèâàåòñÿêîíâåêöèÿ.
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