
ÂÅÑÒÍÈÊ ÓÄÌÓ�ÒÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 3ÌÅÕÀÍÈÊÀÓÄÊ 536.46:517.97© À.È. ÊàðïîâÎ ÔÎ�ÌÓËÈ�ÎÂÊÅ ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎ�Î ÂÀ�ÈÀÖÈÎÍÍÎ�ÎÏ�ÈÍÖÈÏÀ ÄËß ÇÀÄÀ×È Î ÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÎÌ �ÀÑÏ�ÎÑÒ�ÀÍÅÍÈÈÏËÀÌÅÍÈÏðåäëîæåí âàðèàöèîííûé ïðèíöèï, îñíîâàííûé íà ìåòîäàõ íåðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè, ñ ïîìîùüþêîòîðîãî èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î ðàñ÷åòå ñòàöèîíàðíîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè ïî ïåðåìåøàí-íîé ãàçîâîé ñìåñè. Îñíîâíàÿ öåëü èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â �îðìóëèðîâêå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïàäëÿ ìèíèìèçàöèè èñêîìîãî �óíêöèîíàëà â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, êî-òîðîå îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñòàöèîíàðíûì ðåæèìîì ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè. Ïðè ðàçëè÷íûõ �îðìàõïðåäñòàâëåíèÿ ïîòåíöèàëà ðàññìîòðåíà âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà ñêîðîñòèðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè, âûñòóïàþùåé â êà÷åñòâå çàâèñèìîé ïåðåìåííîé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: âàðèàöèîííûé ïðèíöèï, ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå, ðàñïðîñòðàíåíèå ïëàìåíè.ÂâåäåíèåÎáùåïðèíÿòûé ïîäõîä ê �åíîìåíîëîãè÷åñêîìó îïèñàíèþ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïðîöåññîâ âìåõàíèêå æèäêîñòè, òåïëîìàññîïåðåíîñå, õèìè÷åñêîé êèíåòèêå è äðóãèõ ñâÿçàííûõ ñ íèìèîáëàñòÿõ íå ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèÿ êàêèõ-ëèáî ïîëîæåíèé íåðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìè-êè. Â íèõ íåò íåîáõîäèìîñòè, ïîñêîëüêó â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìàòåìàòè÷å-ñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ïðåäñòàâëåííàÿ óðàâíåíèÿìè ñîõðàíåíèÿ, ïðèâîäèò ê åäèíñòâåííîìóðåøåíèþ, îáåñïå÷èâàþùåìó ÿñíîå �èçè÷åñêîå îïèñàíèå çàêîíîìåðíîñòåé ðàññìàòðèâàåìîãîïðîöåññà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, �óíäàìåíòàëüíûå ïîëîæåíèÿ íåðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè ñî-äåðæàò ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, êîòîðûé ïîòåíöèàëüíî ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ íåêîòîðûõçàäà÷ ñ öåëüþ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ �èçè÷åñêîé ìîäåëè íåîáðàòèìûõ ïðîöåññîâ,ðàçðåøåíèÿ âîçìîæíîé íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è, îïòèìèçàöèè õàðàêòåðèñòèê âû÷èñ-ëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à [1, 2℄ î ðàñ÷åòå ñòàöèîíàð-íîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ îäíîìåðíîãî ïëàìåíè ïî ïåðåìåøàííîé ãàçîâîé ñìåñè, ðåøåíèåêîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà, èñïîëüçóþùåãî ïîëîæåíèÿ íåðàâ-íîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè (íàïðèìåð, [3℄).Â îáùåé òåîðèè ãîðåíèÿ [1, 2℄ ðàçëè÷àþòñÿ äâà àëüòåðíàòèâíûõ ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþñòàöèîíàðíîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè. Ïåðâûé èç íèõ èñïîëüçóåò íåñòàöèîíàð-íûå óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ, çàïèñàííûå â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, çíà÷åíèå ñêîðîñòèðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ìåòîäîì óñòàíîâëåíèÿ ïðè äîñòèæåíèèñòàöèîíàðíîãî äâèæåíèÿ �ðîíòà ïëàìåíè. Äðóãîé ïîäõîä îñíîâàí íà �îðìóëèðîâêå çàäà÷è âïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ �ðîíòîì ïëàìåíè. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïðåîáðàçî-âàíèÿ êîîðäèíàò óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó âèäó, à ñêîðîñòü ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ ïëàìåíè ñòàíîâèòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì çàäà÷è, äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî íåîá-õîäèìî äîïîëíèòåëüíîå ñîîòíîøåíèå (ïîëó÷àåìîå ïðè èñïîëüçîâàíèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿàäèàáàòè÷åñêîãî ïëàìåíè), â îêîí÷àòåëüíîé �îðìå ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé èíòåãðàëüíîå óðàâ-íåíèå áàëàíñà ìàññû èñõîäíîãî ðåàãåíòà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñòàöèîíàðíîé �îðìóëèðîâêåñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè íå ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé, à âûñòóïàåò â êà÷åñòâåíåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà, çíà÷åíèå êîòîðîãî íåîáõîäèìî îïðåäåëÿòü ïî ðåçóëüòàòàì ðåøåíèÿâñåõ óðàâíåíèé ñîõðàíåíèÿ, ñîñòàâëÿþùèõ ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì ðàñ-÷åòà ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî èòåðàöèîííûì, òðåáóþùèì äëÿâû÷èñëåíèÿ êàæäîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ èí�îðìàöèè î ïîëíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ



62 À.È. ÊàðïîâÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 3òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèé ïî îáëàñòè, êîòîðûå ñàìè ïî ñåáå ÿâëÿþòñÿ ÷èñëåííûì ðåøåíè-åì ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûì äëÿ çíà÷åíèÿ ñêîðîñòèðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè.Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðåäñòàâëåííîãî çäåñü àíàëèçà çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè âàðèàöèîííûõïðèíöèïîâ íåðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè (â âèäå ìèíèìàëüíîãî ïðîèçâîäñòâà ýíòðîïèè èëèäðóãèõ âîçìîæíûõ �îðìóëèðîâêàõ [4�7℄) ê ðàñ÷åòó ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè. �àñ-ñìàòðèâàÿ ãîðåíèå êàê ñîâîêóïíîñòü íåîáðàòèìûõ ïðîöåññîâ, ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ ïëàìåíè èäåíòè�èöèðóåòñÿ ñî ñòàöèîíàðíûì ñîñòîÿíèåì íåðàâíîâåñíîé òåðìîäè-íàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Äëÿ íåêîòîðîé çàäàííîé �îðìû òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà σ, âà-ðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà
P =

∫

V

σdV → min, (0.1)çíà÷åíèå êîòîðîãî ïîëàãàåòñÿ áûòü ìèíèìàëüíûì â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè. Â ýòîì ñëó÷àå,èñïîëüçóÿ óñëîâèå ýêñòðåìóìà P â âèäå
∂P

∂m
= 0, (0.2)ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè m ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê äîïîëíèòåëüíàÿ çàâèñè-ìàÿ ïåðåìåííàÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ñ äðóãèìè íåèçâåñòíûìè çàäà÷è(òåìïåðàòóðîé è ìàññîâûìè êîíöåíòðàöèÿìè).� 1. Ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíèÓðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ, îïèñûâàþùèå îäíîìåðíîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïëàìåíèïðè ìàêðîñêîïè÷åñêîì ó÷åòå îäíîñòàäèéíîé ðåàêöèè ãîðåíèÿ â áèíàðíîé ãàçîâîé ñìåñè (èñ-õîäíûé ðåàãåíò → ïðîäóêò), èìåþò âèä [1, 2℄:

Cm
dT

dx
= λ

d2T

dx2
+ QρW, (1.1)

m
dc1

dx
= ρD

d2c1

dx2
− ρW. (1.2)Çäåñü T � òåìïåðàòóðà, c1 � ìàññîâàÿ êîíöåíòðàöèÿ èñõîäíîãî ðåàãåíòà, C � òåïëîåìêîñòü,

λ � êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, Q � òåïëîòà ðåàêöèè, D � êîý��èöèåíò äè��óçèè,
m � ñòàöèîíàðíàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè. Ïëîòíîñòü ρ îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíå-íèÿ ñîñòîÿíèÿ (äàâëåíèå p ïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿííûì):

ρ = p/RT. (1.3)Ñêîðîñòü ðåàêöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé Àððåíèóñà:
W = c1k exp(−E/R0T ). (1.4)Çäåñü R = R0/M � óäåëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, R0 � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ,

M � ìîëÿðíàÿ ìàññà, k � ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü, E � ýíåðãèÿ àêòèâàöèè. Ìàñ-ñîâàÿ êîíöåíòðàöèÿ ïðîäóêòà ðåàêöèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê
c2 = 1 − c1. (1.5)Òåïëîåìêîñòü ïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿííîé è îäèíàêîâîé äëÿ ðåàãåíòà c1 è ïðîäóêòà c2, ÷òî ïðè-âîäèò ê ïîñòîÿíñòâó òåïëîòû ðåàêöèè Q. Àíàëîãè÷íî ðàâåíñòâî ìîëÿðíûõ ìàññ äëÿ îáîèõ



Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè 63ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 3êîìïîíåíòîâ ðåàêöèè ñîîòâåòñòâóåò ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ óäåëüíîé ãàçîâîé ïîñòîÿííîé R.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ àäèàáàòè÷åñêîãî ïëàìåíè èìåþò âèä:
x = −∞ : T = T0, c1 = 1, (1.6)
x = 0 :

dT

dx
= 0,

dc1

dx
= 0, (1.7)

x = −∞ :
dT

dx
→ 0,

dc1

dx
→ 0. (1.8)Äëÿ ïîëíîãî âûãîðàíèÿ èñõîäíîãî âåùåñòâà ( c1 = 0 ïðè x = 0) óðàâíåíèÿ (1.1)�(1.2) ñ ãðà-íè÷íûìè óñëîâèÿìè (1.6)�(1.8) èíòåãðèðóþòñÿ, ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå äëÿ àäèà-áàòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ïëàìåíè:

x = 0 : T = Tf = T0 +
Q

C
. (1.9)Â ñëó÷àå ÷èñëà Ëüþèñà Le = ρDC/λ = 1 èìååò ìåñòî ïîäîáèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.1) äëÿòåìïåðàòóðû è óðàâíåíèÿ (1.2) äëÿ êîíöåíòðàöèè, ïîñëåäíåå ïðèíèìàåò âèä ïðîñòîé �îðìóëû:

c1 =
Tf − T

Tf − T0
. (1.10)Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëèðîâêà çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ îäíîãî óðàâíåíèÿ (1.1), ãäå òåìïå-ðàòóðà T ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé, òîãäà êàê êîíöåíòðàöèÿ âûðàæàåòñÿ ñîîòíîøå-íèåì (1.10).� 2. Òåðìîäèíàìè÷åñêèé àíàëèç2.1. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿÂ ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (1.1) çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà íåîáðàòèìûõ ïðîöåññà: òåï-ëîïðîâîäíîñòü è õèìè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ. Îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà σ â óðàâíåíèè (0.1)ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùåé áèëèíåéíîé �îðìîé (íàïðèìåð, [3℄):

σ = JT XT + JW XW . (2.1)Çäåñü J � òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòîê, X � îáîáùåííàÿ ñèëà, èíäåêñû T è W îòíîñÿòñÿ êòåïëîïðîâîäíîñòè è õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèíèìàÿ σ â �îðìå ïðîèçâîäñòâàýíòðîïèè, ïîòîê è ñèëà, ñîîòâåòñòâóþùèå òåïëîïðîâîäíîñòè, îïðåäåëÿþòñÿ êàê [3℄
JT = −λ

dT

dx
, (2.2)

XT =
d

dx

1

T
. (2.3)Ïîñêîëüêó êîíâåêòèâíûé ÷ëåí óðàâíåíèÿ (1.1), ñîäåðæàùèé çíà÷åíèå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíå-íèÿ ïëàìåíè m, íå âõîäèò â ñîîòíîøåíèå äëÿ ïðîèçâîäñòâà ýíòðîïèè, �óíêöèîíàë (0.1) íåìîæåò áûòü ðàçðåøåí îòíîñèòåëüíî m, áîëåå òîãî, â äàííîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî ïîëó÷èòüóðàâíåíèå Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ ïîòåíöèàëà σ, êîòîðîå áûëî áû ýêâèâàëåíòíî äè��åðåí-öèàëüíîé ïîñòàíîâêå, ïðåäñòàâëåííîé óðàâíåíèåì (1.1). Â ýòîì ñìûñëå íàñòîÿùèé àíàëèç íåîãðàíè÷èâàåòñÿ ðàìêàìè èñòèííîãî ïðèíöèïà ìèíèìàëüíîãî ïðîèçâîäñòâà ýíòðîïèè è íàïðàâ-ëåí íà ïîèñê ïîäõîäÿùåãî âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà, ñïîñîáíîãî àäåêâàòíî îïèñàòü çàäà÷ó îðàñ÷åòå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè â âàðèàöèîííîé �îðìóëèðîâêå.Òàê, ñëåäóÿ [7℄, ïðåäñòàâèì òåïëîâîé ïîòîê â âèäå

JT = −λ
dT

dx
+ CmT. (2.4)



64 À.È. ÊàðïîâÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 3Â ýòîì ñëó÷àå òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë íå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïðîèçâîäñòâó ýíòðî-ïèè, íî, âîçìîæíî, ïîçâîëèò ïîëó÷èòü ýêâèâàëåíòíûå âàðèàöèîííóþ è äè��åðåíöèàëüíóþïîñòàíîâêè çàäà÷è. Èñïîëüçóÿ (2.4), èñõîäíîå óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
d

dx
JT − ρWQ = 0. (2.5)Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòîêà è îáîáùåííîé ñèëû, ñîîòâåòñòâóþùèå õèìè÷å-ñêîé ðåàêöèè, èìåþò âèä [3℄:
JW = ρW, (2.6)

XW = A/T, (2.7)ãäå A � ñðîäñòâî ðåàêöèè. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðÿìîå ïðèìåíåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà
∂σ

∂
(

1
T

) −

d

dx

∂σ

∂
(

d
dx

1
T

) = 0 (2.8)ê ïîòåíöèàëó (2.1) ñ ïîòîêàìè è ñèëàìè, ïîñëåäîâàòåëüíî âûðàæåííûìè óðàâíåíèÿìè (2.4),(2.3), (2.6), (2.7), íå äàåò êàêîãî-ëèáî ïðàâäîïîäîáíîãî îïèñàíèÿ èñõîäíîé �îðìóëèðîâêè (2.5).2.2. Ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ñèëûÈñïîëüçóÿ êîíöåïöèþ ëîêàëüíîãî ïîòåíöèàëà [5�7℄, óðàâíåíèå (2.1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-ëåíî â �îðìå îãðàíè÷åííûõ âàðèàöèé:
σ = LT (T̃ )X2

T (T ) + LW (T̃ )X2
W (T ). (2.9)Çäåñü âàðüèðîâàíèå íå ïðîâîäèòñÿ ïî òåìïåðàòóðå T̃ è �åíîìåíîëîãè÷åñêèå êîý��èöèåíòûèìåþò âèä

LT =
JT

XT
=

−λdT̃
dx

+ CmT̃
d
dx

1
T̃

, (2.10)
LW =

JW

XW

= ρ(T̃ )W (T̃ )
T̃

A
. (2.11)Äëÿ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ ïîñòîÿííîãî ñðîäñòâà ðåàêöèè ïðèìåíåíèå óðàâíåíèÿ (2.8) ê óðàâíå-íèÿì (2.9)�(2.11) äàåò ñîîòíîøåíèå

d

dx
JT − ρWA = 0, (2.12)êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò (2.5), åñëè ïðèíÿòü ðàâåíñòâî ñðîäñòâà è òåïëîòû ðåàêöèè (A = Q).Îäíàêî äàííîå óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè T → 0, ÷òî îïðåäåëåííîâûâîäèò àíàëèç äàëåêî çà ðàìêè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.Â îáùåì ñëó÷àå ñðîäñòâî ðåàêöèè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî �óíêöèåé A(T, p, ξ), ãäå ξ �êîîðäèíàòà ðåàêöèè, èçìåíÿþùàÿñÿ îò 0 äî 1 â ïðîöåññå õèìè÷åñêîãî ïðåâðàùåíèÿ. Â ðàññìàò-ðèâàåìîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ ξ ýêâèâàëåíòà êîíöåíòðàöèè ïðîäóêòà ðåàêöèè è, ñ èñïîëüçîâà-íèåì óðàâíåíèé (1.5), (1.10), âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òåìïåðàòóðó ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ξ =

T − T0

Tf − T0
. (2.13)Ïîëíûé äè��åðåíöèàë îáîáùåííîé ñèëû, âûçâàííîé õèìè÷åñêîé ðåàêöèåé (óðàâíåíèå (2.7)),èìååò âèä

d

(

A

T

)

=

(

∂

∂T

A

T

)

p,ξ

dT +

(

∂

∂p

A

T

)

T,ξ

dp +

(

∂

∂ξ

A

T

)

T,p

dξ. (2.14)



Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè 65ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 3Ïîñêîëüêó äàâëåíèå ïðèíÿòî ïîñòîÿííûì, âòîðîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.14) èñ-÷åçàåò. Â ñèëó îòìå÷åííîãî âûøå ïîäîáèÿ �óíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿòåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè (óðàâíåíèå (1.10) èëè (2.13)) ïîëó÷àåì dξ = C
Q

dT (ñ èñïîëüçîâà-íèåì óðàâíåíèÿ (1.9) è ó÷åòîì ïîñòîÿíñòâà C è Q), ÷òî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî òðåòüå ñëàãàåìîåïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.14) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó ( ∂
∂T

A
T

)

T
dT è òàêæå èñêëþ÷àåòñÿ èç àíà-ëèçà.Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå �èááñà��åëüìãîëüöà ( ∂

∂T
A
T

)

p,ξ
dT = 1

T 2

(

∂H
∂ξ

)

p,T
, ãäå H � ýíòàëü-ïèÿ è (∂H

∂ξ

)

p,T
= −Q � òåïëîòà ýêçîòåðìè÷åñêîé ðåàêöèè, óðàâíåíèå (2.14) ìîæíî ïðåîáðà-çîâàòü ê âèäó

A

T
=

A∗

T∗

+

T∗
∫

T

Q

T 2
dT . (2.15)Îïðåäåëÿÿ A∗, T∗ êàê íåêîòîðûå èçâåñòíûå ïàðàìåòðû â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêî-ãî ðàâíîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî àäèàáàòè÷åñêîìó ïëàìåíè ïðè ïîëíîì âûãîðàíèè ðåàãåíòà(A∗ = 0 , T∗ = Tf ), âûðàæåíèå äëÿ îáîáùåííîé ñèëû õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ïðèíèìàåò ñëåäóþ-ùóþ îêîí÷àòåëüíóþ �îðìó [8℄:

XW = Q

(

1

T
−

1

Tf

)

. (2.16)Â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèÿìè (2.6) è (2.16), �åíîìåíîëîãè÷åñêèå êîý��èöèåíòû äëÿ õèìè÷å-ñêîé ðåàêöèè èìåþò âèä
LW =

JW

XW
=

ρ(T̃ )W (T̃ )

Q
(

1
T̃
−

1
Tf

) , (2.17)ïðèâîäÿùèé ê ñëåäóþùåé �îðìå óðàâíåíèÿ (2.8) äëÿ ïîòåíöèàëà (2.9) ñ êîý��èöèåíòîì LWèç óðàâíåíèÿ (2.17):
d

dx
JT − ρWQ = 0. (2.18)Çäåñü èìååò ìåñòî ïîëíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü èñõîäíîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (2.5).Ôóíêöèîíàë (0.1), ñîîòâåòñòâóþùèé äàííîé �îðìóëèðîâêå âûðàæàåòñÿ êàê (÷ëåí, îïèñûâà-þùèé õèìè÷åñêóþ ðåàêöèþ, îïóùåí, ïîñêîëüêó îí íå çàâèñèò îò ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿïëàìåíè m)

P (m) =

∫

x

LT X2
T dx =

∫

x

(

−λdT̃
dx

+ CmT̃
d
dx

1
T̃

)

(

d

dx

1

T

)2

dx. (2.19)Äëÿ ìèíèìóìà P îòíîñèòåëüíî m, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
∂P

∂m
=

∫

x

CT

(

d

dx

1

T

)

dx = 0, (2.20)êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðè XT = 0 ( JT = 0), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìåòàñòàáèëüíîìó ðàâíîâåñ-íîìó ñîñòîÿíèþ è äàåò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå m = 0 (ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè íå ïðîèñõîäèò).Òàêèì îáðàçîì, âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è, îñíîâàííàÿ íà �åíîìåíîëîãè÷åñêèõ ñî-îòíîøåíèÿõ, ïðåäñòàâëåííûõ ÷åðåç ñèëû â âèäå Ji = LiXi, íå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü èñêîìóþñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè.2.3. Ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ïîòîêèÏîòåíöèàë ìîæåò áûòü àëüòåðíàòèâíî ïðåäñòàâëåí êàê �óíêöèÿ ïîòîêîâ [6℄:
JT = T 2

(

λ
d

dx

1

T
+ Cm

1

T

)

, (2.21)
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XT =

d

dx

1

T
, (2.22)

RT =
XT

JT

=
d
dx

1
T

T 2
(

λ d
dx

1
T

+ Cm 1
T

) , (2.23)
σT = RT

(

T̃
)

J2
T =

T̃ 2 d
dx

1
T̃

(

λ d
dx

1
T̃

+ Cm 1
T̃

)

(

λ
d

dx

1

T
+ Cm

1

T

)2 (2.24)äëÿ òåïëîïðîâîäíîñòè;
JW = ρW =

pk

R(Tf − T0)

(

Tf

T
− 1

)

exp

(

−

E

R0T

)

, (2.25)
XW =

A

T
= Q

(

1

T
−

1

Tf

)

, (2.26)
RW =

XW

JW

=
Q
(

1
T
−

1
Tf

)

pk
R(Tf−T0)

(

Tf

T
− 1
)

exp
(

−
E

R0T

) , (2.27)
σW = RW

(

T̃
)

J2
W =

Q
(

1
T̃
−

1
Tf

)

(

Tf

T̃
− 1
)

exp
(

−
E

R0T̃

)

pk

R(Tf − T0)

[(

Tf

T
− 1

)

exp

(

−

E

R0T

)]2 (2.28)äëÿ õèìè÷åñêîé ðåàêöèè. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèå Ýéëåðà�Ëàãðàíæà (2.8) äëÿ ïîòåí-öèàëà σ = σT + σW , âûðàæåííîãî óðàâíåíèÿìè (2.24) è (2.28), ïðèíèìàåò âèä
d

dx
JT − ρWQ

[

1 +

(

1

T
−

1

Tf

)

E

R0

]

= 0. (2.29)Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîòåíöèàëà ÷åðåç ñèëû âèäà σ = LiX
2
i , ãäå îáîáùåí-íàÿ ñèëà õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ÿâëÿëàñü ëèíåéíîé �óíêöèåé 1/T â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì(2.16), çäåñü çàâèñèìîñòü äëÿ ïîòîêà èìååò ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûé (ýêñïîíåíöèàëüíûé) âèäâñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèÿ (1.4). Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (2.30) íå ñîîòâåòñòâóåò èñõîäíîé äè�-�åðåíöèàëüíîé �îðìóëèðîâêå (2.5). �àçëè÷èå âûðàæàåòñÿ âòîðûì ñëàãàåìûì â êâàäðàòíûõñêîáêàõ óðàâíåíèÿ (2.30). Ñëåäîâàòåëüíî, âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà àñèìïòîòè÷åñêè ïðè-áëèæàåòñÿ ê äè��åðåíöèàëüíîé ïðè ñòðåìëåíèè ñèñòåìû ê òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ðàâíîâåñèþ,ò. å. T → Tf . Ìèíèìèçàöèÿ �óíêöèîíàëà (0.1) îòíîñèòåëüíî ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëà-ìåíè ( ∂P/∂m = 0) ïðèâîäèò ê òîìó æå âûøåóêàçàííîìó ñîîòíîøåíèþ (2.20). Äàëåå, ñëåäóÿêîíöåïöèè ëîêàëüíîãî ïîòåíöèàëà, ïîòðåáóåì, ÷òîáû �åíîìåíîëîãè÷åñêèé êîý��èöèåíò RTíå çàâèñåë íå òîëüêî îò òåìïåðàòóðû, íî è îò ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè m, èìåÿ ââèäó, ÷òî ïîñëåäíÿÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé çàâèñèìîé ïåðåìåííîé:

σT = RT (m̃)J2
T =

T̃ 2 d
dx

1
T̃

(

λ d
dx

1
T̃

+ Cm̃ 1
T̃

)

(

λ
d

dx

1

T
+ Cm

1

T

)2

. (2.30)Ïîñêîëüêó σW íå çàâèñèò îò m, ïîëó÷àåì
∂P

∂m
=

∂

∂m

∫

x

RT

(

λ
d

dx

1

T
+ Cm

1

T

)2

dx = 0,

m = −

λ

C

∫

x

1
T

(

d
dx

1
T

)

dx

∫

x

(

1
T

)2
dx

. (2.31)Ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ñîîòíîøåíèå (2.31) ìîæåò áûòü ïîëåçíî ïðè âû÷èñëåíèè ñêîðîñòèðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ íà÷àëüíûõ îöåíîê. Îäíàêî íåîáõîäèìî èìåòüâ âèäó, ÷òî èìååò ìåñòî î÷åâèäíîå ðàçíîãëàñèå ìåæäó óðàâíåíèÿìè (2.5) è (2.30).
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σ =

∑

i

Ji(T )Xi(T ), Ψ =
∑

i

Li(T̃ )X2
i (T ), Φ =

∑

i

Ri(T̃ )J2
i (T ), (2.32)ãäå σ � èñòèííîå ïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè, Ψ � ñèëîâîé ïîòåíöèàë è Φ � ïîòîêîâûé ïîòåíöèàë.Äàëåå, ââåäåì îáîáùåííóþ �îðìó ïîòåíöèàëà [6℄

σ̂ =
1

2
(Ψ + Φ) , (2.33)êîòîðàÿ áåç íàëîæåíèÿ êàêèõ-ëèáî �èçè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà åùåáîëåå îáùåé �îðìîé

σ̂ = αΨ + (1 − α) Φ, (2.34)ñ íåêîòîðûì âåñîâûì êîý��èöèåíòîì 0 < α < 1. Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìîòðåíèå ïîòåíöèàëà(2.34) ïðèâîäèò ê áîëåå îáåùàþùåìó âèäó óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà
−

d

dx
JT + ρWQ

[

1 + α

(

1

T
−

1

Tf

)

E

R0

]

= 0, (2.35)êîòîðîå, ïðè îáîñíîâàííîì âûáîðå α, îáåñïå÷èâàåò àñèìïòîòè÷åñêóþ ñõîäèìîñòü âàðèàöèîí-íîé �îðìóëèðîâêè ê èñõîäíîé äè��åðåíöèàëüíîé ïîñòàíîâêå â âèäå óðàâíåíèé ñîõðàíåíèÿ.Äðóãèì âàæíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî óðàâíåíèå (2.31) íå çàâèñèò îò α è ñî-õðàíÿåò ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà ïîòåíöèàëà (2.34).� 3. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿÏðîâåäåííûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî èñõîäíûé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë â �îðìå ìèíè-ìàëüíîãî ïðîèçâîäñòâà ýíòðîïèè ñîâåðøåííî íåïðèãîäåí äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-÷è, ïîñêîëüêó êîíâåêòèâíûé ÷ëåí, ñîäåðæàùèé èñêîìóþ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè,íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòîêîâ è îáîáùåííûõ ñèë. Èñïîëüçîâàíèå êîí-öåïöèè ëîêàëüíîãî ïîòåíöèàëà (èëè ìåòîäà îãðàíè÷åííûõ âàðèàöèé [4℄) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ýê-âèâàëåíòíîñòü âàðèàöèîííîé è äè��åðåíöèàëüíîé ïîñòàíîâîê ïðè ïðåäñòàâëåíèè ïîòåíöèàëà÷åðåç ñèëû. Îäíàêî íå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü èñêîìîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿïëàìåíè, ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü â êà÷åñòâå çàâèñèìîé ïåðåìåííîé, îáåñïå÷èâàþùåé ìèíèìóìïðèíÿòîãî �óíêöèîíàëà â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè. Ïðåäñòàâëåíèå ïîòåíöèàëà ÷åðåç ïîòîêèïðèâîäèò ê íåêîòîðîìó ïîòåíöèàëüíî ïîëåçíîìó ñîîòíîøåíèþ äëÿ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿïëàìåíè, íî â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Ýéëåðà�Ëàãðàíæà íå ñîîòâåòñòâóåò â ïîëíîé ìåðå èñ-õîäíîé äè��åðåíöèàëüíîé ïîñòàíîâêå èç-çà ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñêîðîñòèðåàêöèè ãîðåíèÿ îò òåìïåðàòóðû. Îêîí÷àòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîòåíöèàëà ñ èñïîëüçîâàíè-åì âåñîâîãî êîý��èöèåíòà ïðèâîäèò ê àäåêâàòíîìó �èçè÷åñêîìó îïèñàíèþ çàêîíîìåðíîñòåéðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà è ñîõðàíÿåò ïðåèìóùåñòâà âàðèàöèîííîé �îðìóëèðîâêè, çàêëþ-÷àþùèåñÿ â ýêñòðåìàëüíûõ ñâîéñòâàõ ïðåäëîæåííîãî �óíêöèîíàëà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé (ïðîåêò 07-08-96044-ð_óðàë_à) è Ôîíäà ñîäåéñòâèÿ îòå÷åñòâåííîé íàóêå (ïðîãðàììà¾Äîêòîðà íàóê �ÀÍ¿). ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Çåëüäîâè÷ ß.Á., Áàðåíáëàòò �.È., Ëèáðîâè÷ Â.Á., Ìàõâèëàäçå �.Ì. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ãîðå-íèÿ è âçðûâà. � Ì.: Íàóêà, 1980. � 478 ñ.2. Âèëüÿìñ Ô.À. Òåîðèÿ ãîðåíèÿ. � Ì.: Íàóêà, 1971. � 616 .3. äå �ðîîò Ñ., Ìàçóð Ï. Íåðàâíîâåñíàÿ òåðìîäèíàìèêà. � Ì.: Ìèð, 1964. � 456 ñ.
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