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H =

1

2

N
∑

i=1

p2
i

mi

+ Uα(r). (1.1)Êàê èçâåñòíî, äëÿ ïîòåíöèàëà Uα(r) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî Ýéëåðà
(r,

∂Uα

∂r
) = αUα. (1.2)Ýâîëþöèÿ öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà èíåðöèè I =

N
∑

i=1
mir

2
i äëÿ òàêèõ ñèñòåì îïèñûâàåòñÿ �îð-ìóëîé Ëàãðàíæà

Ï = 4H − 2(α + 2)Uα. (1.3)Íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ �îðìóëû Ëàãðàíæà íà ñèñòåìû ñî ñâÿçÿìè, íà ñëó÷àé, êîãäà ïîòåíöè-àëüíàÿ ýíåðãèÿ êâàçèîäíîðîäíà ïî êîîðäèíàòàì, à òàêæå íà êîíòèíóóì âçàèìîäåéñòâóþùèõ÷àñòèö, ìîæíî íàéòè â íåäàâíåé ðàáîòå [10℄.Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå α = −2 �îðìóëà Ëàãðàíæà óïðîùàåòñÿ, ïðè ýòîì óðàâíåíèåäëÿ ìîìåíòà èíåðöèè ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíî ÿâíî:
I(t) = 2Ht2 + at + b, (1.4)çäåñü a è b � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ. Èç (1.4) ñëåäóåò âîñõîäÿùåå ê ßêîáè óòâåðæäåíèåäëÿ ñèñòåìû N ÷àñòèö ñ ïîòåíöèàëîì U

−2(r).Óòâåðæäåíèå 1 (ßêîáè). Â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíûõ ýíåðãèé H < 0 âñå ÷àñòèöû ñèñòåìûñòîëêíóòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ, à â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèè H > 0 ïî êðàéíåé ìåðåîäíî âçàèìíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òåëàìè áóäåò áåñêîíå÷íî âîçðàñòàòü ïðè t → ±∞.
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N
∑

i,j=1,i>j

mimj

(xi−xj)2
. Â ÿâíîì âèäå äëÿ ïðîèçâîëüíîãîïîòåíöèàëà U = U

−2(r) èíòåãðàëû a è b çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
a = 2(r, p) − 4Ht, b = 2Ht2 − 2(r, p)t + I, (1.5)ãäå H � ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû.Çàìåòèì, ÷òî ïðè α = −2 íà �èêñèðîâàííîì óðîâíå èíòåãðàëà ýíåðãèè �îðìóëà Ëàãðàí-æà (1.3) ïðèíèìàåò âèä óðàâíåíèÿ Íüþòîíà ñ ïîñòîÿííîé ñèëîé. Äàííîå óðàâíåíèå äîïóñêàåòî÷åâèäíûé èíòåãðàë ýíåðãèè

h =
1

2
İ2 − 4IH =

a2

2
− 4bH, (1.6)êîòîðûé áóäåò ÿâëÿòüñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ è äëÿ âñåé ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåä-ëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 1. Íàòóðàëüíàÿ ñèñòåìà (1.1) ñ ïîòåíöèàëîì U

−2(r) äîïóñêàåò ïåðâûé èíòå-ãðàë äâèæåíèÿ
J = −h/2 = 2IH − (r, p)2, (1.7)êîòîðûé ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ýíåðãèþ ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñè-ñòåìû.Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàë (1.7) ñâÿçàí ñî ñêðûòîé ñèììåòðèåé çàäà÷è, êîòîðîé íå ñîîòâåò-ñòâóåò íèêàêàÿ î÷åâèäíàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé 1. Âïåðâûå èíòåãðàë (1.7) áûë ïîëó÷åí ßêîáè [9℄ ïðè èñ-ñëåäîâàíèè çàäà÷è î äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â R

3 ïîä äåéñòâèåì öåíòðàëüíûõ ñèë ñäîáàâëåíèåì ïðîèçâîëüíîãî îäíîðîäíîãî ïîòåíöèàëà ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè α = −2, òî åñòü
H =

1

2
p2 + V (|r|) + U

−2(r), p, r ∈ R
3. (1.8)Â äàëüíåéøåì ðÿäîì àâòîðîâ [5, 11, 12, 17℄ ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñàáûëà ïîêàçàíà èíòåãðèðóåìîñòü ñèñòåìû Êàëîäæåðî�Ìîçåðà è íåêîòîðûõ åå îáîáùåíèé, êî-òîðûå òàêæå âõîäÿò â ðàññìàòðèâàåìûé íàìè êëàññ ñèñòåì. Îäíàêî èíòåãðàë (1.7) äëÿ ýòèõñèñòåì ÿâíî óêàçàí íå áûë, õîòÿ è ñîäåðæèòñÿ â ïîëó÷åííîì ïðåäñòàâëåíèè Ëàêñà.Â íàèáîëåå îáùåì âèäå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îäíîðîäíîãî ïîòåíöèàëà ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè

α = −2 èíòåãðàë (1.7) âïåðâûå áûë ïðèâåäåí Àëáóè è Øåíñèíå â ðàáîòå [1℄.Âîîáùå, äîáàâêè ê ïîòåíöèàëó âèäà U(r) ∼ |r|−2 ïîñòîÿííî ðàññìàòðèâàëèñü â íåáåñíîéìåõàíèêå â êà÷åñòâå ïîïðàâî÷íûõ ÷ëåíîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ îáúÿñíåíèÿ íåêîòîðûõ íàáëþäå-íèé, íå óêëàäûâàþùèõñÿ â òåîðèþ Íüþòîíà. Â ÷àñòíîñòè, ïîïðàâêè ê ïîòåíöèàëó âèäà |r|−2èñïîëüçîâàë À.Ýéíøòåéí ïðè ñâîåì îáúÿñíåíèè ñìåùåíèÿ ïåðèãåëèÿ Ìåðêóðèÿ. Èíòåðåñíî,÷òî ïîòåíöèàëû ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè α = −2 òàêæå âîçíèêàþò â çàäà÷å î äâèæåíèè ãàçîîá-ðàçíûõ ýëëèïñîèäîâ [6, 7℄.Ïðèâåäåì òåïåðü íàèáîëåå îáùèé âèä èíòåãðàëà (1.7), îáîáùàþùèé êàê ñëó÷àé ßêîáè (1.8),òàê è ðåçóëüòàò Àëáóè è Øåíñèíå.Òåîðåìà 2. Íàòóðàëüíàÿ ñèñòåìà (1.1) ñ ïîòåíöèàëîì
U(r) = U

−2(r) + V (I) (1.9)äîïóñêàåò ïåðâûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ
J = 2I(H − V ) − (r, p)2. (1.10)



Îáîáùåíèå òîæäåñòâà Ëàãðàíæà è íîâûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ 71ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 3Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âû÷èñëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ I ïî âðåìåíè â ñèëó ðàññìàòðè-âàåìîé ñèñòåìû
Ï = 4(H − V ) − 4I

∂V

∂I
. (1.11)Íà �èêñèðîâàííîì óðîâíå èíòåãðàëà ýíåðãèè H = const ñíîâà ïîëó÷àåì ñèñòåìó ñ îäíîéñòåïåíüþ ñâîáîäû è óðàâíåíèåì íüþòîíîâñêîãî òèïà. Ïðè ýòîì èíòåãðàë (1.10) ñ òî÷íîñòüþ äîêîíñòàíòû ñîâïàäàåò ñ ýíåðãèåé ñèñòåìû (1.11), à ÿâíàÿ çàâèñèìîñòü I(t) çàäàåòñÿ êâàäðàòóðîé

t + t0 =

∫

d I

2
√

−J + 2I(H − V )
. (1.12)

�� 2. Çàäà÷à N òåë ñ îäíîðîäíûì ïîòåíöèàëîì ñòåïåíè −2, çàâèñÿùèì îòâçàèìíûõ ðàññòîÿíèé�àññìîòðèì çàäà÷ó N òåë, ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êîòîðûìè çàâèñèò òîëüêî îòâçàèìíûõ ðàññòîÿíèé è îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé �óíêöèåé ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè
α = −2, òî åñòü

H =
1

2

∑ p2
i

mi

+ U
−2(|ri − rj|). (2.1)Çäåñü îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà R

3. Îáîáùåíèå íà ñëó÷àè áîëüøåé ðàç-ìåðíîñòè íå ïðåäñòàâëÿåò íèêàêèõ òðóäíîñòåé è ìîæåò áûòü ñäåëàíî, íàïðèìåð, ñëåäóÿ [18℄.Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 3. Ñèñòåìà (2.1), îïèñûâàþùàÿ äâèæåíèå N òåë â R
3 ñ îäíîðîäíûì ïîòåí-öèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè α = −2, äîïóñêàåò äåñÿòü �óíêöèîíàëüíîíåçàâèñèìûõ àâòîíîìíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ

P =
∑

pi, S = P

N
∑

i=1

(ri, pi) − 2H

N
∑

i=1

miri,

M =
∑

i

ri × pi, J = 2IH − (
N

∑

i=1

(ri, pi))
2.

(2.2)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîòåíöèàë ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è çàâèñèò îò âçàèìíûõ ðàññòî-ÿíèé ìåæäó òåëàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (2.1) äîïóñêàåò êëàññè÷åñêèå èíòåãðàëû ïîëíîãîèìïóëüñà P è ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà M . Ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà J ñëåäóåò èç òåîðå-ìû 2 íàñòîÿùåé ñòàòüè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íåîáõîäèìî ïðåäúÿâèòüåùå òðè èíòåãðàëà íåçàâèñèìûõ ñ óæå óêàçàííûìè.Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïîòåíöèàëà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îáëàäàþò íåàâòîíîìíûìè èíòå-ãðàëàìè äâèæåíèÿ:
a = 2

N
∑

i=1

(ri, pi) − 4Ht, b = 2Ht2 − 2

N
∑

i=1

(ri, pi)t + I,

c = R −
P

∑

mi

t,

(2.3)ãäå R � ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà ìàññ ñèñòåìû òåë. Èñêëþ÷àÿ âðåìÿ èç ðàçëè÷íûõ ïàð èí-òåãðàëîâ a è ci, ïîìèìî óæå èçâåñòíûõ èíòåãðàëîâ P , M è J, ïîëó÷èì åùå òðè íîâûõàâòîíîìíûõ èíòåãðàëà:
S = P

N
∑

i=1

(ri, pi) − 2H

N
∑

i=1

miri. (2.4)Íåçàâèñèìîñòü èíòåãðàëîâ (2.2) ëåãêî ïîêàçàòü ÿâíî, ïîñ÷èòàâ ñîîòâåòñòâóþùèé ÿêîáèàí.



72 À.À. ÊèëèíÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 3Ñêîáêè Ïóàññîíà èíòåãðàëîâ (2.2) èìåþò âèä
{Mµ, Mν} = εµνρMρ, {Mµ, Sν} = εµνρSρ, {Mµ, Pν} = εµνρPρ, {Mµ, J} = 0,

{Sµ, Sν} = SµPν − PµSν , {Sµ, Pν} = PµPν − 2H
(

∑

mi

)

δµν , {Sµ, J} = −2JPµ,

{Pµ, Pν} = 0, {Pµ, J} = 2Sµ.

(2.5)Êàê âèäíî èç (2.5), ïîëó÷èâøàÿñÿ àëãåáðà èíòåãðàëîâ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé. �àíã ýòîé ïóàñ-ñîíîâîé ñòðóêòóðû ðàâåí âîñüìè, ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ àëãåáðà îáëàäàåò äâóìÿ �óíêöèÿìèÊàçèìèðà:
K1 = (P × S − 2H

(

∑

mi

)

M)2,

K2 = S2 + JP 2 − 2(M , P × S) + 2H
(

∑

mi

)

(M 2 − J).
(2.6)Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 4. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû (2.1), îïèñûâàþùèå äâèæåíèå N òåë â R

3 ñïîòåíöèàëîì ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿþùèìñÿ îäíîðîäíîé �óíêöèåé ñòåïåíè îäíîðîäíî-ñòè α = −2, äîïóñêàþò ðåäóêöèþ íà øåñòü ñòåïåíåé ñâîáîäû ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ (2.2).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü øåñòü ïåð-âûõ èíòåãðàëîâ â èíâîëþöèè. Â êà÷åñòâå ïåðâûõ äâóõ èç íèõ áåðóòñÿ �óíêöèè Êàçèìèðà (2.6),à îñòàâøèåñÿ ÷åòûðå ââîäÿòñÿ êàê êîîðäèíàòû Äàðáó íà óðîâíå �óíêöèé Êàçèìèðà àëãåáðûèíòåãðàëîâ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå òàêèõ êîîðäèíàò ìîæíî âûáðàòü èíòåãðàëû
J, M2, M3 è

G =
S2 + JP

2H
. (2.7)Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðèâåäåííûå èíòåãðàëû êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé, ñëåäîâàòåëüíî,ñèñòåìà (2.1) äîïóñêàåò ðåäóêöèþ íà øåñòü ñòåïåíåé ñâîáîäû. �� 3 Îáîáùåíèå òîæäåñòâà Ëàãðàíæà è èíòåãðàëà ßêîáè�àññìîòðèì ñèñòåìó 
 ãàìèëüòîíèàíîì

H =
1

2

∑ p2
i

mi

+ U
−2(|ri − rj|) + V (I, R), ri, pi ∈ R

n, (3.1)ãäå U
−2(|ri − rj |) � îäíîðîäíàÿ �óíêöèÿ ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè α = −2, çàâèñÿùàÿ òîëüêîîò âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé |ri − rj |, i, j = 1, . . . , N, à V (I, R) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ ìî-ìåíòà èíåðöèè I è ðàäèóñ-âåêòîðà öåíòðà ìàññ R. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè I è R,îáîáùàþùèå òîæäåñòâî Ëàãðàíæà: (1.3)















Ï = 4(H − V ) − 4I
∂V

∂I
− 2(R,

∂V

∂R
),

R̈ = −2
∂V

∂I
R −

1

µ

∂V

∂R
,

(3.2)ãäå µ =
∑

mi � ñóììàðíàÿ ìàññà âñåõ òåë. Êàê âèäèì, ïîëó÷èâøèåñÿ óðàâíåíèÿ îòäåëèëèñüîò îáùåé ñèñòåìû è ìîãóò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíû îòäåëüíî. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåòðÿä ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ �óíêöèè f(I, R), ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà (3.2) (à ñëåäîâàòåëüíî, è îáùàÿñèñòåìà) äîïóñêàåò äîïîëíèòåëüíûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.Òåîðåìà 5. Ñèñòåìà (3.1) äîïóñêàåò äîïîëíèòåëüíûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ â ñëåäóþùèõñëó÷àÿõ1. Ïðè V (I, R) = f(I) ñèñòåìà (3.1) äîïóñêàåò äîïîëíèòåëüíûå èíòåãðàëû
J = 4(H − f)I −

1

2
İ2,

Gi = IP 2
i − µPiRiİ + 2µ2R2

i (H − f), i = 1, . . . , n,
(3.3)ãäå P = µṘ.



Îáîáùåíèå òîæäåñòâà Ëàãðàíæà è íîâûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ 73ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 32. Ïðè V (I, R) = kI + f(R), ãäå k � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð, ñèñòåìà (3.1) äîïóñêàåòäîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë
F =

1

2
P 2 + kR2 +

1

µ
f(R). (3.4)3. Ïðè V (I, R) = f(x)+ g(R), ãäå ââåäåíà íîâàÿ ïåðåìåííàÿ x = µI −µ2R2, ñèñòåìà (3.1)äîïóñêàåò äîïîëíèòåëüíûå èíòåãðàëû

F1 =
1

2
Ṙ

2
+

1

µ
g(R),

F2 =
1

2
ẋ2 − 4µx(H − f(x) − µF1).

(3.5)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.1. Ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîãî èíòåãðàëà (3.3) ñëåäóåò èç òåîðåìû 2 íàñòîÿùåé ñòàòüè. À èíòå-ãðàëû Gi ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè èíòåãðàëà (2.7) äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàð óðàâíåíèé










Ï = 4(H − f) − 4I
∂f

∂I
,

R̈i = −2
∂f

∂I
Ri,

(3.6)íà êîòîðûå â äàííîì ñëó÷àå ðàçäåëÿåòñÿ ñèñòåìà (3.2).2. Â ýòîì ñëó÷àå âòîðîå èç óðàâíåíèé (3.2) ïðèíèìàåò âèä óðàâíåíèÿ Íüþòîíà
R̈ = −2kR −

1

µ

∂f

∂R
(3.7)è äîïóñêàåò î÷åâèäíûé èíòåãðàë ýíåðãèè (3.4).3. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ (3.2) â ïåðåìåííûõ x, R :















ẍ = 4µ(H − f(x) − g(R)) − 4µx
∂f

∂x
− 2µ2Ṙ

2
,

R̈ = −
1

µ

∂g

∂R
.

(3.8)Òàê æå êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, âòîðîå óðàâíåíèå äîïóñêàåò èíòåãðàë ýíåðãèè
F1 =

1

2
Ṙ

2
+

1

µ
g(R). (3.9)Âûðàçèâ Ṙ

2 ÷åðåç ïîëó÷åííûé èíòåãðàë F1 è ïîäñòàâèâ â ïåðâîå óðàâíåíèå (3.8), îïÿòüïîëó÷èì óðàâíåíèå òèïà óðàâíåíèÿ Íüþòîíà:
ẍ = 4µ(H − f(x) − x

∂f

∂x
− µF1), (3.10)êîòîðîå äîïóñêàåò èíòåãðàë

F2 =
1

2
ẋ2 − 4µx(H − f(x) − µF1). (3.11)

�Ïðèâåäåì òåïåðü ðÿä ðåçóëüòàòîâ ïî èíòåãðèðóåìîñòè íåêîòîðûõ çàäà÷ î äâèæåíèè N òåëíà ïðÿìîé, ñëåäóþùèõ èç èçëîæåííîé âûøå òåîðåìû.Ñëåäñòâèå 1. Çàäà÷à òðåõ òåë íà ïðÿìîé ñ ïîòåíöèàëîì U = U
−2(|xi − xj |) + f(I) äî-ïóñêàåò äâà äîïîëíèòåëüíûõ èíòåãðàëà äâèæåíèÿ è ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé.Ñëåäñòâèå 2. Çàäà÷à äâóõ òåë íà ïðÿìîé ñ ïîòåíöèàëîì U = U

−2(|x1 − x2|) + kI + f(R)äîïóñêàåò äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ è ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé.Ñëåäñòâèå 3. Çàäà÷à òðåõ òåë íà ïðÿìîé ñ ïîòåíöèàëîì U = U
−2(|xi −xj|)+f(x)+ g(R)äîïóñêàåò äâà äîïîëíèòåëüíûõ èíòåãðàëà äâèæåíèÿ è ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé.
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