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© Ñ.È. ÌàðòûíåíêîÀÄÀÏÒÀÖÈß Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÍÀÂÜÅ�ÑÒÎÊÑÀÊ ÓÍÈÂÅ�ÑÀËÜÍÎÉ ÌÍÎ�ÎÑÅÒÎ×ÍÎÉ ÒÅÕÍÎËÎ�ÈÈ�àññìîòðåíà àäàïòàöèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ê óíèâåðñàëüíîé ìíîãîñåòî÷íîé òåõíîëîãèè ñ öåëüþñîçäàíèÿ âûñîêîý��åêòèâíîãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà, ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû.ÂâåäåíèåÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ øèðîêî èñïîëü-çóåòñÿ âî ìíîãèõ îòðàñëÿõ ìàøèíîñòðîåíèÿ. Îäíàêî äî ñèõ ïîð ñóùåñòâóåò ðÿä ïðîáëåì, ñâÿ-çàííûõ ñ �îðìàëèçàöèåé ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïîâûøåíèåì ý��åêòèâíîñòè âû÷èñëèòåëüíûõàëãîðèòìîâ, ðàñïàðàëëåëèâàíèåì âû÷èñëåíèé è ïîñòðîåíèåì ñåòîê. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþùèåïàêåòû ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì íå âñåãäà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõçàäà÷. Ñ íà÷àëà 90-õ ãîäîâ âåäóòñÿ èíòåíñèâíûå ðàçðàáîòêè íîâûõ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèé äëÿïåðñïåêòèâíûõ ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòîâ. Îäíèì èç ïîäõîäîâ ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ ìíîãî-ñåòî÷íàÿ òåõíîëîãèÿ (ÓÌÒ), â êîòîðîé ìèíèìèçèðîâàíî ÷èñëî ïðîáëåìíî-çàâèñèìûõ êîìïî-íåíò [1, 5℄. Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé ÓÌÒ ÿâëÿåòñÿ àäàïòàöèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ê òåõíîëîãèè äëÿãèáêîãî èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà è/èëè ñïîñîáà àïïðîêñèìàöèè.Âû÷èñëèòåëüíàÿ ãèäðîäèíàìèêà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ îáëàñòåé ïðèìåíåíèÿ âûñî-êîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé. Õàðàêòåðíîé òðóäíîñòüþ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèéÍàâüå�Ñòîêñà ÿâëÿåòñÿ ðàñ÷åò äàâëåíèÿ. Â [2℄ ïîêàçàíî, ÷òî ý��åêòèâíîñòü ñóùåñòâóþùèõàëãîðèòìîâ ìîæíî ïîâûñèòü, åñëè íàðÿäó ñ îñíîâíîé çàäà÷åé (èñõîäíûå óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà) ðåøàòü âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó äëÿ áûñòðîãî îòûñêàíèÿ ÷àñòè äàâëåíèÿ.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå àäàïòàöèè óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà (îñíîâíîéè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷) ê ÓÌÒ è ìíîãîñåòî÷íîãî öèêëà òåõíîëîãèè.� 1. Àäàïòàöèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�ÑòîêñàÂ êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íåñòàöèîíàðíîì òå÷åíèè â êàâåðíå ñ äâèæóùåéñÿêðûøêîé (ñì. ðèñ. 1). Êâàäðàòíàÿ êàâåðíà H×H çàïîëíåíà æèäêîñòüþ ñ ïîñòîÿííûìè òåïëî-�èçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Âåðõíÿÿ êðûøêà êàâåðíû, äâèæóùàÿñÿ ñî ñêîðîñòüþ Uw, óâëåêàåòçà ñîáîé ïðèëåæàùèé ñëîé æèäêîñòè. Êàê ñëåäñòâèå, â êàâåðíå âîçíèêàåò âèõðåâîå äâèæåíèåæèäêîñòè.Íåñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ñëåäóþùåì áåçðàìåðíîìâèäå:à) óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè
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�èñ. 1. Êàâåðíà ñ äâèæóùåéñÿ êðûøêîéâ) óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïî Y

∂v

∂t
+

∂(uv)

∂x
+

∂(v2)

∂y
= −

∂p

∂y
+

1

Re

(

∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2

)

, (1.3)ãäå ÷èñëî �åéíîëüäñà îïðåäåëÿåòñÿ êàê
Re =

ρUwH

µ
.Ïðåäñòàâèì êîìïîíåíòû ñêîðîñòè è äàâëåíèå â âèäå

u = cu + û, (1.4)
v = cv + v̂, (1.5)
p = cp + p̂, (1.6)ãäå ðàçíîñòíûå àíàëîãè û, v̂ è p̂ áóäóò èãðàòü ðîëü ïðèáëèæåíèé ê ðåøåíèþ, à àíàëîãè cu,

cu è cu � ïîïðàâîê â ïîñëåäóþùèõ ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèÿõ. Â ÓÌÒ ïîäîáíîå ïðåäñòàâëå-íèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå Σ -ìîäè�èêàöèè ðåøåíèÿ [1, 5℄. Ïîäñòàâëÿÿ (1.4)�(1.6) â áåçðàçìåðíûåóðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà, ïîëó÷àåì:à) Σ -ìîäè�èöèðîâàííîå óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè
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∂(ûcu)

∂x
+

∂(ûcv)
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∂x2
+

∂2û

∂y2

)

, (1.11)
Rv = −

∂v̂

∂t
−

∂(ûv̂)
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�èñ. 2. �àñïîëîæåíèå êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ V1 è V2Âûðàæåíèÿ (1.10)�(1.12) îáðàçîâàíû ïðèáëèæåíèÿìè ê ðåøåíèþ. Ïî ìåðå ñõîäèìîñòè ìíîãîñå-òî÷íûõ èòåðàöèé ïîïðàâêè áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, ê íóëþ áóäóò ñòðåìèòüñÿíåâÿçêè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è íåðàçðûâíîñòè: Ruv → 0, Ru → 0 è Rv → 0.Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è. Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå íåðàçðûâ-íîñòè (1.1) ïî êîíòðîëüíûì îáúåìàì

V1 = {(x, y) | 0 6 x∗
6 1; 0 6 y 6 1 },

V2 = {(x, y) | 0 6 x 6 1; 0 6 y∗ 6 1 },ïîêàçàííûì íà ðèñ. 2, ïîëó÷àåì äâà óðàâíåíèÿ ïîñòîÿíñòâà ìàññîâîãî ðàñõîäà
1

∫

0

u(x, y) dy = 0, (1.13)
1

∫

0

v(x, y) dx = 0. (1.14)Óðàâíåíèÿ (1.13) è (1.14) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àïðèîðíóþ èí�îðìàöèþ îá èñêîìîì ðåøå-íèè ïîëíûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà. Îñíîâíîå íàçíà÷åíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ñîñòîèò âèñïîëüçîâàíèè àïðèîðíîé èí�îðìàöèè �èçè÷åñêîãî õàðàêòåðà (óðàâíåíèé ïîñòîÿíñòâ ìàññîâî-ãî ðàñõîäà) äëÿ áûñòðîãî îòûñêàíèÿ ÷àñòè äàâëåíèÿ ñ ïðèâëå÷åíèåì âûñîêîý��åêòèâíûõ ÷èñ-ëåííûõ ìåòîäîâ, ïðåäëîæåííûõ ðàíåå äëÿ ðåøåíèÿ óïðîùåííûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà [2℄.Óðàâíåíèÿ ïîñòîÿíñòâ ìàññîâîãî ðàñõîäà (1.13) è (1.14) òàêæå ïåðåïèñûâàþòñÿ â Σ -ìîäè�èöèðîâàííîé �îðìå:
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v̂(x, y) dx. (1.16)Ñ ó÷åòîì äåêîìïîçèöèè äàâëåíèÿ
cp(t, x, y) = cp

x
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y
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xy

(t, x, y) (1.17)è ñîîòíîøåíèé (1.15) è (1.16) âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ïðèíèìàåò âèä:à) óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïî X (1.8) è óðàâíåíèå ïîñòîÿíñòâà ìàññîâîãî ðàñõîäà (1.15)
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û(x, y) dy,

(1.18)



78 Ñ.È. ÌàðòûíåíêîÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 3

�èñ. 3. Ìíîãîñåòî÷íûé öèêëá) óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïî Y (1.9) è óðàâíåíèå ïîñòîÿíñòâà ìàññîâîãî ðàñõîäà (1.16)
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(1.19)ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò, ÷òî ïðîèçâîäíûå (cp
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x
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ÿâëÿþòñÿ �èêñèðîâàííû-ìè (òî åñòü âû÷èñëÿþòñÿ ïî çíà÷åíèÿì cp
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, âçÿòûì ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè), à �èãóðíûåñêîáêè îçíà÷àþò, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðåøàþòñÿ ñîãëàñîâàííî ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè óðàâ-íåíèÿìè ïîñòîÿíñòâ ìàññîâîãî ðàñõîäà.Ñ ó÷åòîì äåêîìïîçèöèè äàâëåíèÿ (1.17) óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.8) è (1.9) â îñíîâíîé çàäà÷åïðèíèìàþò âèä:à) Σ -ìîäè�èöèðîâàííîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïî X
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∂(ûcu)

∂x
+

∂(ûcv)
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∂(ûcv)

∂x
+

∂(v̂cu)

∂x
+

∂(cucv)

∂x
+

∂(cv)2

∂y
+ 2

∂(v̂cv)

∂y
= (1.21)

= −

[

∂cp
x

∂y

]

−
∂cp

xy

∂y
+

1

Re

(

∂2cv

∂x2
+

∂2cv

∂y2

)

+ Rv.Çàìåòèì, ÷òî àäàïòàöèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà è ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è âòðåõìåðíîì ñëó÷àå è/èëè äëÿ ñæèìàåìûõ ñðåä âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.� 2. Ìíîãîñåòî÷íûé öèêëÌíîãîñåòî÷íûé öèêë ïîêàçàí íà ðèñ. 3. �åøåíèå ìîäè�èöèðîâàííûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñàíà÷èíàåòñÿ íà ñàìîé ìåëêîé ñåòêå ñî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (1.18) è (1.19). Â êà÷åñòâå ñãëà-æèâàþùåé ïðîöåäóðû äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Çåéäåëÿ ñ áëî÷íûìóïîðÿäî÷èâàíèåì íåèçâåñòíûõ. Ïðè ýòîì ñîâìåñòíî âû÷èñëÿþòñÿ ïîïðàâêè cp
x è cp

y

. Ïîñëåçàâåðøåíèÿ ñãëàæèâàíèÿ íà ñàìîé ìåëêîé ñåòêå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåñ÷åò ïðèáëèæåíèé ê ðåøå-íèþ, îáíóëåíèå ïîïðàâîê è ïåðåõîä ê óðîâíþ ñ ñàìûìè ãðóáûìè ñåòêàìè. Â ÓÌÒ îòñóòñòâóåò
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�èñ. 4. �àñïðåäåëåíèå ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé êîìïîíåíò ñêîðîñòè â ñðåäèííûõ ñå÷åíèÿõ êàâåðíû
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�èñ. 5. Èçîëèíèè �óíêöèè òîêà ïðè Re = 1000ïðåäâàðèòåëüíîå ñãëàæèâàíèå äëÿ èçáåæàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ (ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîñåòî÷íûìèàëãîðèòìàìè) òðóäíîñòåé ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ çàäà÷. Â êà÷åñòâå ñãëàæèâàþùåé ïðîöå-äóðû íà óðîâíÿõ ñ ãðóáûìè ñåòêàìè äëÿ îñíîâíîé çàäà÷è (1.7), (1.20) è (1.21) èñïîëüçîâàíìåòîä Çåéäåëÿ ñ òî÷å÷íûì óïîðÿäî÷èâàíèåì íåèçâåñòíûõ. Ïîïðàâêà ê äàâëåíèþ cp
xy âû÷èñ-ëÿëàñü ïðè ïîìîùè ìåòîäà èñêóññòâåííîé ñæèìàåìîñòè [3℄. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ñãëàæèâàþùèõèòåðàöèé ïðè ðåøåíèè îñíîâíîé è âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà ñàìîé ìåëêîé ñåòêå îñóùåñòâ-ëÿåòñÿ ïåðåñ÷åò ïðèáëèæåíèé ê ðåøåíèþ, îáíóëåíèå ïîïðàâîê è ïðîâåðêà êðèòåðèÿ îñòàíîâà.Åñëè êðèòåðèé îñòàíîâà íå äîñòèãíóò, òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìíîãîñåòî÷íàÿ èòåðàöèÿ.Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä íà ñëåäóþùèé âðåìåííîé ñëîé.Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé êîìïîíåíò ñêîðîñòè â ñðåäèííûõñå÷åíèÿõ êàâåðíû ïðè Re = 1000. �åøåíèå óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ïîëó÷åíî íà øåñòèóðîâ-íåâîé ìíîãîñåòî÷íîé ñòðóêòóðå ñ ðàçíåñåííîé ñàìîé ìåëêîé ñåòêîé 1001 × 1001. Èçîëèíèè�óíêöèè òîêà ïîêàçàíû íà ðèñ. 5.



80 Ñ.È. ÌàðòûíåíêîÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 3Çàêëþ÷åíèåÝ��åêòèâíîñòü âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ìî-æåò áûòü ïîâûøåíà ïîñðåäñòâîì ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ äàâëåíèÿ è ðåøåíèÿðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Ñëîæíîñòü óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà êðàéíå çàòðóäíÿåò èññëåäîâàíèåàëãîðèòìîâ òåîðåòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Îäíàêî âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òîèñïîëüçîâàíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, îñíîâàííîé íà äåêîìïîçèöèè äàâëåíèÿ è óðàâíåíèÿõïîñòîÿíñòâ ìàññîâîãî ðàñõîäà, ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü îáúåì âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû ïî ñðàâ-íåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè àëãîðèòìàìè. Ìèíèìàëüíîå óñêîðåíèå ñõîäèìîñòè (ñîêðàùåíèå îáú-åìà âû÷èñëåíèé íà ∼ 30 . . . 50% ) íàáëþäàåòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðåöèðêóëèðóþùèõ òå÷å-íèé [2℄. Ìàêñèìàëüíîå óñêîðåíèå ñõîäèìîñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèé ñ äîìè-íèðóþùèì íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ ñðåäû. Â ïðåäåëå òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ ïîëíûõ óðàâíå-íèé Íàâüå�Ñòîêñà ñòàíîâèòñÿ ñðàâíèìîé ñ òðóäîåìêîñòüþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñàâ ïðèáëèæåíèè äëèííîãî êàíàëà.Óíèâåðñàëüíàÿ ìíîãîñåòî÷íàÿ òåõíîëîãèÿ îáëàäàåò ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè áëèçêîé ê îïòè-ìàëüíîé è ïî âû÷èñëèòåëüíûì óñèëèÿì ïðîèãðûâàåò êëàññè÷åñêèì ìíîãîñåòî÷íûì ìåòîäàì,îïòèìàëüíî àäàïòèðîâàííûì ê êîíêðåòíîé çàäà÷å [1℄. Îäíàêî ÓÌÒ íå òðåáóåò àäàïòàöèè ñâîèõêîìïîíåíò è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷.Ñîâðåìåííûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ñîäåðæàò ïàðàìåòð íèæ-íåé ðåëàêñàöèè, çíà÷åíèå êîòîðîãî ñèëüíî âëèÿåò íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Ýêñïåðèìåíòàëüíîåñðàâíåíèå ý��åêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ áóäåò âîçìîæíî òîëüêî ïðè ðàçðàáîòêå ìå-òîäèêè îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ äàííîãî ïàðàìåòðà.ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Ìàðòûíåíêî Ñ.È. Óíèâåðñàëüíàÿ ìíîãîñåòî÷íàÿ òåõíîëîãèÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çà-äà÷ íà ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ // Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû è ïðîãðàììèðîâàíèå. � 2000. �Ò. 1. � �àçäåë 1. � Ñ. 85�104.2. Ìàðòûíåíêî Ñ.È. Ñîâåðøåíñòâîâàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà íà ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ // Âåñòíèê Ì�ÒÓ. Ñåð. Åñòåñòâåííûå íàóêè. � 2008. � �2. �C. 78�94.3. Chorin A. J. A numeri
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