
ÂÅÑÒÍÈÊ ÓÄÌÓ�ÒÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 3ÓÄÊ 532.5:534© À.À. Ïîæàëîñòèí, À.Â. ÏàíøèíàÏÀ�ÀÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß ÊÎÍÑÎËÈ, ÂÍÓÒ�ÅÍÍßß ÏÎËÎÑÒÜÊÎÒÎ�ÎÉ ÇÀÏÎËÍÅÍÀ ÆÈÄÊÎÑÒÜÞ1Â ðàáîòå îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ î âîçáóæäåíèè ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé çàùåìëåííîé îäíèì êîíöîìêîíñîëüíîé áàëêè (öèëèíäðè÷åñêîé òðóáêè), âíóòðåííÿÿ ïîëîñòü êîòîðîé çàïîëíåíà èäåàëüíîé íåñæè-ìàåìîé æèäêîñòüþ. �åøàþòñÿ, âî-ïåðâûõ, ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè ñòåíîê áàëêèè æèäêîñòè è, âî-âòîðûõ, çàäà÷à î ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ êîíñîëè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: áàëêà, èäåàëüíàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü, îñåñèììåòðè÷íûå êîëåáàíèÿ, ïîïåðå÷íûåêîëåáàíèÿ.ÂâåäåíèåÂ ðàáîòå îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ î âîçáóæäåíèè ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé çàùåìëåííîé îä-íèì êîíöîì êîíñîëüíîé áàëêè (öèëèíäðè÷åñêîé òðóáêè), âíóòðåííÿÿ ïîëîñòü êîòîðîé çàïîë-íåíà èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ. Òàêèå êîëåáàíèÿ ìîãóò âîçíèêàòü â òðóáîïðîâîäàõàâèàöèîííûõ êîíñòðóêöèé è ýíåðãåòè÷åñêèõ óñòàíîâîê ïðè âíåçàïíîì çàùåìëåíèè êîíöà òðó-áîïðîâîäà.Âî-ïåðâûõ, ðåøàåòñÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè ñòåíîê áàëêè è æèä-êîñòè, êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ çàïîëíÿåò âíóòðåííåå ïðîñòðàíñòâî áàëêè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîñòîðîíû ñâîáîäíîãî êîíöà êîíñîëè ñîîáùàåòñÿ âûíóæäàþùåå ïåðåìåùåíèå, èçìåíÿþùååñÿ ïîãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó ÷àñòîòû p. Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ äîïóùåíèÿõ: êîëå-áàíèÿ æèäêîñòè è öèëèíäðè÷åñêîé ñòåíêè êîíñîëè ñ÷èòàþòñÿ ìàëûìè, ìàòåðèàë ïîä÷èíÿåòñÿçàêîíó �óêà. Æèäêîñòü ñ÷èòàåòñÿ èäåàëüíîé è íåñæèìàåìîé, à åå äâèæåíèå � ïîòåíöèàëüíûìñ ïîòåíöèàëîì ñêîðîñòè Φ. �àññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé îñåñèììåòðè÷íûõ ïðîäîëüíûõ âûíóæäåí-íûõ êîëåáàíèé îáîëî÷êè, ïîëíîñòüþ çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêîãîðåøåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ñîáñòâåííûõ �óíêöèé, à èìåííî ÷àñò-íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Óïðóãàÿ îáîëî÷êà ñ÷èòàåòñÿ áåçìîìåíòíîé. Â ðåçóëüòàòå ðå-øåíèÿ ýòîé êðàåâîé çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ ïðîãèá ñòåíêè êàê �óíêöèÿ ÷àñòîòû âîçìóùàþùåãîïåðåìåùåíèÿ p.Âî-âòîðûõ, çà ñ÷åò ïåðèîäè÷åñêîãî âûíóæäåííîãî ïåðåìåùåíèÿ ñâîáîäíîãî êîíöà êîíñîëèâîçíèêàåò ïåðåìåííîå äàâëåíèå â æèäêîñòè, êîòîðîå âûçûâàåò óïðóãèå êîëåáàíèÿ îáîëî÷êè.Ýòî ïðèâîäèò ê ïåðèîäè÷åñêîìó èçìåíåíèþ ïîãîííîé ìàññû áàëêè, ÷òî ìîæåò ñïîñîáñòâîâàòüâîçáóæäåíèþ ïàðàìåòðè÷åñêèõ èçãèáíûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé áàëêè êàê ñòåðæíÿ. Ïðèìåíÿÿê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì �îðìàì, ñâîäèì åå äëÿ âðåìåííîé �óíêöèèê óðàâíåíèþ Ìàòüå�Õèëëà, ðåøåíèå êîòîðîãî èçó÷åíî â äîñòàòî÷íîé ìåðå.� 1. �åøåíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷èÏóñòü êîíñîëüíàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ áàëêà ïîëíîñòüþ çàïîëíåíà èäåàëüíîé íåñæèìàåìîéæèäêîñòüþ (ðèñ. 1). Äâèæåíèå æèäêîñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì ñ ïîòåíöèàëîì ñêîðî-ñòè Φ(r, x, t). Ôóíêöèÿ Φ äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà [1, 2℄:
∆Φ = 0â îáúåìå æèäêîñòè τ.1�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �Ô (ãðàíò Ïðåçèäåíòà�Ô, êîä ÍØ�1311.2008.8).



Ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ êîíñîëè 95ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 3

�èñ. 1.�àñïèøåì óðàâíåíèå Ëàïëàñà â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:
∂2Φ

∂x2
+

∂2Φ

∂r2
+

1

r

∂Φ

∂r
= 0. (1.1)Ñêîðîñòè ÷àñòèö æèäêîñòè îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé v = − grad Φ. Ïîýòîìó ïðîåêöèè ñêî-ðîñòåé vx è vr ÷àñòèö æèäêîñòè èìåþò âèä [3℄:

vx = −
∂Φ

∂x
, vr = −

∂Φ

∂r
.�èäðîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå æèäêîñòè p â ëþáîé òî÷êå îáúåìà τ èìååò âèä (èíòåãðàëËàãðàíæà�Êîøè):

p = ρ
∂Φ

∂t
,ãäå ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè.×èñòî ðàäèàëüíûå îñåñèììåòðè÷íûå êîëåáàíèÿ îáîëî÷êè áàëêè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíè-åì [4℄:

ẅ + ω2
1 w =

1

ρ1δ1
· p|r=R . (1.2)Çäåñü ω2

1 = E
ρ1R2 � êâàäðàò ÷àñòîòû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ñóõîé îáîëî÷êè, E � ìîäóëü óïðó-ãîñòè 1-ãî ðîäà (ìîäóëü Þíãà), ρ1 � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà îáîëî÷êè, δ1 � ðàäèóñ òîíêîéöèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, w � íîðìàëüíûé ïðîãèá îáîëî÷êè.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè èìåþò âèä:

∂Φ

∂x
= 0 ïðè x = 0, (1.3)

∂Φ

∂x
= pu0 sin pt ïðè x = l, (1.4)ãäå p � ÷àñòîòà âîçìóùàþùåãî ãàðìîíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ, u0 � àìïëèòóäà âîçäåéñòâèÿ,

l � äëèíà öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè.Èùåì ïîòåíöèàë ñêîðîñòè Φ â âèäå [2℄:
Φ = AJ0(kr)

ch kx

sh kl
sin pt. (1.5)Èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (1.4) áóäåì èìåòü:

AJ0(kr)k = puo. (1.6)Çäåñü J0(kr) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà íóëåâîãî ïîðÿäêà, k � íåèçâåñòíàÿ êîíñòàíòàðàçäåëåíèÿ.



96 À.À. Ïîæàëîñòèí, À.Â. ÏàíøèíàÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 3�åøàåì �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (1.6) ïðèáëèæåííî, óìíîæàÿ îáå ÷àñòè åãî íà �óíêöèþ
J0(kr) è èíòåãðèðóÿ ïî r â ïðåäåëàõ îò 0 äî R.Íàõîäèì êîíñòàíòó A :

A = pu0

R
∫

0

J0(kr)r dr

k
R
∫

0

J2
0 (kr)r dr

.Âõîäÿùèå â ýòî âûðàæåíèå èíòåãðàëû ðàâíû [5℄:
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∫
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2
[J2

0 (kR) + J2
1 (kR)].Çäåñü J1(kr) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òîãäà

A =
2puo[−

R
k
J1(kR)]

kR2[J2
0 (kR) + J1(kR)]

.Óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ íà ñìî÷åííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè èìååò âèä:
ẇ = −

∂Φ

∂r
ïðè r = R.Ñ ó÷åòîì �îðìóëû (1.5) ïîëó÷èì:

ẇ =
∂w

∂t
= A

ch kx

sh kl
kJ1(kR) · sin pt.Èç �îðìóëû (1.2) èìååì: ...

w + ω2
1ẇ =

1

ρ1δ1

∣

∣

∣

r=R
.Òàê êàê ...

w = −p2ẇ è A 6= 0, òî áóäåì èìåòü:
(p2 − ω2

1)kJ1(kR) =
p2

ρ1δ1
ρ J0(kR). (1.7)Òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå (1.7) (ìåðîìîð�íàÿ �óíêöèÿ) äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ äàåò ñïåêòðçíà÷åíèé êîíñòàíòû k :

k1, k2, . . . .Áóäåì ó÷èòûâàòü òîëüêî ïåðâûå çíà÷åíèÿ: k = k1.Èòàê, ðåøåíèå äëÿ ïðîãèáà áàëêè w èìååò âèä:
w = −

k

p
A

ch kx

sh kl
J1(kR) cos pt.Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

w(x, t) = ε(x) cos pt. (1.8)Çäåñü ε(x) � ìàëàÿ âåëè÷èíà ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè:
ε(x) = −

k

p
A(k, p)

ch kx

sh kl
· J1(kR). (1.9)



Ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ êîíñîëè 97ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 3� 2. Ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ êîíñîëèÄëÿ ðàññìîòðåíèÿ èçãèáíûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé îáîëî÷êè êîíñîëüíîé áàëêè èñïîëüçóåìáàëî÷íóþ ìîäåëü. Óðàâíåíèå ïîïåðå÷íûõ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé èìååò âèä:
EJy(IV ) + µ(x)y(II) = 0. (2.1)Çäåñü E � ìîäóëü óïðóãîñòè 1-ãî ðîäà (ìîäóëü Þíãà), EJ � æåñòêîñòü áàëêè íà èçãèá,

µ(x) � ïîãîííàÿ ìàññà áàëêè.Ïðèìåì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) â âèäå:
y = q(t) sin

πx

2l
.Çäåñü q(t) � �óíêöèÿ âðåìåíè, ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ.Ïîäñ÷èòàåì ïîãîííóþ ìàññó áàëêè ñ ó÷åòîì äå�îðìàöèè åå ñòåíêè:

µ(x) = µ0 + 2πρRw(x). (2.2)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) èùåì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà �àëåðêèíà. Òîãäà áóäåì èìåòü äè��å-ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ q(t) :

q̈µ(x) sin
πx

2l
+ EJq ·

( π

2l

)4
sin

πx

2l
= 0. (2.3)Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.3) íà sin πx

2l
dx. Ïîäñòàâèì ñþäà âûðàæåíèÿ (2.2), (1.8) è (1.9)è ïðîèíòåãðèðóåì ïî x îò 0 äî R. Ïîëó÷èì:

(µ∗

0 + ε cos pt) · q̈ + EJ(
π

2l
)4

l

2
· q = 0q̈ + ω2

0(1 − ε1 cos pt) q = 0èëè
q̈ + ω2

0(1 − ε1 cos pt)q = 0. (2.4)Çäåñü ω0 � ÷àñòîòà ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé áàëêè, ε1 = ε
µ∗

0

.Âûðàæåíèÿ äëÿ ε è µ∗

0 íå ïðèâîäÿòñÿ â ñèëó èõ ãðîìîçäêîñòè.Èòàê, èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâåëàñü ê ðåøåíèþ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.4), èçâåñòíî-ãî â ëèòåðàòóðå êàê óðàâíåíèå Ìàòüå�Õèëëà. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ øèðîêîèçâåñòíî, òî îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê ëèòåðàòóðå [6℄.Ìîæíî îïðåäåëèòü çîíû íåóñòîé÷èâîñòè, èñïîëüçóÿ äèàãðàììó Àéíñà�Ñòðåòòà [6℄. Íà ðèñ. 2ïðåäñòàâëåíà ïðèìåðíàÿ êàðòèíà çîíû íåóñòîé÷èâîñòè îñíîâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñàïðè p = 2ω0, ãäå ε � ãëóáèíà ïóëüñàöèè, p
ωo

� êîý��èöèåíò ðàññòðîéêè.

�èñ. 2.
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