
ÂÅÑÒÍÈÊ ÓÄÌÓ�ÒÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 3ÓÄÊ 531.01© �.Ì. �îçåíáëàòÊ ÄÈÍÀÌÈÊÅ ÍÅ�ÎËÎÍÎÌÍÛÕ ÌÎÄÅËÅÉ ÊÎËÅÑÍÛÕ ÝÊÈÏÀÆÅÉÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå çàäà÷è íåãîëîíîìíîé ìåõàíèêè: 1) äâèæåíèå áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ êî-ëåñíîé ïàðû (äâà äèñêà, ñâîáîäíî óêðåïëåííûõ íà îñè) ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè,è 2) äâèæåíèå ïëîñêîé êîëåñíîé ìîäåëè òèïà ñêåéòáîðäà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåãîëîíîìíàÿ ñâÿçü, îñíîâíûå òåîðåìû äèíàìèêè, êîëåñíûé ýêèïàæ, ñêåéòáîðä.ÂâåäåíèåÏðè ñîñòàâëåíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ îñíîâíûå òåîðåìû äèíàìèêè è êèíå-ìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå íåãîëîíîìíûå ñâÿçè. Ýòà ìåòîäèêà äàåò âîçìîæ-íîñòü, íàðÿäó ñ îïðåäåëåíèåì äâèæåíèÿ ñèñòåìû, ïîëó÷àòü òàêæå è âûðàæåíèÿ äëÿ ñèë, ðåà-ëèçóþùèõ äâèæåíèå (íîðìàëüíûå è êàñàòåëüíûå ñèëû ðåàêöèè îïîðíîé ïëîñêîñòè). Òàêèì îá-ðàçîì, ðåàëèçóåòñÿ èçâåñòíûé ïðèíöèï Íüþòîíà î íåðàçäåëèìîñòè ñèë è äâèæåíèÿ. Îòìåòèì,÷òî â áîëüøèíñòâå íåäàâíèõ ðàáîò [1�4℄ ïðè ñîñòàâëåíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿòàêèå èçâåñòíûå óðàâíåíèÿ, êàê óðàâíåíèÿ Àïïåëÿ, Òàìåíà�Áîëüöìàíà è ò. ï. Ïîìèìî àíàëè-òè÷åñêîé ñëîæíîñòè ýòèõ óðàâíåíèé, â íèõ òàêæå îòñóòñòâóþò ðåàêöèè ñâÿçåé, ÷òî ñíèæàåò èõöåííîñòü äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.� 1. Êîëåñíàÿ ïàðà íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ïîñòàíîâêàçàäà÷è è �îðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâÍà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà êîëåñíàÿ ïàðà íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè. Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïðåäñòàâëÿ-åò ñîáîé äâà îäíîðîäíûõ äèñêà, ìàññîé m è ðàäèóñà b êàæäûé, ñâîáîäíî íàñàæåííûõ íà îñü
O1O2, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé îäíîðîäíûé ñòåðæåíü ìàññû M è äëèíû 2l. Òàêèì îáðàçîì,äèñêè (êîëåñà) ìîãóò ñâîáîäíî è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà âðàùàòüñÿ âîêðóã îñè O1O2 áåçòðåíèÿ (ñì. ðèñ. 1).
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Íàêëîííàÿ ïëîñêîñòü

a�èñ. 1. Êîëåñíàÿ ïàðà íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè, â ïîëå ñèëû òÿæåñòè. P1, P2 � òî÷êè êîíòàêòà êîëåñ ñîïîðíîé ïëîñêîñòüþ



100 �.Ì. �îçåíáëàòÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 3Îïèñàííàÿ ñèñòåìà äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè ïî øåðîõîâàòîé íàêëîííîé ïëîñ-êîñòè (óãîë íàêëîíà ê ãîðèçîíòàëè ðàâåí α ) òàê, ÷òî â òî÷êàõ êîíòàêòà êîëåñ ñ ïëîñêîñòüþ(òî÷åê P1, P2, ñì. ðèñ. 1) íå ïðîèñõîäèò ïðîñêàëüçûâàíèÿ (íè áîêîâîãî, íè ïðîäîëüíîãî).Ïóñòü C � öåíòð ìàññ ñèñòåìû (ÿñíî, ÷òî îí íàõîäèòñÿ â ñåðåäèíå îòðåçêà O1O2 ),à Cξηζ � ñèñòåìà êîîðäèíàò, æåñòêî ñâÿçàííàÿ ñ îñüþ O1O2, ïðè÷åì (ñì. ðèñ. 1) Cξ íàïðàâ-ëåíà âäîëü îñè O1O2, Cζ � íîðìàëüíî íàêëîííîé ïëîñêîñòè ââåðõ, à Cη � ïåðïåíäèêóëÿðíà
Cξ è Cη è îáðàçóåò ñ íèìè ïðàâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò.Äâèæåíèå êîëåñíîé ïàðû ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè è ñèë ðåàêöèè ïëîñêîñòè,âîçíèêàþùèõ â òî÷êàõ êîíòàêòà P1 è P2. Ýòè ñèëû èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1: N1,N2 � íîðìàëü-íûå ñèëû ðåàêöèè, ïðè÷åì çíà÷åíèÿ èõ ïðîåêöèé íà îñü Cζ äîëæíû áûòü íåîòðèöàòåëüíûìè(N1ζ > 0, N2ζ > 0 ), F1ξ,F2ξ � ïîïåðå÷íûå, à F1η,F2η � ïðîäîëüíûå ñèëû ñöåïëåíèÿ (ñèëûòðåíèÿ ïîêîÿ). Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îòðûâà íå ïðîèñõîäèò è N1ζ , N2ζ ñóùå-ñòâåííî ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû. Êðîìå òîãî, ïóñòü êîý��èöèåíò òðåíèÿ îïîðíîé ïëîñêîñòèíàñòîëüêî âåëèê, ÷òî â òî÷êàõ P1, P2 îòñóòñòâóþò ïðîñêàëüçûâàíèÿ, òî åñòü vP1

= vP2
= 0.Ïóñòü ψ1, ψ2 � ñîáñòâåííûå óãëû ïîâîðîòà êîëåñ îòíîñèòåëüíî îñè O1O2, ϕ � óãîë ïî-âîðîòà îñè O1O2 â íàêëîííîé ïëîñêîñòè, îòñ÷èòûâàåìûé îò ëèíèè íàèáîëüøåãî ñêàòà ïðîòèâ÷àñîâîé ñòðåëêè (åñëè ñìîòðåòü ñ ïîëîæèòåëüíîãî êîíöà îñè Cζ ).Òàêèì îáðàçîì, óãëîâàÿ ñêîðîñòü îñè O1O2 (à çíà÷èò, è ñèñòåìû Cξηζ ) â ïðîåêöèÿõ íàîñè ξ, η, ζ åñòü:

ω0 = (0, 0, ϕ̇). (1.1)Óãëîâàÿ ñêîðîñòü êàæäîãî èç êîëåñ, â ïðîåêöèÿõ íà òå æå îñè:
ωj = (ψ̇j , 0, ϕ̇), j = 1, 2. (1.2)Âû÷èñëèì ñêîðîñòü òî÷êè O1, ñ÷èòàÿ åå ïðèíàäëåæàùåé êîëåñó 1:
vO1

= vP1
+ [ω1 × P1O1].Îòñþäà, ïîñêîëüêó vP1

= 0, ïîëó÷èì:
vO1ξ = 0, vO1η = −bψ̇1, vO1ζ = 0. (1.3)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê òî÷êà O1 ïðèíàäëåæèò îñè O1O2, òî ïîëó÷èì:

vO1
= vC + [ω1 × CO1]èëè, â ïðîåêöèÿõ íà îñè ξ, η, ζ, èìååì:

vO1ξ = vCξ, vO1η = vCη − lϕ̇, vO1ζ = vCζ . (1.4)Èç (1.3), (1.4) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ
vCξ = vCζ = 0, vCη − lϕ̇ = −bψ1.Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ òî÷êè O2 ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèÿì:
vCξ = vCζ = 0, vCη + lϕ̇ = −bψ2.Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ íåïðîñêàëüçûâàíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì âûâîäàì:1) ñêîðîñòü òî÷êè C èìååò íåíóëåâóþ ïðîåêöèþ òîëüêî íà ïðîäîëüíóþ îñü Cη, áóäåìîáîçíà÷àòü åå â äàëüíåéøåì ÷åðåç v, òî åñòü

vCξ = 0, vCη = v, vCζ = 0; (1.5)2) âûïîëíÿþòñÿ äâà ñîîòíîøåíèÿ:
{

v + lϕ̇ = −bψ̇2,

v − lϕ̇ = −bψ̇1.
(1.6)



Ê äèíàìèêå íåãîëîíîìíûõ ìîäåëåé êîëåñíûõ ýêèïàæåé 101ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 3Ïåðåõîäèì ê çàïèñè óðàâíåíèé äèíàìèêè äëÿ êîëåñíîé ïàðû. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ öåíòðàìàññ ñèñòåìû â îñÿõ Cξηζ, ñ ó÷åòîì (1.1) è (1.5), èìåþò âèä:










m0(−vϕ̇) = F1ξ + F2ξ +m0g sinα sinϕ,

m0v̇ = F1η + F2η +m0g sinα cosϕ,

0 = N1 +N2 −m0g cosα,

(1.7)ãäå m0 = M + 2m � îáùàÿ ìàññà ñèñòåìû.Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé èçìåíåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà â îñÿõ Cξηζ, âû÷èñëèì ñíà-÷àëà ñàì êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò KC â ýòèõ îñÿõ. Îáîçíà÷èì Jξ, Jζ ñîîòâåòñòâåííî îñåâîé èýêâàòîðèàëüíûé ìîìåíòû èíåðöèè êîëåñà ( Jξ = mb2/2, Jζ = mb2/4 ), J1 � ìîìåíò èíåðöèèñòåðæíÿ O1O2 îòíîñèòåëüíî îñè Cζ (èëè Cη ) ( J1 = Ml2/3 ). Èñïîëüçóÿ ñèììåòðèþ ñèñòåìûè �îðìóëû (1.1) è (1.2) äëÿ óãëîâûõ ñêîðîñòåé, ìû ïîëó÷èì:
KCξ = Jξ(ψ̇1 + ψ̇2), KCη = 0, KCζ = J0ϕ̇, (1.8)ãäå J0 = J1 + 2Jζ + 2ml2. Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî KCη = 0 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íåò âðà-ùåíèÿ êîëåñíîé ïàðû âîêðóã ïðîäîëüíîé îñè Cη (òî åñòü êîëåñà íå îòðûâàþòñÿ îò îïîðíîéïëîñêîñòè). Èñïîëüçóÿ (1.8) è ñîîòíîøåíèå (1.1) äëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ñèñòåìû Cξηζ, ïîëó÷èìóðàâíåíèÿ òåîðåìû îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà KC â îñÿõ Cξηζ :










Jξ(ψ̈1 + ψ̈2) = b(F1η + F2η),

Jξϕ̇(ψ̇1 + ψ̇2) = (N1 −N2)l − b(F1ξ + F2ξ),

J0ϕ̈ = l(F2η − F1η).

(1.9)Äàëåå çàïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿ èçìåíåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà äëÿ êàæäîãî èç êîëåñ â îò-äåëüíîñòè îòíîñèòåëüíî îñè ξ, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíè âðàùàþòñÿ ñâîáîäíî íà îñè ξ è íåòïîâîðîòîâ âîêðóã îñè Cη, òî åñòü îòðûâîâ:
Jξψ̈j = bFjη, j = 1, 2. (1.10)Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè çàìêíóòóþ ñèñòåìó 10 óðàâíåíèé (1.6), (1.7), (1.9), (1.10) äëÿîïðåäåëåíèÿ 10 íåèçâåñòíûõ: v, ϕ, ψ1, ψ2, N1, N2, F1ξ , F2ξ , F1η , F2η . Îòìåòèì, ÷òî ψ1 è ψ2 ÿâ-ëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè (ðåøåíèå çàâèñèò òîëüêî îò èõ ïðîèçâîäíûõ).Çàäà÷à, êîòîðóþ ìû áóäåì â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàòü, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòüçàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

{vC(0), ϕ(0), ϕ̇(0), ψ̇1(0), ψ̇2(0)}òàêèå, ÷òî óäîâëåòâîðåíû ðàâåíñòâà (1.5) è (1.6) ïðè t = 0 (òî åñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíòìû ¾çàïóñêàåì¿ êîëåñíóþ ïàðó ïî ïëîñêîñòè òàê, ÷òî íå íàðóøàþòñÿ óñëîâèÿ íåãîëîíîìíîé(êèíåìàòè÷åñêîé) ñâÿçè). Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ðåøåíèå ñèñòåìû (1.6),(1.7),(1.9),(1.10), êîòî-ðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ áåçîòðûâíîñòè: Nj > 0, j = 1, 2. Â áîëåå òî÷íîé ïîñòàíîâêå, åñëèçàäàí êîý��èöèåíò òðåíèÿ f ïëîñêîñòè ñ êîëåñàìè, òðåáóåòñÿ òàêæå â ïðîöåññå äâèæåíèÿóäîâëåòâîðèòü íåðàâåíñòâàì Êóëîíà:
F 2

jξ + F 2
jη 6 f2N2

j , j = 1, 2.Òàêîãî ðîäà çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü äëÿ ñàíåé ×àïëûãèíà íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ òðåíèåìâ ðàáîòå [5℄.Ïðèñòóïèì ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Îòìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåèçâåñò-íûå F1ξ, F2ξ âõîäÿò òîëüêî â âèäå ñóììû Fξ = F1ξ + F2ξ , òàê ÷òî íà ñàìîì äåëå íåèçâåñòíûõâñåãî äåâÿòü. Îäíàêî, êàê áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ, íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé òàêæåðîâíî äåâÿòü (ñóììà äâóõ óðàâíåíèé èç (1.10) äàåò ïåðâîå óðàâíåíèå (1.9)!).�åøàåì ñèñòåìó (1.6), (1.7), (1.9), (1.10) ïîñëåäîâàòåëüíûì èñêëþ÷åíèåì íåèçâåñòíûõ.



102 �.Ì. �îçåíáëàòÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 31. Èñêëþ÷àåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (1.7) è âòîðîãî óðàâíåíèÿ (1.9) íåèçâåñòíóþ Fξ = F1ξ +
F2ξ . Ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

Jξϕ̇(ψ̇1 + ψ̇2) = (N1 −N2)l − bm0(vϕ̇+ g sinα sinϕ).2. Èñêëþ÷àåì ψ̇1, ψ̇2, F1η , F2η :
F1η = −Jξ

b2
(v̇ − lϕ̈), F2η = −Jξ

b2
(v̇ + lϕ̈).Â èòîãå èìååì ñèñòåìó:











































− ϕ̇ · Jξ
2v

bl
= N1 −N2 +

bm0

l
(vϕ̇ + g sinα sinϕ),

m0v̇ = −2Jξ

b2
v̇ +m0g sinα sinϕ,

0 = N1 +N2 −m0g cosα,
(

J0 + Jξ
2l2

b2

)

ϕ̈ = 0.

(1.11)
Ìû ïîëó÷èëè ñèñòåìó ÷åòûðåõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷åòûðåõ íåèçâåñòíûõ: ϕ, v,N1, N2.�åøåíèÿ ñèñòåìû (1.11) íåòðóäíî ïîëó÷àþòñÿ:







ϕ̇ = ω0 = const = ϕ̇(0),

v̇ = kg sinα cos(ω0t+ ϕ0), k =
1

1 + 2ρ2/b2
,

(1.12)


















2N1 = m0

[

g cosα− g
b

l
sinα sinϕ− b

l
vω0 −

b

l
vω0

(

2g2

b2

)]

,

2N2 = m0

[

g cosα+ g
b

l
sinα sinϕ+

b

l
vω0 +

b

l
vω0

(

2g2

b2

)]

,

(1.13)ãäå ρ2 = Jξ/m0.Èíòåãðèðîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ (1.12) ïðèâîäèò ê �îðìóëå:
v(t) = v0 +

g sinα

ω0

(

1 + 2ρ2

b2

) [sin(ω0t+ ϕ0) − sinϕ0] . (1.14)Ïóñòü x � êîîðäèíàòà öåíòðà ìàññ C ïî ëèíèè íàèáîëüøåãî ñêàòà (âíèç ïî íàêëîííîé ïëîñ-êîñòè), y � ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ åé êîîðäèíàòà, òîãäà èìååì:
ẋ = v cosϕ, ẏ = v sinϕ.Íåñëîæíîå èíòåãðèðîâàíèå ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî öåíòð ìàññ äâèæåòñÿ ïîöèêëîèäå, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ëèíèè íàèáîëüøåãî ñêàòà, òî åñòü êîëåñíàÿ ïàðà íå ñêàòûâàåòñÿâíèç.Èññëåäîâàíèå �îðìóë (1.12), (1.13) ïðèâîäèò ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî áåçîòðûâíîå äâèæåíèå, òîåñòü ïîëîæèòåëüíîñòü íîðìàëüíûõ ðåàêöèé N1, N2, ðåàëèçóåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà:

ω0v0
g

(

1 +
2ρ2

b2

)

<
l

b
cosα− 2 sinα+ sinα sinϕ0. (1.15)Íàïðèìåð, ïðè v0 = 0, ϕ0 = 0 èìååì tgα < l/(2b), òî åñòü îïðîêèäûâàíèå ìîæåò ñëó÷èòüñÿïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ α : tgα > l/(2b).Ïóñòü íåðàâåíñòâî (1.15) íàðóøåíî, òîãäà îáÿçàòåëüíî íàñòóïèò òàêîé ìîìåíò âðåìåíè, ÷òîïðîèçîéäåò îáíóëåíèå íîðìàëüíîé ðåàêöèè, íàïðèìåð, N1. Èòàê, ïóñòü N1(t1) = 0 è äàëüíåé-øåå äâèæåíèå âîçìîæíî òîëüêî ñ îòðûâîì êîëåñà 1 (ïðè ñîõðàíåíèè êîíòàêòà êîëåñà 2). �àñ-ñìîòðèì íà÷àëî òàêîãî îòðûâà, òî åñòü âîçíèêàþùèé ïîâîðîò êîëåñíîé ïàðû âîêðóã îñè Cη.



Ê äèíàìèêå íåãîëîíîìíûõ ìîäåëåé êîëåñíûõ ýêèïàæåé 103ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 3Áóäåì îïðåäåëÿòü òàêîé ïîâîðîò óãëîì χ, îòñ÷èòûâàåìûì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè ñìîò-ðåòü ñ ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè îñè Cη (ñì. ðèñ. 1). �àññìàòðèâàÿ äàëüíåéøåå äâèæåíèå, áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî χ ≈ 0, χ̇ ≈ 0, íî χ̈ 6= 0. Òîãäà èìååì:
vCξ = 0, vCη = v, vCζ = lχ̇;

KCξ = Jξ(ψ̇1 + ψ̇2), KCη = J0χ̇, KCζ = J0ϕ̇,

ω0 = (0, χ̇, ϕ̇).Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.7), (1.9), (1.10) èìåþò âèä:
m0(−vϕ̇) = F2ξ +m0g sinα sinϕ,

m0v̇ = F2η +m0g sinα cosϕ,

m0(χ̈l) = N2 −m0g cosα,

Jξψ̈2 = bF2η,

J0χ̈+ Jξϕ̇(ψ̇1 + ψ̇2) = −N2l − bF2ξ ,

J0ϕ̈ = lF2η,

Jξψ̈1 = 0, Jψ̈2 = bF2η .Êðîìå òîãî, (1.6) ïðåâðàòèòñÿ â îäíó êèíåìàòè÷åñêóþ ñâÿçü:
v + lϕ̇ = −bψ̇2 → v̇ + lϕ̈ = −bψ̈2.Ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷àÿ íåèçâåñòíûå, F2ξ , F2η , N2, ψ̇1, ψ̇2, ìû ïîëó÷èì òðè óðàâíåíèÿ:

v̇

(

m0 +m0
ρ2

b2

)

+m0
ρ2

b2
lϕ̈ = m0g sinα cosϕ, (1.16)

χ̈(J0 +m0l
2) =

2vϕ̇

b
Jξ + bm0vϕ̇+m0g(b sinα sinϕ− l cosα), (1.17)

J0ϕ̈−m0lv̇ = −m0gl sinα cosϕ (1.18)äëÿ îïðåäåëåíèÿ òðåõ íåèçâåñòíûõ ϕ, v, χ.Ó÷òåì òåïåðü, ÷òî â ìîìåíò îòðûâà N1 = 0, òî åñòü, â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.13), èìååì:
g cosα− g

b

l
sinα sinϕ− b

l
vω0 −

b

l
vω0

2ρ2

b2
= 0.Òîãäà è ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1.17) áóäåò ðàâíà íóëþ, òî åñòü χ̈ = 0. Äè��åðåíöèðóÿ (1.17),âû÷èñëÿåì ...

χ :
(J0 +m0l

2)
...
χ =

2v̇ϕ̇

b
Jξ +

2v

b
Jξϕ̈+ bm0(v̇ϕ̇+ vϕ̈) +m0gb sinα cosϕϕ̇. (1.19)Èç (1.16) è (1.18) íàõîäèì:

ϕ̇ = − ρ2gl sinα cosϕ

ρ2ρ2
0 + ρ2

0b
2 + ρ2l2

, v̇ =
(ρ2

0b
2 + ρ2l2)g sinα cosϕ

ρ2ρ2
0 + ρ2

0b
2 + ρ2l2

,ãäå ρ2 = Jξ/m0, ρ
2
0 = J0/m0.Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ϕ̈ è v̇ â (1.19), íàõîäèì

(

J0 +m0l
2

m0

) ...
χ = v̇ϕ̇

(

b+
2ρ2

b

)

+ vϕ̈

(

b+
2ρ2

b

)

+ gb sinα cosϕϕ̇ =

= bg sinα cosϕ

[(

1 +
2ρ2

b

)(

ϕ̇
ρ2
0b

2 + ρ2l2

ρ2ρ2
0 + ρ2

0b
2 + ρ2l2

− v
ρ2l

ρ2ρ2
0 + ρ2

0b
2 + ρ2l2

)

+ ϕ̇

]

=

= bg sinα cosϕ

[(

1 +
2ρ2

b

)

ϕ̇(ρ2
0b

2 + ρ2l2) − vρ2l

ρ2ρ2
0 + ρ2

0b
2 + ρ2l2

+ ϕ̇

]

, (1.20)ãäå ρ2 =
Jξ

m0
, ρ2

0 = J0

m0
.



104 �.Ì. �îçåíáëàòÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 3Âîçüìåì, ê ïðèìåðó, òàêèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:
v0 = 0, ϕ0 = 0, ϕ̇(0) = ω0 6= 0.Òîãäà èìååì, â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (1.14):
v(t) =

g sinα

ω0

(

1 + 2ρ2

b

) sin(ω0t).Äëÿ íîðìàëüíîé ðåàêöèè N1 èç (1.13) ïîëó÷èì:
2

m0
N1 = g cosα− 2g

b

l
sinα sin(ω0t) = g cosα

(

1 − 2b

l
tg α sinω0t

)

.Îáíóëåíèå N1 ïðîèñõîäèò ïåðâûé ðàç ïðè t = t1, òàêîì, ÷òî:
sin(ω0t1) =

l

2b tg α

(

tg α >
l

2b
!

)

.Òîãäà ïðè t = t1 èìååì:
v(t1) =

g cosα

ω0

(

1 + 2ρ2

b

)

l

2b
.ßñíî, ÷òî, âûáèðàÿ ω0 äîñòàòî÷íî ìàëûì, ìû ìîæåì äîáèòüñÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé v(t1),à �îðìóëà (1.20) íàì òîãäà äàåò ...

χ < 0, òî åñòü âîçíèêàåò ïàðàäîêñàëüíàÿ ñèòóàöèÿ ïðè îò-ðûâå! Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò íàñ ê âûâîäó, ÷òî, â ñëó÷àÿõ êîãäà ìîãóò áûòü îáíóëåíèÿíîðìàëüíîé ðåàêöèè (íàðóøåíèå íåðàâåíñòâà (1.15)), íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü êîíå÷íûé êîý�-�èöèåíò òðåíèÿ è ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññ äâèæåíèÿ êîëåñíîé ïàðû ñ âîçìîæíûìè ïåðåõîäàìèê ñèòóàöèè ïðîñêàëüçûâàíèÿ êîëåñ, ÷òî, êîíå÷íî, óñëîæíÿåò ðåøåíèå çàäà÷è.Çàìå÷àíèå 1. Íåòðóäíî îáîáùèòü ðåøåíèå çàäà÷è íà òîò ñëó÷àé, êîãäà ê êîëåñíîé ïàðåïðèëîæåíû äðóãèå âíåøíèå ñèëû (ïîìèìî ñèëû òÿæåñòè). Íàïðèìåð, òÿãîâàÿ ñèëà (êîëåñíàÿïàðà � àâòîìîáèëüíûé ïðèöåï) èëè óïðàâëÿþùèé ìîìåíò íà îñè O1O2 (êîëåñíàÿ ïàðà àâòî-ìîáèëÿ èëè ðîáîò-òåëåæêà). Îòìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à èçó÷àëàñü åùå êëàññèêàìèòåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè [6℄.� 2. Äèíàìèêà ïëîñêîé êîëåñíîé ìîäåëè (ñêåéòáîðä)Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíà ìîäåëü ñêåéòáîðäà â ïëàíå (òî åñòü âèä ñâåðõó). Ýòî � äâå êîëåñ-íûå ïàðû A1A2, B1B2, ñîåäèíåííûå â ñâîèõ öåíòðàõ ìàññ æåñòêèì ñòåðæíåì AB. Øàðíè-ðû â ñîåäèíåíèÿõ A è B ïðåäïîëàãàþòñÿ èäåàëüíûìè è öèëèíäðè÷åñêèìè, à êà÷åíèå êîëåñ
A1, A2, B1, B2 ïî îïîðíîé ïëîñêîñòè ïðîèñõîäèò áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ, òî åñòü íàëîæåíà íåãî-ëîíîìíàÿ ñâÿçü.Â äàííîé ìîäåëè ìû ïðåäïîëàãàåì (òàê æå êàê è â [1�4℄), ÷òî ýòà ñâÿçü ðåàëèçóåòñÿ òîëüêîïîïåðå÷íûìè ñèëàìè FA è FB, ïðèëîæåííûìè ñîîòâåòñòâåííî ê A1A2 è B1B2 (ñì. ðèñ. 2).Ó÷åò ïðîäîëüíûõ ñèë ðàññìàòðèâàëñÿ, íàïðèìåð, â ñòàòüå [7℄.Íàëè÷èå íåãîëîíîìíîé ñâÿçè äàåò ïðàâî ñ÷èòàòü, ÷òî ñêîðîñòè öåíòðîâ ìàññ êîëåñíûõ ïàð,îáîçíà÷àåìûõ êàê vA è vB , íàïðàâëåíû âñåãäà ïåðïåíäèêóëÿðíî ñîîòâåòñòâóþùèì îñÿì, òîåñòü vA⊥A1A2, vB⊥B1B2 (ñì. ðèñ. 2).Äàëåå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: θ1, θ2 � óãëû îòêëîíåíèÿ êîëåñíûõ ïàð A1A2, B1B2îò ïðîäîëüíîé îñè ξ ñêåéòáîðäà, ïðè÷åì θ1 îòñ÷èòûâàåì ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à θ2 � ïðîòèâîíîé; AC = a,CB = b, C � öåíòð ìàññ âñåé ñèñòåìû, êîòîðûé ìû ïðåäïîëàãàåì íåèçìåííûì,òî åñòü a = const, b = const ; ϕ � óãîë ïîâîðîòà ñòåðæíÿ AB îòíîñèòåëüíî íåèçìåííî îðèåíòè-ðîâàííîé îñè Cx, îòñ÷èòûâàåìûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè; P � ìãíîâåííûé öåíòð ñêîðîñòåéñòåðæíÿ AB, êîòîðûé, â ñèëó íåãîëîíîìíûõ ñâÿçåé, ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïðÿìûõ A1A2
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�èñ. 2.è B1B2; mAB,mA,mB � ìàññû ñîîòâåòñòâåííî ñòåðæíÿ AB, êîëåñíûõ ïàð A1A2, B1B2;
JAB � ìîìåíò èíåðöèè ñòåðæíÿ AB � âìåñòå ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè mA è mB íàåãî êîíöàõ îòíîñèòåëüíî òî÷êè C ; JA, JB � ìîìåíòû èíåðöèè êîëåñíûõ ïàð ñîîòâåòñòâåí-íî A1A2, B1B2 îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííûõ öåíòðîâ ìàññ A è B ; Cξη � ñèñòåìà êîîðäèíàò,æåñòêî ñâÿçàííàÿ ñî ñòåðæíåì AB.Äëÿ òðåõ óãëîâ ϕ, θ1, θ2 ìû ìîæåì ñîñòàâèòü òðè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè, êîòîðûå íå ñîäåðæàòíåèçâåñòíûõ ñèë F1, FB è ñèë ðåàêöèé â øàðíèðàõ A è B :

K ·

Pz +m [vp × vc]z = 0, (2.1)
JA(ϕ̈− θ̈1) = MAz, (2.2)
JB(ϕ̈+ θ̈2) = MBz . (2.3)Óðàâíåíèå (2.1) � ýòî óðàâíåíèå êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîé òî÷êè P(ñì. [8℄); à óðàâíåíèÿ (2.2) è (2.3) � óðàâíåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ êîëåñíûõ ïàð îò-íîñèòåëüíî èõ ñîáñòâåííûõ öåíòðîâ ìàññ. Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: m =

mAB +mA +mB � îáùàÿ ìàññà ñèñòåìû; KPz � êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò ñèñòåìû îòíîñèòåëüíîòî÷êè P, vp � ñêîðîñòü òî÷êè P (êàê ãåîìåòðè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìûêîîðäèíàò), vc � ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ C ; MAz,MBz � óïðàâëÿþùèå ìîìåíòû â øàðíèðàõ
A è B (åñëè òàêîâûå èìåþòñÿ). Ïóñòü D � ïðîåêöèÿ òî÷êè P íà ñòåðæåíü AB (ñì. ðèñ. 2).Îáîçíà÷èì CD = ξ0. Òîãäà èìååì, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Êåíèãà (ñì. [9℄):

KPz = Kcz +m(vcξ · PD + vcη · CD);

Kcz = JABϕ̇+ JB(ϕ̇+ θ̇2) + JA(ϕ̇− θ·1).Äàëåå, èç êèíåìàòè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ïîëó÷àåì:
[vp × vc]z = vpξvcη − vpηvcξ, vcξ = ϕ̇ · PD, vcη = ϕ̇ · CD,
PD = (a− ξ0) ctg θ1 = (b+ ξ0) ctg θ2 (ãäå ξ0 = CD). Òîãäà

ξ0 = CD =
a tg θ2 − b tg θ1
tg θ1 + tg θ2

, PD =
a+ b

tg θ1 + tg θ2
.Àáñîëþòíàÿ ñêîðîñòü òî÷êè P, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé î ñëîæåíèè ñêîðîñòåé ïðè ñëîæíîìäâèæåíèè (ñì. [9℄):

vp = v
(r)
p + v

(e)
p = v

(r)
p + vc + v

(e)
pc .Íî òàê êàê P � ìãíîâåííûé öåíòð ñêîðîñòåé, òî v

(e)
p = vc + v

(e)
pc . Òîãäà ïîëó÷àåì: vpξ =

−(CD)·, vpη = −(PD)·, òî åñòü:
vpξ =

a+ b

(tg θ1 + tg θ2)2

(

θ·1 tg θ2
cos2 θ1

− θ·2 tg θ1
cos2 θ2

)

,

vpη = − a+ b

(tg θ1 + tg θ2)2

(

θ·1
cos2 θ1

+
θ·2

cos2 θ2

)

.



106 �.Ì. �îçåíáëàòÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 3Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå �îðìóëû, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
[vp × vc]z =

(a+ b)ϕ̇

(tg θ1 + tg θ2)3

[ θ·1
cos2 θ1

(a tg2 θ2 − b tg θ1 tg θ2 + a+ b)+

+
θ·2

cos2 θ2
(−a tg θ1 tg θ2 + b tg2 θ1 + a+ b)

]

,

K ·

pz = K ·

cz +
mϕ̈

(tg θ1 + tg θ2)2

[

(a+ b)2 + (a tg θ2 − b tg θ1)
2
]

+

+
2mϕ̇(a+ b)

(tg θ1 + tg θ2)3

[

− θ·2
cos2 θ2

(−a tg θ1 tg θ2 + b tg2 θ1 + a+ b)−

− θ·1
cos2 θ1

(a tg2 θ2 − b tg θ1 tg θ2 + a+ b)
]

,

K ·

cz = JABϕ̈+ JB(ϕ̈+ θ̈2) + JA(ϕ̈− θ̈1) = JABϕ̈+MBz +MAz.Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (2.1) ïðèíèìàåò âèä:
ϕ̈

{

JAB +
m

(tg θ1 + tg θ2)2

[

(a+ b)2 + (a tg θ2 − b tg θ1)
2
]

}

−

− mϕ̇(a+ b)

(tg θ1 + tg θ2)3

[ θ·2
cos2 θ2

(a+ b− a tg θ1 tg θ2 + b tg2 θ1)+

+
θ·1

cos2 θ1
(a+ b+ a tg2 θ2 − b tg θ1 tg θ2)

]

= −MAz −MBz.

(2.4)Óðàâíåíèÿ (2.2), (2.3), (2.4) îáðàçóþò çàìêíóòóþ (îòíîñèòåëüíî ϕ, θ1, θ2 ) ñèñòåìó óðàâíåíèé.�àññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè.
1◦. Çàêðåïèì êîëåñíóþ ïàðó A1A2 æåñòêî, òî åñòü ïîëàãàåì θ1 ≡ 0 ⇒ MAz = JAϕ̈.Òîãäà óðàâíåíèå (2.4) áóäåò èìåòü âèä:

ϕ̈

{

JAB + JA +
m

tg2 θ2

[

(a+ b)2 + a2 tg2 θ2

]

}

−

−m(a+ b)ϕ̇

tg3 θ2

[ θ·2
cos2 θ2

(a+ b)
]

= −MBz,

(2.5)ïîëó÷àåì ìîäåëü [1, 4℄.
2◦. Óïðàâëåíèå ñêåéòáîðäîì, òî åñòü MAz è MBz ïîäáèðàåì òàê, ÷òî θ1 = θ2 = θ (îäèíàêî-âûå îòêëîíåíèÿ êîëåñíûõ ïàð, íî â ðàçíûå ñòîðîíû). Òîãäà èç (2.2), (2.3) ìû ïîëó÷àåì:

MAz +MBz = (JA + JB)ϕ̈.À èç óðàâíåíèÿ (2.4) èìååì:
ϕ̈

{

JAB + JA + JB +
m

4 tg2 θ

[

(a+ b)2 + tg2 θ(a− b)2
]

}

−

−mϕ̇(a+ b)

4 tg3 θ

[ θ·

cos2 θ
(a+ b)

]

= 0,

(2.6)òî åñòü ïîëó÷àåì ìîäåëü èç [3℄.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ óïðàâëÿþùèõ ìîìåíòîâ
MAz, MBz (èëè èõ êîíñåðâàòèâíîñòè) áóäåò ñïðàâåäëèâ èíòåãðàë ýíåðãèè. Âû÷èñëèì êèíåòè-÷åñêóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû:

T =
m

2
(v2

cξ + v2
cη) +

JAB

2
ϕ̇2 +

JA

2
(ϕ̇− θ̇1)

2 +
JB

2
(ϕ̇+ θ̇2)

2, (2.7)



Ê äèíàìèêå íåãîëîíîìíûõ ìîäåëåé êîëåñíûõ ýêèïàæåé 107ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 3ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ ñóòü êîíñòàíòû (ïðè MAz = MBz = 0 ). Ïîýòîìó èíòåãðàë ýíåðãèèïðè MAz = MBz = 0 ïðèíèìàåò âèä:
m(v2

cξ + v2
cη) + JABϕ̇

2 = h2
0 = const.Èç ïîëó÷åííûõ âûøå êèíåìàòè÷åñêèõ �îðìóë ñëåäóåò:

vcξ =
a+ b

tg θ1 + tg θ2
· ϕ̇, vcη =

a tg θ2 − b tg θ1
tg θ1 + tg θ2

· ϕ̇,è òîãäà èíòåãðàë ýíåðãèè ïðèîáðåòàåò âèä:
2T = ϕ̇2

[

JAB +m
(a+ b)2 + (a tg θ2 − b tg θ1)

2

(tg θ1 + tg θ2)2

]

= h2
0 = const. (2.8)Èç óðàâíåíèé (2.2), (2.3) ïðè MAz = MBz = 0 ìû ïîëó÷èì:

θ1 = ϕ− h1t+ p1, θ2 = −ϕ+ h2t+ p2, (2.9)ãäå h1, p1, h2, p2 � êîíñòàíòû, îïðåäåëÿåìûå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ïîäñòàâëÿÿ (2.9) â (2.8),ìû ïîëó÷àåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ϕ íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå 1-ãî ïîðÿäêà.
1◦. �àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé: çàêðåïëåííóþ êîëåñíóþ ïàðó A1A2, òî åñòü θ1 ≡ 0, òîãäàèíòåãðàë ýíåðãèè (2.8) èìååò âèä

ϕ̇2
[

JAB +m
(a+ b)2 + a2 tg2 θ2

tg2 θ2

]

= h2
0 ⇒

ϕ̇2
[

(JAB +ma2) +m(a+ b)2 ctg2 θ2

]

= h2
0.

(2.10)Óðàâíåíèå (2.3) ïðè MBz = 0 äàåò:
ϕ̇ = ω0 − θ·2,è èç (2.10) ìû ïîëó÷àåì, îáîçíà÷àÿ A2 = JAB +ma2, B2 = m(a+ b)2, λ = h0/ω0, x = tgθ2 :

dθ2
dt

=
ω0

√

B2 +A2 tg2 θ2 − h0 tg θ2
√

B2 +A2 tg2 θ2
→

I =

∫

dθ2
√

B2 +A2 tg2 θ2
√

B2 +A2 tg2 θ2 − λ tg θ2
= ω0t+ C.Îáîçíà÷àÿ x = tg θ2, ìû ïîëó÷àåì

I =

∫

dx

1 + x2
+ λ

∫

xdx
√

B2 +A2 tg2 θ2
(1 + x2)[B2 + (A2 − λ2)x2]

+ λ2

∫

x2dx

(1 + x2)[B2 + (A2 − λ2)x2]
.Íåòðóäíî ïîêàçàòü ÷òî âñå ýòè èíòåãðàëû áåðóòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ.Òàêèì îáðàçîì, â óêàçàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðèðóþòñÿ â �óíê-öèÿõ âðåìåíè ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

2◦. θ1 = θ2 = θ (ñêåéòáîðä óïðàâëÿåìûé) ⇒

ϕ̇

{

JAB + JA + JB +
m

4

[(a+ b)2

tg2 θ
+ (a− b)2

]

}

− mϕ̇(a+ b)2

4 tg3 θ
· θ·

cos2 θ
= 0;

ϕ̈ =
1

2

d(ϕ̇2)

dϕ
; ϕ̇θ· = (ϕ̇)2

dθ

dϕ
; A =

m

4
(a− b)2 + JAB + JA + JB ;

d(ϕ̇2)
[

A+
m(a+ b)2 ctg2 θ

4

]

− m(a+ b)2

2 tg3 θ cos2 θ
· (ϕ̇)2dθ = 0 →

d(ϕ̇2)

ϕ̇2
= dθ · m(a+ b)2

2 tg3 θ cos2 θ
[

A+ m(a+b)2 ctg2 θ
4

] .
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du

u
=
m(a+ b)2

2
· dv

Av3 + m(a+b)2

4 v
;

m(a+ b)2

4
= B;

lnu− C0 =
m(a+ b)2

2

∫

dv

v(Av2 + m(a+b)2

4 )
= 2B

∫

dv

v(Av2 +B)
;

lnu− C0 = ln
v2

Av2 +B
⇒ u(Av2 +B)

v2
= C0 = const ;

∫

dv

v(Av2 +B)
=

∫
(

C0

v
+
D0v + F0

Av2 +B

)

dv;

C0(Av
2 +B) +D0v

2 + E0v = 1 →
C0B = 1; E0 = 0; C0A+D0 = 0;

C0 =
1

B
; D0 = −A

B
;

∫

dv

v(Av2 +B)
=

∫

1/B

v
dv − 2A

2B

∫

v dv

av2 +B
=

=
1

B
ln v − 1

2B
ln(Av2 +B) =

1

B
ln

v√
Av2 +B

;

ϕ̇2A tg2 θ +B

tg2 θ
= C0 ⇒ ϕ̇ =

C0 tg θ
√

A tg2 θ +B
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