
ÂÅÑÒÍÈÊ ÓÄÌÓ�ÒÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2008. Âûï. 3ÓÄÊ 531.38© À.À. ÊèëèíÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ Ï�Î��ÀÌÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÇÀÄÀ× ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÒÂÅ�ÄÎ�ÎÒÅËÀÂ ðàáîòå íàéäåíî ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé (õîðåîãðà�èé) â êëàñ-ñè÷åñêîé çàäà÷å î äâèæåíèè òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé íà íóëåâîé êîíñòàíòå ïëîùà-äåé. Äàííîå ñåìåéñòâî âêëþ÷àåò â ñåáÿ èçâåñòíûå ðåøåíèÿ Äåëîíå (äëÿ ñëó÷àÿ Êîâàëåâñêîé), ÷àñòíûåðåøåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ �îðÿ÷åâà-×àïëûãèíà, à òàêæå ðåøåíèÿ Ñòåêëîâà.Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåíóëåâîì çíà÷åíèè èíòåãðàëà ïëîùàäåé ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿïåðèîäè÷åñêèìè â ðàâíîìåðíî âðàùàþùåéñÿ âîêðóã âåðòèêàëè ñèñòåìå êîîðäèíàò (îòíîñèòåëüíûìèõîðåîãðà�èÿìè).Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìèêà òâåðäîãî òåëà, ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, ïðîäîëæåíèå ïî ïàðàìåòðó, áè�óð-êàöèÿ.� 1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿÓðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ïóàññîíà, îïèñûâàþùèå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷-êè â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè, èìåþò âèä
{

Iω̇ + ω × Iω = µr× γ,

γ̇ = γ × ω,
(1.1)ãäå ω = (ω1, ω2, ω3) , r = (r1, r2, r3) γ = (γ1, γ2, γ3) � êîìïîíåíòû âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè,ðàäèóñ-âåêòîðà öåíòðà ìàññ è åäèíè÷íîãî îðòà âåðòèêàëè â ñèñòåìå ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè

(e1, e2, e3) , æåñòêî ñâÿçàííûõ ñ òâåðäûì òåëîì è ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó çàêðåïëåíèÿ, I =
diag(I1, I2, I3) �òåíçîð èíåðöèè îòíîñèòåëüíî òî÷êè çàêðåïëåíèÿ â òåõ æå îñÿõ (íå óìàëÿÿîáùíîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî I1 > I2 > I3 ), µ = mg �âåñ òåëà (ðèñ. 1).Ïðè ïîìîùè âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà M = Iω â ïðîåêöèÿõ íà òå æå îñè, óðàâíå-íèÿ (1.1) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ãàìèëüòîíîâîé �îðìå

Ṁi = {Mi,H}, γ̇i = {γi,H}, i = 1, 2, 3, (1.2)ñî ñêîáêîé Ïóàññîíà, ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðå e(3)

{Mi,Mj} = −εijkMk, {Mi, γj} = −εijkγk, {γi, γj} = 0, (1.3)è ãàìèëüòîíèàíîì �ïîëíîé ýíåðãèåé òåëà
H =

1

2
(AM,M) − µ(r, γ), (1.4)ãäå A = I

−1 = diag(a1, a2, a3) .Ñêîáêà Ëè�Ïóàññîíà (1.3) ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé, îíà îáëàäàåò äâóìÿ �óíêöèÿìè Êàçè-ìèðà, êîììóòèðóþùèìè â ñòðóêòóðå (1.3) ñ ëþáîé �óíêöèåé îò M, γ ,
F1 = (M, γ), F2 = γ2. (1.5)
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�èñ. 1. Òâåðäîå òåëî ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé â ïîëå òÿæåñòè.Â âåêòîðíîì âèäå óðàâíåíèÿ (1.2) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå














Ṁ = M× ∂H

∂M
+ γ × ∂H

∂γ
,

γ̇ = γ × ∂H

∂M
.

(1.6)Ôóíêöèè F1 è F2 ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè óðàâíåíèé (1.6) ñ ëþáûì ãàìèëüòîíèàíîì H .Äëÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ïóàññîíà îíè èìåþò åñòåñòâåííîå �èçè÷åñêîå è ãåîìåòðè÷åñêîå ïðî-èñõîæäåíèå. Èíòåãðàë F1 ñâÿçàí ñ ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé âîêðóã íåïîäâèæ-íîé âåðòèêàëüíîé îñè è íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì ïëîùàäåé. Èíòåãðàë F2 = const � ãåîìåò-ðè÷åñêèé, äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ äâèæåíèé çíà÷åíèå êîíñòàíòû ýòîãî èíòåãðàëà ðàâíî åäèíèöå
F2 = γ2 = 1 . Â êîí�èãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå (γ1, γ2, γ3) óðàâíåíèå F2 = γ2 = 1 çàäàåòñ�åðó Ïóàññîíà.� 2. �îæäåíèå àáñîëþòíûõ õîðåîãðà�èéÑëó÷àé Ýéëåðà�Ïóàíñî Íàïîìíèì, ÷òî â èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå Ýéëåðà�Ïóàíñî òåëî äâè-æåòñÿ ïî èíåðöèè ( r = 0 ), à ãàìèëüòîíèàí è äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë èìåþò âèä

H =
1

2
(M, AM), F3 = M

2 = const. (2.1)ßâíîå èíòåãðèðîâàíèå ñëó÷àÿ Ýéëåðà�Ïóàíñî ëåãêî ïðîâîäèòñÿ â ïåðåìåííûõ Àíäóàéå
(l, L, g, G, H) , ñâÿçàííûõ ñ (M, γ) ñëåäóþùèì îáðàçîì [3℄
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cos g.Ïîýòîìó äàííûå ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå óäîáíûìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿÏóàíêàðå (�àçîâîãî ïîðòðåòà). Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ âûáèðàåòñÿ ïëîñêîñòü
g = π/2 , à â êà÷åñòâå êîîðäèíàò íà ýòîé ïëîñêîñòè � l mod 2π è L/G [12℄. Ñîîòâåòñòâóþùèé�àçîâûé ïîðòðåò ñëó÷àÿ Ýéëåðà�Ïóàíñî ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.
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�èñ. 2. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå çàäà÷è Ýéëåðà�Ïóàññîíà ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ
E = 2, c = 0, a = (1, 1.25, 3) . Æèðíîé ëèíèåé íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ðåçîíàíñíûé òîð ñ ÷èñëîì âðàùåíèÿ

n = 1 .Íåïîäâèæíûì òî÷êàì �àçîâîãî ïîðòðåòà ñîîòâåòñòâóþò ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ òåëà âî-êðóã ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè (óñòîé÷èâûì � âîêðóã áîëüøîé è ìàëîé, è íåóñòîé÷èâûì � âîêðóãñðåäíåé). Áîëåå ñëîæíûå èíòåðåñóþùèå íàñ ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ëåæàò íà ðåçîíàíñíûõ òî-ðàõ. Êàê èçâåñòíî, ÷àñòîòû äâèæåíèÿ íà ðåçîíàíñíûõ òîðàõ ñòàíîâÿòñÿ ñîèçìåðèìûìè, òîåñòü pωg − qωl = 0, p, q ∈ Z \ {0} , ãäå ωl è ωg � ÷àñòîòû ñîîòâåòñòâóþùèå óãëîâûì ïåðåìåí-íûì Àíäóàéå l è g . Ïðè ýòîì âåñü òîð çàïîëíÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè, êîòîðûì íà�àçîâîì ïîðòðåòå ñîîòâåòñòâóþò íåïîäâèæíûå òî÷êè ïîðÿäêà q (äàëåå äëÿ êðàòêîñòè áóäåìãîâîðèòü î ðåøåíèÿõ ïîðÿäêà q ). Îäíèì èç èíñòðóìåíòîâ ïîèñêà ðåçîíàíñíûõ òîðîâ ÿâëÿåòñÿèññëåäîâàíèå ÷èñëà âðàùåíèÿ ðàâíîãî îòíîøåíèþ ÷àñòîò n = ωl/ωg . ×èñëî âðàùåíèÿ çàâèñèòòîëüêî îò âûáðàííîãî òîðà è íà ðåçîíàíñíûõ òîðàõ ðàâíî öåëî÷èñëåííîé íåñîêðàòèìîé äðîáè
n = p/q, p, q ∈ Z \ {0} , áîëåå ïîäðîáíî îïèñàíèå ÷èñåë âðàùåíèÿ è èõ ñâîéñòâ äëÿ çàäà÷èÝéëåðà�Ïóàíñî ìîæíî íàéòè â [10℄.Íà çàäàííîì óðîâíå ýíåðãèè H(l, L, G) = E òîðû ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü îäíîé ïåðåìåí-íîé, â äàííîì ñëó÷àå ýòî ε = 2E

G2 . Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îäíîéïåðåìåííîé è ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå [10℄
n(ε)−1 =
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π
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∫

−π/2

(a1+(a2−a1) sin2 y) dy√
(a2−a1−(ε−a1) sin2 y)(a3−a1−(ε−a1) sin2 y)

, ε ∈ [a1, a2],

1
2π

2π
∫

0

(a1 sin2 l+a2 cos2 l) dl√
(ε−a1 sin2 l−a2 cos2 l)(a3−a1 sin2 l−a2 cos2 l)

, ε ∈ [a2, a3],

(2.2)ïðè÷åì çíà÷åíèå ε = a1 ñîîòâåòñòâóåò âðàùåíèþ òåëà âîêðóã ìàêñèìàëüíîé îñè èíåðöèè,
ε = a3 � âðàùåíèþ òåëà âîêðóã ìèíèìàëüíîé îñè èíåðöèè, à ε = a2 � âðàùåíèþ òåëà âîêðóãñðåäíåé îñè èíåðöèè. �ðà�èê ÷èñëà âðàùåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïåðåìåííîé, ïàðàìåòðèçóþùåéòîðû, ïðè �èêñèðîâàííûõ ìîìåíòàõ èíåðöèè ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 3.Çàìå÷àíèå 1. Âîîáùå ãîâîðÿ, ó âåêòîðíîãî ïîëÿ áåç îñîáûõ òî÷åê íà äâóìåðíîì òîðå ñó-ùåñòâóåò íå îäíî, à áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷èñåë âðàùåíèÿ, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

n′ =
pn+ l

qn+m
, (2.3)ãäå (

p l
q m

) � óíèìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà (åå ýëåìåíòû � öåëûå ÷èñëà, à îïðåäåëèòåëü ðàâåí
±1 ). Â íàøåì ñëó÷àå êîíêðåòíîå ÷èñëî âðàùåíèÿ �èêñèðóåòñÿ âûáîðîì ïåðåìåííûõ Àíäóàéåè ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå.
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�èñ. 3. �ðà�èê ÷èñëà âðàùåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïåðåìåííîé, ïàðàìåòðèçóþùåé òîðû íà çàäàííîì óðîâíåýíåðãèè E = 2 ïðè a = (1, 1.25, 3) .

�èñ. 4. Îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðåçîíàíñíîãî òîðà n = 1 .�àññìîòðèì íàèáîëåå èíòåðåñíûé ñëó÷àé ðàâåíñòâà ÷àñòîò ωl = ωg , êîãäà ÷èñëî âðàùåíèÿñòàíîâèòñÿ ðàâíûì åäèíèöå. Êàê ïîêàçàíî â [10℄ êà÷åñòâåííûé âèä ãðà�èêà íà 3 ñîõðàíÿåò-ñÿ ïðè ëþáûõ ìîìåíòàõ èíåðöèè, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî òîðàíåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ
lim

ε→a1

n(ε) > 1, lim
ε→a3

n(ε) > 1, (2.4)ãäå, êàê ïîêàçàíî â [10℄,
lim

ε→a1

n(ε) = ((I1/I3 − 1)(I1/I2 − 1))1/2, lim
ε→a3

n(ε) = (((1 − I3/I2)(1 − I3/I1))
−1/2 − 1)−1. (2.5)Çàìåòèì, ÷òî èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà (2.4) ñëåäóåò I2 + I3 < I1 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåí-ñòâó òðåóãîëüíèêà. Ñëåäîâàòåëüíî íà ïðîìåæóòêå ε ∈ (a1, a2) (òî åñòü âíóòðè ñåïàðàòðèñû íà�àçîâîì ïîðòðåòå) òîðà ñ ÷èñëîì âðàùåíèÿ n = 1 áûòü íå ìîæåò. Âòîðîå èç íåðàâåíñòâ (2.4)îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (I2/I1, I3/I1) . Òà ÷àñòü ýòîé îáëàñòè,äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ( I2 + I3 > I1 ) è áóäåò ÿâëÿòüñÿ îáëà-ñòüþ ñóùåñòâîâàíèÿ òîðà ñ ÷èñëîì âðàùåíèÿ n = 1 (ñì. ðèñ. 4). Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå íàðèñ. 2 ïîñòðîåíî äëÿ ïàðàìåòðîâ (I2/I1, I3/I1) , ëåæàùèõ â íàéäåííîé îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿòîðà ñ n = 1 . Èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ, çàïîëíåííàÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè ïåðâîãî ïîðÿäêàñîîòâåòñòâóþùàÿ äàííîìó òîðó èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå æèðíîé ëèíèåé.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèÿ, ëåæàùèå íà ðåçîíàíñíîì òîðå, íà ñ�åðå Ïóàññîíà èìåþò âèä çà-ìêíóòûõ êðèâûõ ñ ñàìîïåðåñå÷åíèåì òèïà âîñüìåðêè, ïðè÷åì òî÷êè èõ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ëåæàò
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�èñ. 5. Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, ëåæàùèå íà ðåçîíàíñíîì òîðå n = 1 . à) Äâèæåíèå íà ñ�åðå Ïóàññîíà. á)Ñëåä àïåêñà e1 â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå.â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè (ñì. ðèñ. 5a). Áîëåå òîãî, âñå ýòè ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷å-ñêèìè è â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî �àêòà ìîæíî èñïîëüçîâàòüñëåäóþùååÍà ðèñ. 5á ïðèâåäåíû íåñêîëüêî ñëåäîâ åäèíè÷íîãî âåêòîðà e1 (àïåêñà) æåñòêî ñâÿçàííîãîñ îñüþ òåëà Ox äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ëåæàùèõ íà ðàññìàòðèâàåìîì òîðå. Âñå ýòè ñëåäûòàêæå èìåþò âèä âîñüìåðîê, ïðè÷åì òî÷êè èõ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ëåæàò â íåêîòîðîé âåðòèêàëü-íîé ïëîñêîñòè. Â äàëüíåéøåì, íà âñåõ ðèñóíêàõ äëÿ èëëþñòðàöèè äâèæåíèÿ â àáñîëþòíîìïðîñòðàíñòâå òàêæå áóäåò ïðèâîäèòüñÿ ñëåä àïåêñà e1 .Âîçìóùåíèå ñëó÷àÿ Ýéëåðà�Ïóàíñî Ïîñòàâèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ âàáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé ïðè âîçìóùåíèè çàäà÷è Ýéëåðà�Ïóàíñî. �àññìîòðèì ñíà-÷àëà âîçìóùåíèå íà íóëåâîé êîíñòàíòå èíòåãðàëà ïëîùàäåé. Â êà÷åñòâå ìàëîãî ïàðàìåòðàâûáåðåì ñìåùåíèå öåíòðà ìàññ òåëà îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà èíåðöèè. Â äàííîì ñëó÷àå ñïðà-âåäëèâî ñëåäóþùååÏðåäëîæåíèå 1. Ïðè ñìåùåíèè öåíòðà ìàññ â ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíîé ìèíèìàëüíîéîñè èíåðöèè òåëà (r1 6= 0, r2 6= 0, r3 = 0) èç ðåçîíàíñíîãî òîðà ñ ÷èñëîì âðàùåíèÿ n = 1 çàäà-÷è Ýéëåðà�Ïóàíñî íà íóëåâîé êîíñòàíòå èíòåãðàëà ïëîùàäåé ðîæäàåòñÿ ïàðà ïåðèîäè÷åñêèõâ àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé (óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå).Ïðè ìàëûõ ñìåùåíèÿõ öåíòðà ìàññ ñóùåñòâîâàíèå äàííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ïðèâå-äåííîé ñèñòåìû äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ïóàíêàðå î ðîæäåíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-øåíèé èç ðåçîíàíñíûõ òîðîâ íåâîçìóùåííîé çàäà÷è [10℄. Äîêàçàòåëüñòâî ïåðèîäè÷íîñòè ðå-øåíèé â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå, à òàêæå îáîáùåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà íà ñëó÷àé êîíå÷íîãîñìåùåíèå öåíòðà ìàññ áûëî ïðîâåäåíî íàìè ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ. Îáîáùåíèåíà ñëó÷àé êîíå÷íîãî ñìåùåíèå öåíòðà ìàññ ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ïîïàðàìåòðó, à äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðèîäè÷íîñòè â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå èñïîëüçîâàëîñüÿâíîå èíòåãðèðîâàíèå àáñîëþòíîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ìåòîäàìè Ýâåðõàðòà ðàçëè÷íîãîïîðÿäêà. Ìèíèìàëüíàÿ âåëè÷èíà íåçàìûêàíèÿ òðàåêòîðèè (êîòîðóþ ìîæíî îïðåäåëèòü, íà-ïðèìåð, êàê âåëè÷èíó ñìåùåíèÿ àïåêñà e1 çà ïåðèîä îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ) ïðè âûáîðåìåòîäà Ýâåðõàðòà 27-ãî ïîðÿäêà ñîñòàâèëà 10−13 . Êðîìå òîãî, ïðè óâåëè÷åíèè òî÷íîñòè, ìå-òîäà íàáëþäàåòñÿ ÿâíàÿ ñõîäèìîñòü âåëè÷èíû íåçàìûêàíèÿ òðàåêòîðèè ê íóëþ.Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñìåùåíèè öåíòðà ìàññ âíå óêàçàííîé ïëîñêîñòè ( r3 6= 0 ) òàêæå ðîæäàþò-ñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû, îäíàêî îíè óæå íå ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìèâ àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå.
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�èñ. 6. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå Çàäà÷è Ýéëåðà�Ïóàññîíà ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ
E = 2, c = 0, a = (1, 1.25, 3), r = (1, 0, 0), mu = 0.01 . Êâàäðàòíûìè ìàðêåðàìè îòìå÷åíû íåïîäâèæíûåòî÷êè ïåðâîãî ïîðÿäêà, êðóãëûìè � âòîðîãî ïîðÿäêà è òðåóãîëüíûìè � òðåòüåãî ïîðÿäêà.Ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ñëó÷àÿ ñìåùåíèÿ öåíòðà ìàññ âäîëü ìàêñèìàëüíîé îñè èíåðöèè ïðè-âåäåí íà ðèñ. 6. Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ðåøåíèÿ ðîäèâøèåñÿ èç ðåçîíàíñíîãî òîðà n = 1 , íàðÿäóñ ïåðìàíåíòíûìè âðàùåíèÿìè, ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëÿþùèìè äëÿ �àçîâîãî ïîðòðåòà. Ïðèâåäåìíàèáîëåå èíòåðåñíûå ñâîéñòâà óêàçàííûõ ðåøåíèé:1. Âåêòîð γ íà ñ�åðå Ïóàññîíà îïèñûâàåò âîñüìåðêó ñ òî÷êîé ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, ëåæàùåéíà ýêâàòîðå ( γ3 = 0 ) è ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè. Â ñëó÷àåñìåùåíèÿ öåíòðà ìàññ âäîëü îäíîé èç ãëàâíûõ îñåé âîñüìåðêà îáëàäàåò ñèììåòðèåé ãðóï-ïû C2v (òî åñòü âîñüìåðêà ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîé). Ñîîòâåòñòâóþùèå òðà-åêòîðèè íà ñ�åðå Ïóàññîíà äëÿ íåñêîëüêèõ ñìåùåíèé öåíòðà ìàññ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 7à.2. Óêàçàííîå ðåøåíèå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà

σ(γ1, γ2, γ3, ω1, ω2, ω3) = (γ1, γ2, −γ3, −ω1, −ω2, ω3) . Èñïîëüçóÿ äàííîå ñâîéñòâî ïðè âû-÷èñëåíèè èíòåãðàëà ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî óêàçàííûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìèâ àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå.3. Àïåêñû ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè e1, e2 îïèñûâàþò íà ñ�åðå âîñüìåðêè ñ òîé æå ãðóïïîéñèììåòðèè, ÷òî è íà ñ�åðå Ïóàññîíà, à e3 � âûïóêëóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ áåç ñàìî-ïåðåñå÷åíèé. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñëåäû àïåêñà e1 äëÿ íåñêîëüêèõ ñìåùåíèé öåíòðà ìàññïðèâåäåíû íà ðèñ. 7á.Ïî àíàëîãèè ñ âîñüìåðêîîáðàçíûìè ïåðèîäè÷åñêèìè òðàåêòîðèÿìè â íåáåñíîìåõàíè÷åñêîéçàäà÷å òðåõ òåë, îòêðûòûìè Ìóðîì, Øåíñèíå, Ìîíòãîìåðè è Ñèìî [11, 13℄, â äàëüíåéøåìáóäåì íàçûâàòü ïîäîáíûå ðåøåíèÿ àáñîëþòíûìè õîðåîãðà�èÿìè. Òåðìèí õîðåîãðà�èÿ ïîäðà-çóìåâàåò, ÷òî íåñêîëüêî ÷àñòèö äâèæóòñÿ ïî íåêîòîðîìó ÷èñëó çàìêíóòûõ êðèâûõ. Ïðèìåíè-ìîñòü ýòîãî òåðìèíà â äàííîé ñèòóàöèè îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ àáñîëþòíîãî äâèæåíèÿ âñåòðè àïåêñà (ïîäîáíî òðåì ìàòåðèàëüíûì òî÷êàì) áóäóò äâèãàòüñÿ ïî çàìêíóòûì êðèâûì (òàêíàçûâàåìàÿ òðåõñâÿçíàÿ õîðåîãðà�èÿ), äâå èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âîñüìåðêàìè.�àññìàòðèâàåìûå àáñîëþòíûå õîðåîãðà�èè îáðàçóþò íåêîòîðîå ñåìåéñòâî, çàâèñÿùåå îòïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Âûáîðîì åäèíèö èçìåðåíèÿ, à òàêæå ñ ïîìîùüþ ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçî-âàíèÿ êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ îò êîòîðûõ çàâèñèò ñåìåéñòâî ñâîäèòñÿ ê ÷åòûðåì
(E, I2/I1, I3/I1, r2/r1) . Ïðè ýòîì óâåëè÷åíèþ âîçìóùåíèÿ çàäà÷è Ýéëåðà�Ïóàíñî ñîîòâåòñòâó-åò óìåíüøåíèå ýíåðãèè E èç áåñêîíå÷íîñòè ïðè ïîñòîÿííûõ ñìåùåíèè öåíòðà ìàññ è ìàññåòåëà. Â äàëüíåéøåì ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òðåõïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ïðè çà-äàííîì íàïðàâëåíèè ñìåùåíèÿ öåíòðà ìàññ ( r2/r1 ).
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�èñ. 7. Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, ðîæäàþùèåñÿ èç ðåçîíàíñíîãî òîðà n = 1 ïðè òðåõ ðàçëè÷íûõ ñìåùåíèÿõöåíòðà ìàññ r = (1, 0, 0), r = (1/
√

2,1/
√

2,0), r = (0, 1, 0) . à) Äâèæåíèå íà ñ�åðå Ïóàññîíà. á) Ñëåä àïåêñà
e1 â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå.� 3. Ñöåíàðèè ðîæäåíèÿ àáñîëþòíûõ õîðåîãðà�èéÊàê áûëî óêàçàíî âûøå, àáñîëþòíûå õîðåîãðà�èè â çàäà÷å î äâèæåíèè òÿæåëîãî òâåðäîãîòåëà ñ çàêðåïëåííîé òî÷êîé ðîæäàþòñÿ èç ðåçîíàíñíîãî òîðà çàäà÷è Ýéëåðà�Ïóàíñî ñ ÷èñ-ëîì âðàùåíèÿ ðàâíûì åäèíèöå. Â ñëó÷àå, êîãäà òàêîãî òîðà íå ñóùåñòâóåò (ñì. ðèñ. 4) òàêæåìîãóò ðîæäàòüñÿ àáñîëþòíûå õîðåîãðà�èè. Ïðè÷åì â äàííîì ñëó÷àå ðîæäåíèå õîðåîãðà�èèïðîèñõîäèò ïóòåì ñóáêðèòè÷åñêîé áè�óðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà ïðè ïðîäîëæåíèè ïî ýíåðãèèïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ âîêðóã ìèíèìàëüíîé îñè èíåðöèè (çàäà÷è Ýéëåðà�Ïóàíñî). Îòìå-òèì, ÷òî â ðàáîòå [4℄ óæå èçó÷àëèñü áè�óðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé.Áîëåå òîãî, â óêàçàííîé ðàáîòå áûë íàéäåí öåëûé êàñêàä óäâîåíèé ïåðèîäà íà÷èíàþùèéñÿèç ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ çàäà÷è Ýéëåðà�Ïóàíñî, îäíàêî ñâîéñòâà àáñîëþòíîãî äâèæåíèÿðîæäàþùèõñÿ ïðè ýòîì ðåøåíèé íå îáñóæäàëèñü.Òàêèì îáðàçîì, â çàäà÷å Ýéëåðà-Ïóàññîíà ïðè óìåíüøåíèè ýíåðãèè èç áåñêîíå÷íîñòè, ñó-ùåñòâóåò äâà ñöåíàðèÿ ðîæäåíèÿ àáñîëþòíûõ õîðåîãðà�èé:

1. �îæäåíèå èç ðåçîíàíñíûõ òîðîâ çàäà÷è Ýéëåðà�Ïóàíñî. Çíà÷åíèÿ ìîìåíòîâ èíåðöèèëåæàò â îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ òîðà n = 1 íà ðèñ. 4 ;
2. �îæäåíèå èç ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ çàäà÷è Ýéëåðà�Ïóàíñî ïóòåì áè�óðêàöèè óäâî-åíèÿ ïåðèîäà. Çíà÷åíèÿ ìîìåíòîâ èíåðöèè ëåæàò âíå îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ òîðà

n = 1 íà ðèñ. 4 .Çàìåòèì, ÷òî åñëè â ïåðâîì ñëó÷àå õîðåîãðà�èè ðîæäàþòñÿ ïàðàìè (óñòîé÷èâàÿ-íåóñòîé-÷èâàÿ), òî âî âòîðîì � ðîæäàåòñÿ òîëüêî óñòîé÷èâàÿ õîðåîãðà�èÿ. Ñâÿçü ýòèõ ñëó÷àåâ îñó-ùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ïðîäîëæåíèÿ ïî ìîìåíòàì èíåðöèè. Ïðè÷åì âî âðåìÿ òàêîãî ïðîäîëæåíèÿïðîèñõîäèò åùå îäíà áè�óðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà ïðè êîòîðîé ðîæäàåòñÿ (èëè èñ÷åçàåò)íåóñòîé÷èâàÿ õîðåîãðà�èÿ.� 4. Áîëåå ñëîæíûå õîðåîãðà�èè�àññìîòðèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè áîëåå ñëîæíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé â àáñîëþòíîìïðîñòðàíñòâå. Êàê è ðàíåå, íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ Ýéëåðà�Ïóàíñî. Î÷åâèäíî, ÷òî êðîìå òîðà n = 1â çàäà÷å Ýéëåðà�Ïóàíñî ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ðåçîíàíñíûõ òîðîâ (íà �èêñèðîâàííîìóðîâíå ýíåðãèè E ), çàïîëíåííûõ ïåðèîäè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà.Äëÿ âñåõ ðåçîíàíñíûõ òîðîâ, ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ àíàëîãè÷íûõ 2.4, ìîæíî íàéòè îáëàñòèñóùåñòâîâàíèÿ íà ïëîñêîñòè (I2/I1, I3/I1) . Èç òåõ æå íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî òîðû ñ n ≥ 1
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�èñ. 8. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå çàäà÷è Ýéëåðà-Ïóàññîíà ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ
E = 2, c = 0, a = (1, 1.25, 3), r = (0, 1, 0), µ = 0.02 . Êâàäðàòíûìè ìàðêåðàìè îòìå÷åíû íåïîäâèæíûå òî÷êèïåðâîãî ïîðÿäêà, êðóãëûìè � âòîðîãî ïîðÿäêà è òðåóãîëüíûìè � òðåòüåãî ïîðÿäêà.ëåæàò òîëüêî â âíå ñåïàðàòðèñû ( p ∈ (a2, a3) ) à òîðû ñ ÷èñëàìè âðàùåíèÿ n < 1 ìîãóò ëåæàòüêàê âíå òàê è âíóòðè ñåïàðàòðèñû.�àññìîòðèì òåïåðü âîçìóùåíèå çàäà÷è Ýéëåðà�Ïóàíñî (êàê è âûøå íà íóëåâîì óðîâíå èíòå-ãðàëà ïëîùàäåé). Ïî òåîðåìå Ïóàíêàðå âñå ðåçîíàíñíûå òîðû ïðè âîçìóùåíèè ðàñùåïëÿþòñÿíà ÷åòíîå ÷èñëî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé (ïîðîâíó óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ). Íåêîòîðûåèç ýòèõ ðåøåíèé òàêæå ìîãóò áûòü àáñîëþòíûìè õîðåîãðà�èÿìè. Ïðè ýòîì, ñ òî÷íîñòüþ äîïðîâåäåííûõ êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå,Ïðåäëîæåíèå 2. 1. Ïðè ñìåùåíèè öåíòðà ìàññ â ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíîé ìèíèìàëü-íîé îñè èíåðöèè ( r3 = 0 ) èç ðåçîíàíñíûõ òîðîâ çàäà÷è Ýéëåðà�Ïóàíñî, ëåæàùèõ âíå ñåïàðà-òðèñû ( ε ∈ (a2, a3) ) ðîæäàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèÿ.

2. Ïðè ñìåùåíèè öåíòðà ìàññ â ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíîé ìàêñèìàëüíîé îñè èíåðöèè( r1 = 0 ) èç ðåçîíàíñíûõ òîðîâ çàäà÷è Ýéëåðà�Ïóàíñî, ëåæàùèõ âíóòðè ñåïàðàòðèñû ( ε ∈
(a1, a2) ) òàêæå ðîæäàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèÿ.Èç äàííîãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè ñìåùåíèè öåíòðà ìàññ â íàïðàâëåíèè ñðåäíåé îñèèíåðöèè âñå ðîäèâøèåñÿ èç ðåçîíàíñíûõ òîðîâ ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷å-ñêèìè â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå. Ñîîòâåòñòâóþùåå ñå÷åíèå Ïóàíêàðå, íà êîòîðîì îòìå÷åíûàáñîëþòíûå õîðåîãðà�èè ðîäèâøèåñÿ èç ðåçîíàíñíûõ òîðîâ ñ ÷èñëàìè âðàùåíèÿ n = 1/2 è
n = 1/3 ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå 8.� 5. Îòíîñèòåëüíûå õîðåîãðà�èè�àññìîòðèì òåïåðü âîçìóùåíèå çàäà÷è Ýéëåðà�Ïóàíñî íà íåíóëåâîé êîíñòàíòå èíòåãðàëàïëîùàäåé. Â ïðèâåäåííîé ñèñòåìå â äàííîì ñëó÷àå èç ðåçîíàíñíûõ òîðîâ òàêæå ðîæäàþòñÿïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ Ïóàíêàðå [10℄. Îäíàêî ýòè ðåøåíèÿ óæå íå ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìèâ àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå.Ñ�îðìóëèðóåì íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà àáñîëþòíîãî äâèæåíèÿ ñâÿçàííîãî ñ ïåðèîäè÷å-ñêèìè ðåøåíèÿìè ïðèâåäåííîé ñèñòåìû.Ïðåäëîæåíèå 3. Âñåãäà ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíî âðàùàþùàÿñÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñèñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé àáñîëþòíîå äâèæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðèîäè÷åñêîìó ðåøå-íèþ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ñ òåì æå ïåðèîäîì (ò. å. âñå àïåêñûòâåðäîãî òåëà îïèñûâàþò â ýòîé ñèñòåìå çàìêíóòûå êðèâûå).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà ìåòîäå, ïðåäëîæåííîì â ðàáîòå [10℄.Ïîñêîëüêó äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ω , γ � ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè âðåìåíè, ðàçëîæèì
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nt + const = a0t+ Ψ(t),ãäå Ψ(t) � T �ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ âðåìåíè. ßñíî, ÷òî â ñèñòåìå êîîðäèíàò, âðàùàþùåéñÿâîêðóã âåðòèêàëè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω = a0 , äëÿ çàäàííîãî ðåøåíèÿ âñå óãëû Ýéëåðà θ ,
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