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КВАЗИУРОВНИ ДИСКРЕТНОГО ОПЕРАТОРА ШРЕДИНГЕРА
С УБЫВАЮЩИМ ПОТЕНЦИАЛОМ НА ГРАФЕ

Для дискретного оператора Шредингера на графе с вершинами на пересечении двух прямых, воз-
мущенного убывающим потенциалом вида εV, доказано, что в окрестности нуля для малых ε нет
ненулевых квазиуровней.
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Введение
Во многих физических работах (см., напр., [1–6]) изучаются дискретные модели на гра-

фах. При этом цепочки узлов графа моделируют квантовую проволоку или квантовую точку,
а разностный оператор, область определения которого состоит из функций, заданных на узлах
графа, представляет собой оператор Шредингера (то есть оператор энергии, или гамильтони-
ан электрона, находящегося в данной структуре) в приближении сильной связи. Кроме того,
подобные операторы возникают в теории спиновых волн при решении уравнения Гейзенбер-
га с помощью анзаца Бете для одномагнонных состояний (состояний с одним перевернутым
спином) в цепочках атомов (см. [7]).

Несмотря на физическую актуальность упомянутых задач, математических работ, иссле-
дующих данные модели, почти нет; имеющиеся работы относятся, как правило, к решеткам
Zν (см., напр., [8–11]). Положим Γ = (Z× {0})∪ ({0} × Z) (вершины графа располагаем в R2

лишь для удобства обозначений). Обозначим через l2(Γ) гильбертово пространство функций
ψ(n,m), где (n,m) ∈ Γ, со скалярным произведением

(ψ,ϕ) =
∑

(n,m)∈Γ

ψ(n,m)ϕ(n,m).

Определим ограниченный самосопряженный оператор H в l2(Γ) следующими формулами

(Hψ)(0, 0) = ψ(1, 0) + ψ(−1, 0) + ψ(0, 1) + ψ(0,−1),
(Hψ)(n, 0) = ψ(n+ 1, 0) + ψ(n− 1, 0), n 6= 0,

(Hψ)(0,m) = ψ(0,m+ 1) + ψ(0,m− 1), m 6= 0.
(1)

В соответствии со сказанным выше, данный оператор, а также оператор более общего вида
H + V, где V = V (n,m), является, во-первых, гамильтонианом электрона вблизи пересече-
ния двух квантовых проволок, при этом потенциал V описывает влияние примесей (см. [5]).
Во-вторых, H + V представляет собой гамильтониан одномагнонных состояний для пересека-
ющихся цепочек атомов; в таком подходе V также описывает воздействие примесей (см. [12]),
а также, при рассмотрении бесконечных цепочек, как в данной статье, заменяет наложение
граничных условий.

Спектр и существенный спектр оператора A обозначим σ(A) и σess(A) соответственно.

§ 1. Спектр и резольвента невозмущенного оператора

Теорема 1. Существенный спектр оператора H совпадает с [−2, 2].
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем оператор F : l2(Γ) → L2[−π, π] (преобразование Фурье)
следующей формулой:

(Fψ)(x) =
1√
2π

[
ψ(0, 0) + ψ(1, 0)e2ix + ψ(−1, 0)e−2ix + ψ(2, 0)e4ix+

+ ψ(−2, 0)e−4ix + ψ(3, 0)e6ix + ψ(−3, 0)e−6ix + . . .+ ψ(0, 1)eix + ψ(0,−1)e−ix+

+ψ(0, 2)e3ix + ψ(0,−2)e−3ix + ψ(0, 3)e5ix + ψ(0,−3)e−5ix + . . .
]
.

Из равенства Парсеваля следует, что оператор F унитарен. Положим Ĥ = FHF−1. Для
ψ̂ ∈ L2[−π, π] имеем

Ĥψ̂(x) = FHF−1ψ̂(x) = FHψ(x) =
1√
2π

[
ψ(1, 0) + ψ(−1, 0) + ψ(0, 1) + ψ(0,−1)+

+
(
ψ(0, 0) + ψ(2, 0)

)
e2ix +

(
ψ(−2, 0) + ψ(0, 0)

)
e−2ix+

+
(
ψ(1, 0) + ψ(3, 0)

)
e4ix +

(
ψ(−3, 0) + ψ(−1, 0)

)
e−4ix +

(
ψ(2, 0) + ψ(4, 0)

)
e6ix+

+
(
ψ(−4, 0) + ψ(−2, 0)

)
e−6ix + . . .+

(
ψ(0, 0) + ψ(0, 2)

)
eix +

(
ψ(0,−2) + ψ(0, 0)

)
e−ix+

+
(
ψ(0, 1) + ψ(0, 3)

)
e3ix +

(
ψ(0,−3) + ψ(0,−1)

)
e−3ix +

(
ψ(0, 2) + ψ(0, 4)

)
e5ix+

+
(
ψ(0,−4) + ψ(0,−2)

)
e−5ix + . . .

]
=

1√
2π

[
e2ix

(
ψ(0, 0) + ψ(1, 0)e2ix + ψ(−1, 0)e−2ix+

+ ψ(2, 0)e4ix + ψ(−2, 0)e−4ix + ψ(3, 0)e6ix + ψ(−3, 0)e−6ix + . . .

)
+

+ e−2ix

(
ψ(0, 0) + ψ(1, 0)e2ix + ψ(−1, 0)e−2ix + ψ(2, 0)e4ix + ψ(−2, 0)e−4ix+

+ ψ(3, 0)e6ix + ψ(−3, 0)e−6ix + . . .

)
+e2ix

(
ψ(0, 1)eix + ψ(0,−1)e−ix+

+ ψ(0, 2)e3ix + ψ(0,−2)e−3ix + ψ(0, 3)e5ix + ψ(0,−3)e−5ix + . . .

)
+

+ e−2ix

(
ψ(0, 1)eix + ψ(0,−1)e−ix + ψ(0, 2)e3ix + ψ(0,−2)e−3ix + ψ(0, 3)e5ix+

+ ψ(0,−3)e−5ix + . . .

)
+ψ(0, 1) + ψ(0,−1) + ψ(0, 0)eix + ψ(0, 0)e−ix−

− ψ(0,−1)eix − ψ(0, 1)e−ix
]
= 2 cos 2x · ψ̂(x)+

+
1√
2π

(
ψ(0, 1) + ψ(0,−1) + ψ(0, 0)eix + ψ(0, 0)e−ix − ψ(0,−1)eix − ψ(0, 1)e−ix

)
.

Следовательно, Ĥ = A+B, где Aψ̂(x) = 2 cos 2x ψ̂(x) и

Bψ̂(x) =
1√
2π

(
ψ(0, 1) + ψ(0,−1) + ψ(0, 0)eix + ψ(0, 0)e−ix − ψ(0,−1)eix − ψ(0, 1)e−ix

)
=

=
1

2π

∫ +π

−π
ψ̂(t)

(
e−it + eit + e−ix + eix − eiteix − e−ite−ix

)
dt =

=
1
π

∫ +π

−π
ψ̂(t) (cos t+ cosx− cos(t+ x)) dt.

Оператор B является конечномерным и, следовательно, компактным. В силу унитарной
эквивалентности операторов H и Ĥ и теоремы об относительно компактных возмущениях
(см. [13]) имеем

σess(H) = σess(Ĥ) = σess(A) = σ(A) = [−2, 2]. �
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Для вычисления резольвенты оператора H понадобится обратная функция к функции
Жуковского

g(z) = z −
√
z2 − 1.

Она определена на двулистной римановой поверхности, листы которой склеиваются по отрезку
[−1, 1], при этом ±1 — это точки ветвления. Для функции g(λ) на первом листе при z > 1
берем, по определению, аналитическое продолжение арифметического корня.

Введем в рассмотрение оператор H0, действующий в l2(Z) по формуле

(H0ψ)(n) = ψ(n+ 1) + ψ(n− 1), n ∈ Z.

Известно [16], что σ(H0) = [−2, 2]. Ядро G0(n,m, λ) резольвенты R0(λ) = (H0 − λ)−1

оператора H0 имеет вид (см. [14])

G0(n,m, λ) = G0(n−m,λ) = − 1√
λ2 − 4

(
λ−
√
λ2 − 4
2

)|n−m|
= − 1√

λ2 − 4

(
g

(
λ

2

))|n−m|
. (2)

Функция G0 аналитически продолжается по λ на двулистную риманову поверхность M,
определяемую функцией g (λ/2) , листы которой склеиваются вдоль [−2, 2]; при этом на пер-
вом листе G0 экспоненциально убывает при |n −m| → ∞ и является на нем ядром резоль-
венты.

Введем обозначение

f(ϕ) = f(λ, ϕ) = (R0(λ)ϕ) (1) + (R0(λ)ϕ) (−1). (3)

Далее, определим функцию δ(n) = δ0n, где δnm — символ Кронекера. Наконец, для произ-
вольной функции ϕ(n,m), определенной на Γ, будем пользоваться обозначениями

ϕ1(n) = ϕ(n, 0), ϕ2(m) = ϕ(0,m), n,m ∈ Z,

при этом ϕ1(0) = ϕ2(0).

Лемма 1. Резольвента R(λ) оператора H имеет вид

R(λ)ϕ(n,m) =


(R0(λ)ϕ1) (n)− f(ϕ2)− f(ϕ1)f(δ)

1− f2(δ)
(R0(λ)δ) (n), n ∈ Z, m = 0,

(R0(λ)ϕ2) (m)− f(ϕ1)− f(ϕ2)f(δ)
1− f2(δ)

(R0(λ)δ) (m), m ∈ Z, n = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Резольвенту R(λ) ищем, решая уравнение

(H − λ)ψ = ϕ, ϕ ∈ l2(Γ) (4)

относительно ψ для λ 6∈ [−2, 2] = σess(H) (см. теорему 1). С учетом (1) уравнение (4) можно
переписать в виде системы

ψ(n+ 1, 0) + ψ(n− 1, 0)− λψ(n, 0) = ϕ(n, 0), n 6= 0,
ψ(0,m+ 1) + ψ(0,m− 1)− λψ(0,m) = ϕ(0,m), m 6= 0,
ψ(1, 0) + ψ(−1, 0) + ψ(0, 1) + ψ(0,−1)− λψ(0, 0) = ϕ(0, 0).

(5)

Система (5) эквивалентна системе{
((H0 − λ)ψ1) (n) = ϕ1(n)− (ψ2(1) + ψ2(−1))δ(n), n ∈ Z,
((H0 − λ)ψ2) (m) = ϕ2(m)− (ψ1(1) + ψ1(−1))δ(m), m ∈ Z, (6)
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c наложенным условием ψ1(0) = ψ2(0). Докажем, что если ϕ ∈ l2(Γ) (откуда ϕ1(0) = ϕ2(0)),
то данное условие выполняется автоматически. Действительно, при n = m = 0 из (6) получаем{

ψ1(1) + ψ1(−1)− λψ1(0) = ϕ1(0)− (ψ2(1) + ψ2(−1)) ,
ψ2(1) + ψ2(−1)− λψ2(0) = ϕ2(0)− (ψ1(1) + ψ1(−1)) .

Отсюда в силу равенства ϕ1(0) = ϕ2(0) имеем λ (ψ1(0)− ψ2(0)) = 0 и ψ1(0) = ψ2(0).
Подействовав на обе части каждого из уравнений системы (6) оператором R0(λ), получим

систему {
ψ1(n) = (R0(λ)ϕ1) (n)− (ψ2(1) + ψ2(−1)) (R0(λ)δ) (n), n ∈ Z
ψ2(m) = (R0(λ)ϕ2) (m)− (ψ1(1) + ψ1(−1)) (R0(λ)δ) (m), m ∈ Z. (7)

Из (7) находим линейную систему относительно ψ1(1) + ψ1(−1) и ψ2(1) + ψ2(−1) :(
1 f(δ)

f(δ) 1

)
·
(
ψ1(1) + ψ1(−1)
ψ2(1) + ψ2(−1)

)
=
(
f(ϕ1)
f(ϕ2)

)
.

Если d(λ) = 1− f2(λ, δ) 6= 0, то по формулам Крамера

ψ1(1) + ψ1(−1) =
f(ϕ1)− f(ϕ2)f(δ)

1− f2(δ)
, (8)

ψ2(1) + ψ2(−1) =
f(ϕ2)− f(ϕ1)f(δ)

1− f2(δ)
. (9)

(Если d(λ) = 0, то ψj(1) +ψj(−1), j = 1, 2 не определяются однозначно по ϕ1, ϕ2 и, следова-
тельно, резольвента R(λ) не существует). Из (7)–(9) следует, что R(λ) имеет вид, указанный
в формулировке теоремы. �

Замечание 1. Дискретный спектр оператора H состоит из двух собственных значений
±4/
√

3 кратности единица. Действительно, резольвента оператора H, как видно из доказа-
тельства леммы 1, вне существенного спектра имеет полюса в таких точках λ, в которых

1− f2(λ, δ) = 0. (10)

В силу (2), (3)

f(λ, δ) = − 1√
λ2 − 4

∑
m∈Z

(
λ−
√
λ2 − 4
2

)|1−m|
δ(m)− 1√

λ2 − 4

∑
m∈Z

(
λ−
√
λ2 − 4
2

)|−1−m|

δ(m) =

= 1− λ√
λ2 − 4

. (11)

Из (10), (11) получаем уравнения

− λ√
λ2 − 4

= 0, − λ√
λ2 − 4

= 0.

Первое из них имеет корень λ = 0. Непосредственно проверяется, что для данного λ не
существует собственных функций оператора H в классе l2(Γ). Второе уравнение имеет корни
λ1,2 = ±4/

√
3. Нетрудно проверить, что λ1,2 являются собственными значениями кратности

единица.
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§ 2. Квазиуровни слабо возмущенного оператора

В этом параграфe будет рассматриваться оператор Hε = H + εV с малым параметром
ε > 0, где на вещественную функцию V 6= 0 наложены условия

|V (n, 0)| 6 Ce−α|n|, |V (0,m)| 6 Ce−α|m|, n,m ∈ Z, C = const. (12)

Уравнение Шредингера (H + εV )ψ = λψ, рассматриваемое в классе l2(Γ), перепишем для
λ 6∈ σ(H) в виде

ψ = −εR(λ)V ψ. (13)

Введем обозначение
√
V =

√
|V |signV (только для

√
V ), тогда V =

√
V
√
|V |. Сделаем в

(13) замену, полагая ϕ =
√
|V |ψ, тогда (13) примет вид

ϕ = −ε
√
|V |R(λ)

√
V ϕ. (14)

Операторнозначная функция
√
|V |R(λ)

√
V аналитически продолжается в достаточно ма-

лую окрестность отрезка [−2, 2] на каждом из листов римановой поверхности M своей
функцией Грина (кроме точек полюса), причем принимает значения в множестве операторов
Гильберта–Шмидта. Это следует из вида резольвенты оператора H (см. лемму 1) и аналогич-
ного результата для

√
|Vj |R0(λ)

√
Vj , j = 1, 2 (см. [14]).

Уравнение (14) будем решать в классе l2(Γ). Сделанная замена позволяет находить не
только собственные значения (в этом случае ψ ∈ l2(Γ) и тем более ϕ ∈ l2(Γ) ), но и резонан-
сы (см. ниже), когда ψ, вообще говоря, экспоненциально возрастает. При этом λ не должно
совпадать с полюсами

√
|V |R(λ)

√
V , то есть с точками 0 и ±4/

√
3 (см. замечание 1). Особен-

ности в точках λ = ±2 формально присутствуют в выражении для
√
V R(λ)

√
V , поскольку

являются особенностями ядра R0(λ) (см. теорему 2), но, как нетрудно убедиться, являются
устранимыми.

Определение 1 (ср. [15]). Число λ, принадлежащее второму (так называемому «нефизи-
ческому») листу римановой поверхности M, будем называть резонансом оператора Hε, если
существует ненулевое решение ϕ ∈ l2(Γ) уравнения (14).

Если решение существует на первом листе, причем λ 6∈ [−2, 2], то λ является собственным
значением.

Определение резонанса можно сформулировать по-другому. Обозначим через Rε(λ) ре-
зольвенту оператора Hε. В силу резольвентного тождества имеем(

1 + ε
√
|V |R(λ)

√
V
)−1 (√

|V |R(λ)
√
V
)

=
√
|V |Rε(λ)

√
V , (15)

откуда (
1 + ε

√
|V |R(λ)

√
V
)−1

= 1− ε
√
|V |Rε(λ)

√
V . (16)

Вследствие компактности оператора ε
√
|V |R(λ)

√
V и аналитической теоремы Фредгольма (см.

[16]) операторнозначная функция
(
ε
√
|V |R(λ)

√
V
)−1

мероморфна по λ и имеет полюс в точке

λ0 тогда и только тогда, когда dim ker
(

1 + ε
√
|V |R(λ)

√
V
)
> 0. Отсюда в силу (16) следует,

что λ 6∈ {0,±4/
√

3} является резонансом тогда и только тогда, когда операторнозначная функ-
ция ε

√
|V |Rε(λ)

√
V или, что то же, функция Грина оператора Hε, имеет полюс на втором

листе M.

Определение 2. Число λ ∈M называется квазиуровнем оператора Hε, если λ является
резонансом или собственным значением оператора Hε.
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В частности, λ = 0 является резонансом оператора H (если считать, что точки отрезка
[−2, 2] принадлежат обоим листам) — см. замечание 1.

Заметим, что функция ψ из равенства
√
|V |ψ = ϕ воcстанавливается по известной функ-

ции ϕ, в том числе и для n,m таких, что V (n,m) = 0, по формуле ψ = −εR(λ)
√
V ϕ.

Из равенства ψ = −εR(λ)V ψ, которое имеет смысл и для элемента ψ 6∈ l2(Γ) такого, что√
|V |ψ ∈ l2(Γ), следует равенство (H + εV )ψ = λψ. Предположим, что резонанс λ находится

на втором листе в достаточно малой окрестности отрезка [−2, 2]. При помощи леммы 1 и оце-
нок функции Грина G0, подобных [14], нетрудно доказать неравенство |ψ(n,m)| 6 Ceδ(|n|+|m|),
где C и δ — положительные константы, причем при уменьшении окрестности [−2, 2] число
δ становится как угодно малым. Если λ — собственное значение, то оценка принимает вид
|ψ(n,m)| 6 6 Ce−δ(|n|+|m|), где C, δ > 0.

Пусть λ находится на втором листе. Для того чтобы выполнялось условие
√
|V |ψ ∈ l2(Γ),

естественно потребовать выполнение неравенства δ < α, где α взято из (12). При этом λ
должно находиться достаточно близко к отрезку [−2, 2], в частности, Imλ должно быть мало.
Это соответствует физическим требованиям, так как время жизни резонансного состояния
должно быть достаточно велико, а оно обратно пропорционально |Imλ|.

Положим RεVj (λ) = (H0 + εVj − λ)−1, j = 1, 2.

Лемма 2. Точка λ ∈ M такая, что λ 6= εV1(0) и 1 6= f2(λ, δ), является квазиуровнем
оператора Hε для достаточно малых ε тогда и только тогда, когда(

1− f2(λ, δ) + εf(λ,
√
V1ξ1)f(λ, δ)

)(
1− f2(λ, δ) + εf(λ,

√
V2ξ2)f(λ, δ)

)
=

= ε2f(λ,
√
V1ξ1)f(λ,

√
V2ξ2), (17)

где ξj = ξj(n, λ) =
√
|Vj |RεVj (λ)δ(n), j = 1, 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Уравнение (14) запишем с помощью леммы 1 в виде системы
ϕ1(n) = −ε

√
|V1|

(
R0(λ)

√
V1ϕ1 −

f(
√
V2ϕ2)− f(

√
V1ϕ1)f(δ)

1− f2(δ)
R0(λ)δ

)
(n), n ∈ Z,

ϕ2(m) = −ε
√
|V2|

(
R0(λ)

√
V2ϕ2 −

f(
√
V1ϕ1)− f(

√
V2ϕ2)f(δ)

1− f2(δ)
R0(λ)δ

)
(m), m ∈ Z,

(18)

или для достаточно малых ε в эквивалентной форме
ϕ1(n)=ε

f(
√
V2ϕ2)−f(

√
V1ϕ1)f(δ)

1− f2(δ)

(
(1+ε

√
|V1|R0(λ)

√
V1)−1(

√
|V1|R0(λ)δ)

)
(n), n ∈ Z,

ϕ2(m)=ε
f(
√
V1ϕ1)−f(

√
V2ϕ2)f(δ)

1− f2(δ)

(
(1+ε

√
|V2|R0(λ)

√
V2)−1(

√
|V2|R0(λ)δ)

)
(m), m ∈ Z.

(19)

При этом от решения ϕ1, ϕ2 системы (19) требуется выполнение равенства ϕ1(0) = ϕ2(0).
Докажем, что в условиях леммы оно должно выполняться автоматически. После перехода
обратно к функциям ψ1, ψ2 из (18) получаем

ψ1(n) = −εR0(λ)V1ψ1(n) + ε
f(V2ψ2)− f(V1ψ1)f(δ)

1− f2(δ)
R0(λ)δ(n), n ∈ Z,

ψ2(m) = −εR0(λ)V2ψ2(m) + ε
f(V1ψ1)− f(V2ψ2)f(δ)

1− f2(δ)
R0(λ)δ(m), m ∈ Z,

(20)

откуда {
ψ1(1) + ψ1(−1) = −εf(V1ψ1)− yf(δ),
ψ2(1) + ψ2(−1) = −εf(V2ψ2)− xf(δ),

(21)

где

x = −εf(V1ψ1)− f(V2ψ2)f(δ)
1− f2(δ)

, y = −εf(V2ψ2)− f(V1ψ1)f(δ)
1− f2(δ)

(22)
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удовлетворяют системе (см. доказательство леммы 1){
x+ f(δ)y = −εf(V1ψ1),
f(δ)x+ y = −εf(V2ψ2).

(23)

Из (21) и (23) получаем равенства

x = ψ1(1) + ψ1(−1), y = ψ2(−1) + ψ2(−1). (24)

Применяя теперь к уравнениям (20) оператор H0 − λ и пользуясь (22) и (24), приходим для
n = m = 0 к системе{

ψ1(1) + ψ1(−1) + εV1(0)ψ1(0)− λψ1(0) = −ψ2(1)− ψ2(−1),
ψ2(1) + ψ2(−1) + εV2(0)ψ2(0)− λψ2(0) = −ψ1(1)− ψ1(−1).

Вследствие равенства V1(0) = V2(0) получаем (εV1(0) − λ)ψ1(0) = (εV1(0) − λ)ψ2(0). В силу
условия леммы ψ1(0) = ψ2(0), откуда ϕ1(0) = ϕ2(0).

Вследствие (15) систему (19) можно переписать в виде

ϕ1(n) = ε
f(
√
V2ϕ2)− f(

√
V1ϕ1)f(δ)

1− f2(δ)

(√
|V1|RεV1(λ)δ

)
(n), n ∈ Z

ϕ2(m) = ε
f(
√
V1ϕ1)− f(

√
V2ϕ2)f(δ)

1− f2(δ)

(√
|V2|RεV2(λ)δ

)
(m), m ∈ Z.

(25)

Положим ξj(n) =
√
|Vj |RεVj (λ)δ(n), j = 1, 2. Из (25) имеем

ϕj = Cjξj , j = 1, 2, (26)

где Cj — константы. Заметим, что при малых ε векторы ξj близки к
√
|Vj |R0(λ)δ и потому

отличны от нуля. Из (25), (26) получаем следующую систему относительно C1, C2 :
C1 =

ε

1− f2(δ)
(
C2f(

√
V2ξ2)− C1f(

√
V1ξ1)f(δ)

)
,

C2 =
ε

1− f2(δ)
(
C1f(

√
V1ξ1)− C2f(

√
V2ξ2)f(δ)

)
.

(27)

В условиях леммы ненулевое решение уравнения (14) существует тогда и только тогда, когда
существует ненулевое решение (C1, C2) системы (27), то есть когда определитель системы (27)
равен нулю, что и означает выполнение (14). �

Определение 3. Назовем геометрической кратностью квазиуровня

dim ker(1 + ε
√
|V |R(λ)

√
V ).

Замечание 2. В условиях леммы 2 геометрическая кратность квазиуровня совпадает с раз-
мерностью пространства решений системы (10) и равна единице.

Предположим, что V1 = V2 = W, тогда ξ1 = ξ2 = ξ.

Теорема 2. Оператор Hε для всех достаточно малых ε не имеет ( ненулевых ) квази-
уровней в окрестности нуля.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f2(λ, δ) 6= 1. Предположим вначале, что W (0) 6= 0. Из
(26) получаем (см. доказательство леммы 2), что необходимое для наличия квазиуровня ра-
венство ϕ1(0) = ϕ2(0) выполнено тогда и только тогда, когда C1ξ(0) = C2ξ(0). Поскольку для
λ близких к нулю при ε→ 0

ξ(0) =
√
|W (0)|

(
RεW (λ)δ

)
(0) −→ −

√
|W (0)|√
λ2 − 4

6= 0,
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то C1 = C2 = C. При этом C 6= 0 (иначе ϕ = 0 и квазиуровней нет). Следовательно, согласно
(27), f(

√
Wξ) 6= 0 и

1 =
εf(
√
Wξ)

1− f2(δ)
(1− f(δ)),

откуда получаем уравнение

1 + f(δ) =
2
√
λ2 − 4− λ√
λ2 − 4

= εf(
√
Wξ),

которое при малых ε и λ, очевидно, не имеет решений.
Рассмотрим случай W (0) = 0. Тогда ϕ1(0) = ϕ2(0), и условие λ 6= εW (0) в формулировке

леммы 2 накладывать не нужно. Из леммы 2 следует, что λ ∈M является квазиуровнем Hε,
если λ удовлетворяет одному из уравнений

1− f2(λ, δ) + εf(λ,
√
Wξ)f(λ, δ) = ±εf(λ,

√
Wξ).

В случае знака «+ » уравнение не имеет решений при малых ε и λ (см. выше). В случае знака
«− » получаем уравнение

F (λ, ε) = 0, (28)

где

F (λ, ε) = 1− f(δ) + εf(
√
Wξ) =

λ√
λ2 − 4

+ εf(
√
Wξ).

Функция F (λ, ε) является аналитической в окрестности точки (0, 0) ∈ C2 (для любого выбора
знака корня

√
λ2 − 4 ), причем

F (0, 0) = 0,
∂F (0, 0)
∂λ

= ± 1
2i
6= 0.

В силу теоремы о неявной функции (cм. [17]), для любого выбора знака корня для всех доста-
точно малых ε существует единственное решение λ = λ±(ε) уравнения (28), причем λ±(ε)
аналитически зависит от ε.

Перепишем уравнение (28) в виде

λ = −ε
√
λ2 − 4f(

√
Wξ) = ε

∑
n∈Z

(
q|1+n| + q|1−n|

)(√
Wξ
)

(n), (29)

где, как и выше,

q = q(λ) =
λ−
√
λ2 − 4
2

.

Явно выписывая разные знаки у корня
√
λ2 − 4, приведем необходимые в дальнейшем равен-

ства:

qα(λ) =

(
λ∓
√
λ2 − 4
2

)α
, (qα(λ))′ = ∓ α√

λ2 − 4
qα(λ),

(qα(λ))′′ = α

(
± λqα(λ)

(λ2 − 4)
√
λ2 − 4

+
αqα(λ)
λ2 − 4

)
, (30)

(qα)(0) = (∓i)α, (qα)′(0) = ∓ α
2i

(∓i)α, (qα)′′(0) = −α
2

4
(∓i)α,

q|1+n| + q|1−n| =

 ∓2i+ λ± iλ2

4
+O(λ4), n = 0,

λq|n|, n 6= 0.
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Далее, преобразуем для малых λ и ε выражение

(
√
Wξ)(n) =

√
W
(

1 + ε
√
|W |R0(λ)

√
W
)−1 (√

|W |R0(λ)δ
)

(n) =

= (WR0(λ)δ)(n)− ε(WR0(λ)WR0(λ)δ)(n) + ε2(WR0(λ)WR0(λ)WR0(λ)δ)(n) +O(ε3) =

= ∓ W (n)√
λ2 − 4

q|n| − εW (n)
λ2 − 4

∑
m∈Z

q|n−m|+|m|W (m)∓

∓ ε2W (n)
(λ2 − 4)

√
λ2 − 4

∑
k∈Z

∑
m∈Z

q|n−k|+|k−m|+|m|W (k)W (m) +O(ε3). (31)

В силу (29) λ = O(ε), тогда из (29)–(31), а также из равенства W (0) = 0, получаем следующее
уравнение:

λ = ελ
∑
n6=0

q|n|W (n)

(
∓ q|n|√

λ2 − 4
− ε

λ2 − 4

∑
m∈Z

q|n−m|+|m|W (m) +O(ε3)

)
.

Очевидно, что оно не имеет решений, если λ = λ(ε) 6≡ 0. �

Замечание 3. Обычно квазиуровни возмущенного оператора возникают как сдвиги полю-
сов резольвенты невозмущенного оператора под действием возмущения (см., напр., [15]). Квази-
уровнями (понимаемыми как полюса функции Грина) оператора H являются изолированные
собственные значения λ = ±4/

√
3, поведение которых описывается обычной теорией возму-

щений, а также резонанс λ = 0. Таким образом, рассматриваемый в теореме 2 оператор имеет
весьма необычное свойство: полюс в нуле функции Грина, несмотря на введение возмущающего
потенциала, остается неподвижным.
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T. S. Tinyukova, Y. P. Chuburin
Quasi–levels of the discrete Schrödinger equation with a decreasing potential on a graph

We consider the discrete Schrödinger operator perturbed by a decreasing potential of the form εV defined
on a graph the nodes of which lie on the union of two intersected straight lines. We prove that non-vanishing
quasi-levels do not exist in the neighbourhood of zero for a small ε .
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