
ÂÅÑÒÍÈÊ ÓÄÌÓ�ÒÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2009. Âûï. 3ÓÄÊ 517.917© À.À. Êèëèí×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÂ äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, âçàèìî-äåéñòâóþùèõ êàê äðóã ñ äðóãîì, òàê è ñ âíåøíèì ïîëåì. Äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî ïàðíîãî âçàèìî-äåéñòâèÿ ìåæäó òåëàìè, çàâèñÿùåãî òîëüêî îò èõ âçàèìíîãî ðàññòîÿíèÿ, óêàçàíû íîâûå èíòåãðàëû,îáðàçóþùèå âåêòîð ãàëèëååâà ìîìåíòà. Ïðèâåäåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà èíòåãðàëîâ, êîòîðóþ îá-ðàçóþò èíòåãðàëû èìïóëüñà, ìîìåíòà èìïóëüñà è ãàëèëååâà ìîìåíòà.�àññìîòðåíû ñèñòåìû ÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êîòîðûìè îïèñûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ïîòåíöèà-ëîì ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè α = −2 . Äëÿ ýòèõ ñèñòåì ïðèâåäåíà íàèáîëåå îáùàÿ �îðìà äîïîëíèòåëüíîãîïåðâîãî èíòåãðàëà äâèæåíèÿ, íàçûâàåìîãî íàìè èíòåãðàëîì ßêîáè. Óêàçàíà íîâàÿ íåëèíåéíàÿ àëãåáðàèíòåãðàëîâ, âêëþ÷àþùàÿ èíòåãðàë ßêîáè. Ñèñòåìàòè÷åñêè îïèñàíà íîâàÿ ïðîöåäóðà ðåäóêöèè è âîç-ìîæíîñòü åå ïðèìåíåíèÿ â äèíàìèêå äëÿ ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.Â ñòàòüå òàêæå ïðèâîäèòñÿ ðÿä íîâûõ èíòåãðèðóåìûõ è ñóïåðèíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, ÿâëÿþùèõñÿîáîáùåíèåì êëàññè÷åñêèõ. Ïðèâåäåí ðÿä îáîáùåíèé òîæäåñòâà Ëàãðàíæà äëÿ ñèñòåì ñ îäíîðîäíûì ïî-òåíöèàëîì ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè α = −2 , à òàêæå ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äîêàçàíàíåèíòåãðèðóåìîñòü çàäà÷è ßêîáè íà ïëîñêîñòè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãî÷àñòè÷íûå ñèñòåìû, èíòåãðàöèÿ ßêîáè.� 1. Çàäà÷à N òåëÈíòåãðàëû äâèæåíèÿ, ðåäóêöèÿ, àëãåáðà èíòåãðàëîâ. �àññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ çà-äà÷ó N òåë ïðîèçâîëüíûõ ìàññ mi, i = 1..N , äâèæóùèõñÿ â ïðîñòðàíñòâå R
n ïîä äåéñòâèåìïîòåíöèàëüíûõ ñèë, çàâèñÿùèõ îò âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó òåëàìè. Ñòàíäàðòíûì îáðàçîìîáîçíà÷èì ïîëîæåíèå è èìïóëüñ i -òîãî òåëà n -ìåðíûìè âåêòîðàìè ri è pi . Òîãäà óðàâíåíèÿäâèæåíèÿ â ãàìèëüòîíîâîé �îðìå èìåþò âèä

ṙi =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂ri
, i = 1 . . . N,H =

1

2

∑ p2
i

mi
+ U(|ri − rj|), (1.1)ãäå ãàìèëüòîíèàí H çàäàåò ïîëíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû òåë.Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèÿ (1.1) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ãðóïïû E(n) äâèæåíèéïðîñòðàíñòâà R

n . Âñëåäñòâèå ýòîãî, ïî òåîðåìå Í¼òåð [13℄, îíè äîïóñêàþò n+ n(n−1)
2 ïåðâûõèíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ

P =
∑

pi, Mµν =
∑

i

r(i)µ p(i)
ν − r(i)ν p

(i)
µ , (1.2)âûðàæàþùèõ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî èìïóëüñà è ìîìåíòà èìïóëüñà ñèñòåìû òåë. Çäåñüè äàëåå ëàòèíñêèå èíäåêñû íóìåðóþò òåëà, à ãðå÷åñêèå � êîìïîíåíòû âåêòîðîâ è òåíçîðîâ.Êðîìå òîãî, óðàâíåíèÿ (1.1) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ê ðàâíîìåðíî äâè-æóùåéñÿ (îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé) ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ñîâìåñòíî ñ äâèæåíèÿìè ïðîñòðàíñòâàýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàçóþò ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé �àëèëåÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå (ïî òåîðåìåÍ¼òåð) èíòåãðàëû äâèæåíèÿ

c = R− P∑
mi
t, ãäå R =

∑
miri∑
mi

(1.3)ÿâëÿþòñÿ íåàâòîíîìíûì (ÿâíî çàâèñÿùèì îò âðåìåíè) è ñâÿçàíû ñ ðàâíîìåðíûì è ïðÿìîëè-íåéíûì äâèæåíèåì öåíòðà ìàññ R .
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2

(
n(n−1)

2 +
[
n
2

]) ñòåïåíåéñâîáîäû (êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè çäåñü è äàëåå îáîçíà÷åíà öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà).Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàëû (1.3) ÿâëÿþòñÿ íåàâòîíîìíûìè. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, íå ïîçâîëÿåòïðèìåíèòü ïðèíàäëåæàùèé Ïóàíêàðå àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà, ÿâëÿþùèéñÿãàìèëüòîíîâûì âàðèàíòîì ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà ïî �àóñó è îáîáùåííûé Å. Êàðòàíîì íà ñëó÷àéíåêîììóòàòèâíîé àëãåáðû èíòåãðàëîâ [3℄.�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà äâèæåíèå òðåõ òåë â ïðîñòðàíñòâå R
3 . Àâòîíîìíûå èíòå-ãðàëû (1.2) â ýòîì ñëó÷àå îáðàçóþò àëãåáðó e(3) , ïðè ýòîì â òåîðåìå ?? ñëåäóåò ïîëîæèòü

k = 6, q = 2 . Òåîðåìà Ëè�Êàðòàíà â ýòîì ñëó÷àå ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ðåäóêöèþ íà ÷åòûðåñòåïåíè ñâîáîäû. Â òî æå âðåìÿ êëàññè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà ðåäóêöèè (ñì. ñòð. ??) ïîçâîëÿåò èñ-êëþ÷èòü ïÿòü ñòåïåíåé ñâîáîäû. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êîððåêòíîé ðåäóêöèè ïî Ëè�Êàðòàíó íåõâàòàåò åùå îäíîãî íåçàâèñèìîãî àâòîíîìíîãî èíòåãðàëà â èíâîëþöèè ñ (1.2).Ïðèâåäåì òåïåðü òåîðåìó, îáîáùàþùóþ ðåçóëüòàòû Ñ. Ëè.Òåîðåìà 1. Óðàâíåíèÿ (1.1) äâèæåíèÿ N òåë â R
n ïîìèìî (1.2) äîïóñêàþò åùå n(n−1)

2àâòîíîìíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ
Qµν = RµPν −RνPµ, µ, ν = 1 . . . n. (1.4)Ïðè÷åì óêàçàííûå èíòåãðàëû ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì è èíòåãðàëàìè P ñîîòíîøåíèÿìè

∑

<µ,ν,ρ>

eµνρQµνPρ = 0, (1.5)ãäå µ 6= ν 6= ρ 6= µ , à ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî öèêëè÷åñêèì ïåðåñòàíîâêàì èíäåêñîâ.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ èñ-êëþ÷åíèÿ âðåìåíè èç ðàçëè÷íûõ ïàð èíòåãðàëîâ (1.3). Äåéñòâèòåëüíî,
Qµν = cµPν − cνPµ = RµPν −RνPµ. (1.6)Óðàâíåíèÿ ñâÿçè (1.5) ïðè ýòîì íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç âèäà èíòåãðàëîâ (1.4). �Ïðèâåäåì òåïåðü ñêîáêè Ïóàññîíà èíòåãðàëîâ (1.2) è (1.4). Çäåñü è äàëåå ìû îãðàíè÷èìñÿñëó÷àåì äâèæåíèÿ N òåë â R

3 . Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé áîëåå âûñîêèõ ðàçìåðíîñòåé íå ïðåä-ñòàâëÿåò ñëîæíîñòè è ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî, ñëåäóÿ, íàïðèìåð, [18℄. Ñòàíäàðòíûì îáðàçîìïåðåéäåì îò òåíçîðîâ ê âåêòîðàì ïîëíîãî è ãàëèëååâà ìîìåíòîâ Mµν = eµνρMρ , Qµν = eµνρQρ .Ñêîáêà Ïóàññîíà ïðè ýòîì èìååò âèä
{Mµ, Mν} = eµνρMρ, {Mµ, Qν} = eµνρQρ, {Mµ, Pν} = eµνρPρ,

{Qµ, Qν} = eµνρQρ, {Qµ, Pν} = eµνρPρ, {Pµ, Pν} = 0.
(1.7)Àëãåáðà èíòåãðàëîâ (1.7) îáëàäàåò òðåìÿ �óíêöèÿìè Êàçèìèðà

K0 = (Q, P ), K1 = (M, P ), K2 = |M −Q|2, (1.8)îäíà èç êîòîðûõ íåîáõîäèìî ðàâíà íóëþ K0 = 0 è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå ñâÿçè (1.5).Çàäà÷à äâóõ òåë â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àñ-ñìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó N òåë â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Äëÿ ýòîãî ïàðàìåòðèçó-åì ñ�åðó S
3 (ïñåâäîñ�åðó L

3 ), èñïîëüçóÿ èçáûòî÷íûå êîîðäèíàòû ÷åòûðåõìåðíîãî åâêëèäîâàïðîñòðàíñòâà R4 (ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî M4 ) ñî ñâÿçüþ
Φ(q) =

1

2

(
gµνq

µqν ∓R2
)

=
1

2

(
〈q, q〉 ∓R2

)
= 0, (1.9)



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ìíîãî÷àñòè÷íûõ ñèñòåì 137ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2009. Âûï. 3Çäåñü è äàëåå âåðõíèé çíàê ñîîòâåòñòâóåò ñ�åðå, à íèæíèé çíàê � ïñåâäîñ�åðå. Ìåòðèêà ñîîò-âåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà 〈·, ·〉 èíäóöèðóåò ìåòðèêó ñ�åðû íà S
3 è ìåòðèêó Ëîáà÷åâñêîãîíà ïñåâäîñ�åðå L

3 .Äâèæåíèå N ÷àñòèö â èçáûòî÷íûõ êîîðäèíàòàõ â ïîòåíöèàëå U(q1, . . . , qN ) îïèñûâàåòñÿëàãðàíæèàíîì
L =

1

2

N∑

i=1

〈q̇i, q̇i〉 − U(q1, . . . , qN)ñî ñâÿçüþ (1.9). Èñïîëüçóÿ ãàìèëüòîíîâ �îðìàëèçì ñèñòåì ñî ñâÿçÿìè [13℄, ïîëó÷àåì ãàìèëü-òîíèàí
H =

1

2

N∑

i=1

(
< pi, pi > −< pi, qi >

2

< qi, qi >

)
+ U(q1, . . . , qN). (1.10)Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ q̇ = ∂H

∂p , ṗ = −∂H
∂q â ïåðåìåííûõ q , p ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè.Êàê õîðîøî èçâåñòíî [9, 4, 14, 6, 8, 10℄, àíàëîãîì íüþòîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿìåæäó òåëàìè íà ñ�åðå ÿâëÿåòñÿ

U(qi, qj) = −γ ctg θij = −γ 〈qi, qj〉√
R2 ∓ 〈qi, qj〉2

, i, j = 1, . . . , N, i 6= j. (1.11)Íàïîìíèì, ÷òî ïîòåíöèàë (1.11) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ëèáî èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà�Áåëüòðàìè íà ñ�åðå S
3 , èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû SO(3) è èìåþùåãî îñîáåííîñòüâ ïîëþñå θ = 0 , ëèáî ïðè ïåðåíåñåíèè òåîðåìû Áåðòðàíà íà ñ�åðó [16, 9℄. Òàêèì îáðàçîì,êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à N òåë â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèà-íîì

H =
1

2

N∑

i=1

(
< pi, pi > −< pi, qi >

2

< qi, qi >

)
− γ

N∑

i>j=1

〈qi, qj〉√
R2 ∓ 〈qi, qj〉2

. (1.12)Êàê áûëî ïîêàçàíî â [2℄, çàäà÷à äâóõ òåë â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû ÿâëÿåò-ñÿ íåèíòåãðèðóåìîé. Îäíàêî â ïðåäåëå R→ ∞ îíà ïåðåõîäèò â èíòåãðèðóåìóþ êëàññè÷åñêóþçàäà÷ó äâóõ òåë. Îòìåòèì, ÷òî ïðè îáðàòíîì ïåðåõîäå îò ïëîñêîé ê èñêðèâëåííîé çàäà÷å ñîõðà-íÿþòñÿ èíòåãðàëû òèïà ìîìåíòà, îäíàêî ïðîïàäàåò ãàëèëååâà èíâàðèàíòíîñòü. Â ñâÿçè ñ ýòèìáûëî áû èíòåðåñíî ïîñòðîèòü ñòàíäàðòíóþ òåîðèþ âîçìóùåíèÿ äëÿ ïëîñêîé çàäà÷è, èñïîëü-çóÿ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ êðèâèçíó ïðîñòðàíñòâà, à èíòåãðàëû ãàëèëååâà ìîìåíòà(èëè èõ êîìáèíàöèè) � â êà÷åñòâå àäèàáàòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ.� 2. Íàòóðàëüíàÿ ñèñòåìà ñ îäíîðîäíûì ïîòåíöèàëîì ñòåïåíè α = −2Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ. �àññìîòðèì íàòóðàëüíóþ ñèñòåìó ñ ïîòåíöèàëîì Uα(r) , ÿâëÿþ-ùèìñÿ îäíîðîäíîé �óíêöèåé ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè α ïî ïåðåìåííûì ri, i = 1..N

H =
1

2

N∑

i=1

p2
i

mi
+ Uα(r). (2.1)Êàê èçâåñòíî, äëÿ ïîòåíöèàëà Uα(r) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî Ýéëåðà

(r,
∂Uα
∂r

) = αUα. (2.2)Ýâîëþöèÿ öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà èíåðöèè I =
N∑
i=1

mir
2
i äëÿ òàêèõ ñèñòåì îïèñûâàåòñÿ �îðìó-ëîé Ëàãðàíæà

Ï = 4H − 2(α + 2)Uα. (2.3)



138 À.À. ÊèëèíÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2009. Âûï. 3Íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ �îðìóëû Ëàãðàíæà íà ñèñòåìû ñî ñâÿçÿìè íà ñëó÷àé, êîãäà ïîòåíöè-àëüíàÿ ýíåðãèÿ êâàçèîäíîðîäíà ïî êîîðäèíàòàì, à òàêæå íà êîíòèíóóì âçàèìîäåéñòâóþùèõ÷àñòèö ìîæíî íàéòè â íåäàâíåé ðàáîòå [7℄.Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå α = −2 �îðìóëà Ëàãðàíæà óïðîùàåòñÿ, ïðè ýòîì óðàâíåíèåäëÿ ìîìåíòà èíåðöèè ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíî ÿâíî
I(t) = 2Ht2 + at+ b, (2.4)çäåñü a è b � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ. Èç (2.4) ñëåäóåò âîñõîäÿùåå ê ßêîáè óòâåðæäåíèåäëÿ ñèñòåìû N ÷àñòèö ñ ïîòåíöèàëîì U−2(r) .Óòâåðæäåíèå 1 (ßêîáè). Â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíûõ ýíåðãèé H < 0 âñå ÷àñòèöû ñèñòåìûñòîëêíóòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ, à â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèè H > 0 ïî êðàéíåé ìåðå îäíîâçàèìíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òåëàìè áóäåò áåñêîíå÷íî âîçðàñòàòü ïðè ñòðåìëåíèè t→ ±∞ .Êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ a è b ÿâëÿþòñÿ íåàâòîíîìíûìè (ÿâíî çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè)èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ. Âïåðâûå íà èõ ñóùåñòâîâàíèå óêàçàë ßêîáè [?℄, ïðè èññëåäîâàíèè çà-äà÷è òðåõ òåë íà ïðÿìîé ñ ïîòåíöèàëîì U =

N∑
i,j=1,i>j

mimj

(xi−xj)2
. Â ÿâíîì âèäå äëÿ ïðîèçâîëüíîãîïîòåíöèàëà U = U−2(r) èíòåãðàëû a è b çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a = 2(r, p) − 4Ht, b = 2Ht2 − 2(r, p)t+ I, (2.5)ãäå H � ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû.Çàìåòèì, ÷òî ïðè α = −2 íà �èêñèðîâàííîì óðîâíå èíòåãðàëà ýíåðãèè �îðìóëà Ëàãðàí-æà (2.3) ïðèíèìàåò âèä óðàâíåíèÿ Íüþòîíà ñ ïîñòîÿííîé ñèëîé. Äàííîå óðàâíåíèå äîïóñêàåòî÷åâèäíûé èíòåãðàë ýíåðãèè
h =

1

2
İ2 − 4IH =

a2

2
− 4bH, (2.6)êîòîðûé áóäåò ÿâëÿòüñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ è äëÿ âñåé ñèñòåìû.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû (2.1) ñ ïîòåíöèàëîì U−2(r) èíâàðèàíò-íû îòíîñèòåëüíî îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò è âðåìåíè ñëåäóþùå-ãî âèäà

Ga :

{
r → eλr,

t→ e2λt;
Gb :





r → r

1 − λt
,

t → t

1 − λt
,

(2.7)ãäå λ � ïàðàìåòð ðàñòÿæåíèÿ. Óêàçàííûì ïðåîáðàçîâàíèÿì ïî òåîðåìå Í¼òåð ñîîòâåòñòâóþòíåàâòîíîìíûå èíòåãðàëû a è b (2.5). Ñêîáêè Ïóàññîíà ýòèõ èíòåãðàëîâ äðóã ñ äðóãîì è ñãàìèëüòîíèàíîì èìåþò âèä
{H, a} = −4H, {H, b} = −a, {a, b} = −4b, (2.8)îíè îáðàçóþò ñêîáêó Ëè�Ïóàññîíà, ñîîòâåòñòâóþùóþ àëãåáðå sl(2) . Ôóíêöèåé Êàçèìèðà ýòîéàëãåáðû ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìíûé èíòåãðàë. Ïðè÷åì, â îòëè÷èå îò èíòåãðàëîâ (2.5), åãî ñóùåñòâî-âàíèå ñâÿçàíî ñî ñêðûòîé ñèììåòðèåé çàäà÷è, êîòîðîé íå ñîîòâåòñòâóåò íèêàêîé î÷åâèäíîéãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.Ïðîöåäóðà ðåäóêöèè Çäåñü ìû ñèñòåìàòè÷åñêè îáñóäèì íîâûé òèï ðåäóêöèè, êîòîðûéèìååò íåãàìèëüòîíîâ õàðàêòåð è ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîé ïðîöåäóðû. Ïðîáëå-ìà êîíñòðóêòèâíîé ðåäóêöèè ïðè íàëè÷èè êâàäðàòè÷íûõ ïî èìïóëüñàì ïåðâûõ èíòåãðàëîââ îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé è, âèäèìî, íå ìîæåò áûòü ðàçðåøåíà. Íî â íåêîòîðûõ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ïðîöåäóðà, îêàçûâàåòñÿ, ìîæåò áûòü äîâåäåíà äî êîíöà.Ïðèâåäåì çäåñü íàèáîëåå ñèììåòðè÷íûé âèä ðåäóêöèè, îáîáùåííûé íàìè íà ñëó÷àé ïðî-èçâîëüíîé ñèñòåìû ñ ïîòåíöèàëîì.



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ìíîãî÷àñòè÷íûõ ñèñòåì 139ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2009. Âûï. 3Òåîðåìà 2. Íàòóðàëüíàÿ ñèñòåìà âèäà (2.1) ñ ïîòåíöèàëîì äîïóñêàåò ðåäóêöèþ íà îäíóñòåïåíü ñâîáîäû ñ ïîìîùüþ çàìåíû âðåìåíè è êîîðäèíàò
d t = Id τ, qi =

√
mi

I
ri, q, r ∈ R

N . (2.9)Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â íîâûõ ïåðåìåííûõ îïèñûâàþò äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî (N −
1) -ìåðíîé ñ�åðå (q, q) = 1

q′′ = −∂Ũ−2

∂q
+ λq, (2.10)ãäå λ = (q, ∂

eU
−2

∂q ) − q′2 � íåîïðåäåëåííûé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà,
Ũ−2(q) = IU−2(r) = U−2(

qi√
mi

), (2.11)à øòðèõ îáîçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî íîâîìó âðåìåíè. Ïðè ýòîì èíòåãðàë (??) ïðèíè-ìàåò âèä
J = q′

2
+ 2Ũ−2(q) (2.12)è ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé ýíåðãèåé ïðèâåäåííîé ñèñòåìû.�àìèëüòîíîâî ïðåäñòàâëåíèå ñèñòåìû (2.10)ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëå-æàíäðà íà ñ�åðå äëÿ �óíêöèè Ëàãðàíæà âèäà

L =
1

2
q′

2 − Ũ−2(q).Ïðè ýòîì èíòåãðàë (2.12) ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì ïðèâåäåííîéñèñòåìû.�àññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àé N = 3 äâèæåíèÿ òðåõ òåë ïî ïðÿìîé. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíå-íèÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû (2.10) îïèñûâàþò äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî äâóìåðíîé ñ�åðå
S2 , è, â ñèëó õîðîøî èçâåñòíîé àíàëîãèè ñ äèíàìèêîé òâåðäîãî òåëà [?℄, èõ ìîæíî ïðåäñòà-âèòü â ãàìèëüòîíîâîì âèäå ñî ñêîáêîé Ïóàññîíà, îïðåäåëÿåìîé àëãåáðîé e(3) . Äåéñòâèòåëüíî,ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå M = q × q′, γ = q . �àìèëüòîíèàí â ýòèõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä

H =
1

2
M2 + Ũ−2(γ), (2.13)à ñêîáêè Ïóàññîíà

{Mi, Mj} = eijkMk, {Mi, γj} = eijkγk, {γi, γj} = 0 (2.14)ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè è îáëàäàþò äâóìÿ �óíêöèÿìè Êàçèìèðà (M, γ) = c è (γ, γ) = 1 .Óðàâíåíèÿ, çàäàâàåìûå (2.13) è (2.14), ïðè ýòîì ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ øàðîâîãîâîë÷êà â ïîòåíöèàëå Ũ−2(γ) . Êðîìå òîãî, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî âûïîëíÿåòñÿ
(M, γ) = 0 . Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Óòâåðæäåíèå 2. Çàäà÷à î äâèæåíèè òðåõ òåë íà ïðÿìîé, âçàèìîäåéñòâèå êîòîðûõ îïè-ñûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì âèäà (??), ñ ïîìîùüþ çàìåíû (2.9) ïðèâîäèòñÿ ê çàäà÷å î äâèæåíèèøàðîâîãî âîë÷êà â ïîòåíöèàëå Ũ−2(γ) = U−2(

γi√
mi

) íà íóëåâîì óðîâíå èíòåãðàëà ïëîùàäåé
c = (M, γ) = 0 .Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà íà ñ�åðå (2.10) íå ñîäåðæèò ñëàãàåìîãî V (I) ,âõîäÿùåãî â èñõîäíûé ïîòåíöèàë (??). Òàêèì îáðàçîì, íàòóðàëüíûå ñèñòåìû ñ ðàçëè÷íûìèäîáàâêàìè V (I) ðåäóöèðóþòñÿ ê îäíîé è òîé æå ñèñòåìå íà ñ�åðå.
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2 , ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H =
1

2
(M1

2 +M2
2 +M3

2) +
c1
γ1

2
+

c2
γ2

2
+

c3
γ3

2
. (2.15)Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íà àëãåáðå e(3) íà óðîâíå (M , γ) = 0 îáëàäàþò òðåìÿêâàäðàòè÷íûìè ïî èìïóëüñàì èíòåãðàëàìè (ñì., íàïðèìåð, [?℄)

Ki =
1

2
Mi

2 +
cjγk

2

γj2
+
ckγj

2

γk2
, ãäå i = 1 . . . 3. (2.16)Êîììóòàöèÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ íà óðîâíå (M , γ) = 0 ïðèâîäèò ê åùå îäíîìó, óæå êóáè÷åñêîìóïî èìïóëüñàì èíòåãðàëó

F = M1M2M3 − γ1γ2γ3

(
c1M1

γ1
3

+
c2M2

γ2
3

+
c3M3

γ3
3

)
. (2.17)Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäè ýòèõ èíòåãðàëîâ òîëüêî òðè ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Òàêèì îáðà-çîì, äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñóïåðèíòåãðèðóåìîé, ÷òî áûëî ïîêàçàíî Þ.Ìîçåðîì â ðàáîòå [?℄äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ � çàäà÷è Íåéìàíà ñ äîáàâêàìè �îñîõàòèóñà.Ñäåëàåì òåïåðü çàìåíó ïåðåìåííûõ, îáðàòíóþ ê (2.9). Ïîñëå ÷åãî, â ñèëó àíàëîãèè ñèñòåìûíà ñ�åðå è çàäà÷è î äâèæåíèè N òåë íà ïðÿìîé (ñì. òåîðåìó 2), ïîëó÷èì çàäà÷ó î äâèæåíèèòðåõ òåë íà ïðÿìîé ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H =
1

2
(
p1

2

m1
+
p2

2

m2
+
p3

2

m3
) +

c∗1
r21

+
c∗2
r22

+
c∗3
r23
, (2.18)êîòîðàÿ ðàçäåëÿåòñÿ íà òðè îäíîñòåïåííûõ ñèñòåìû.Ñèñòåìà �à��å. Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äâèæåíèè òðåõ îäè-íàêîâûõ òåë ïî ïðÿìîé, ãàìèëüòîíèàí êîòîðîé èìååò âèä

H =
1

2
(p2

1 + p2
2 + p2

3) +
c

(x1x2x3)
2/3

. (2.19)Êàê âèäíî èç (2.19), ïîòåíöèàë ñèñòåìû �à��å ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé �óíêöèåé ñòåïåíèîäíîðîäíîñòè α = −2 . �àìèëüòîíèàí ïðèâåäåííîé ñèñòåìû â ïåðåìåííûõ M, γ çàïèñûâàåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:
H =

1

2
(M1

2 +M2
2 +M3

2) +
c

(γ1γ2γ3)
2/3

, (2.20)à äîïîëíèòåëüíûé, êóáè÷íûé ïî èìïóëüñàì èíòåãðàë �
F3 = M1M2M3 − 2

c (γ2γ3M1 + γ1γ3M2 + γ1γ2M3)

(γ1γ2γ3)
2/3

. (2.21)Èíòåãðàë (2.21) ïðèâåäåí �à��å òîëüêî äëÿ ñèñòåìû (2.19) íà ñ�åðå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿèñõîäíîé ñèñòåìû èì áûëà ïîêàçàíà òîëüêî èíòåãðèðóåìîñòü â êâàäðàòóðàõ. ×òîáû ïîêàçàòüèíòåãðèðóåìîñòü ïîëíîé ñèñòåìû (2.19) ïî Ëèóâèëëþ, íåîáõîäèìî óêàçàòü äëÿ íåå äîïîëíè-òåëüíûé òðåòèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ, îáîáùàþùèé èíòåãðàë (2.21) â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ p, x .Äëÿ ýòîãî ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ, îáðàòíîãî ê (2.9), çàïèøåì èíòåãðàë (2.21) äëÿ ïîëíîéñèñòåìû òðåõ òåë íà ïðÿìîé (2.19)
F3 =

1

2
(−p2x3 + p3x2) (p2x1 − p1x2) (p3x1 − p1x3)−

−c
(
x1p1

(
x2

2 − x2
3

)
+ x2p2

(
x2

3 − x2
1

)
+ x3p3

(
x2

1 − x2
2

))

(x1x2x3)
2/3

.
(2.22)Ñ ïîìîùüþ íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàëû êîììóòèðóþò äðóãñ äðóãîì.



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ìíîãî÷àñòè÷íûõ ñèñòåì 141ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2009. Âûï. 3� 3. Çàäà÷à N òåë ñ îäíîðîäíûì ïîòåíöèàëîì ñòåïåíè −2 , çàâèñÿùèì îòâçàèìíûõ ðàññòîÿíèéÀëãåáðà èíòåãðàëîâ �àññìîòðèì çàäà÷ó N òåë, ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êîòî-ðûìè çàâèñèò òîëüêî îò âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé è îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé �óíêöèåéñòåïåíè îäíîðîäíîñòè α = −2 , òî åñòü
H =

1

2

∑ p2
i

mi
+ U−2(|ri − rj|). (3.1)×àñòíûì ñëó÷àåì òàêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà òðåõ òåë íà ïðÿìîé, èíòåãðèðóåìîñòü êîòîðîéíà íóëåâîì óðîâíå èíòåãðàëà ýíåðãèè áûëà ïîêàçàíà â ðàáîòàõ [17, 15℄. �àññìîòðèì òåïåðüîáùóþ çàäà÷ó äâèæåíèÿ N òåë â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R

3 . Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâàñëåäóþùàÿÒåîðåìà 3. Ñèñòåìà (3.1), îïèñûâàþùàÿ äâèæåíèå N òåë â R
3 ñ îäíîðîäíûì ïîòåíöèàëîìâçàèìîäåéñòâèÿ ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè α = −2 , äîïóñêàåò äåñÿòü �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõàâòîíîìíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ.

P =
∑

pi, S = P
N∑

i=1

(ri, pi)− 2H
N∑

i=1

miri,M =
∑

i

ri× pi, J = 2IH −
(

N∑

i=1

(ri, pi)

)2

. (3.2)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïîòåíöèàëà óðàâíåíèÿ (1.1) îáëàäàþò íåàâ-òîíîìíûìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ
c = R− P∑

mi
t, a = 2

N∑

i=1

(ri, pi) − 4Ht, b = 2Ht2 − 2

N∑

i=1

(ri, pi)t+ I. (3.3)Èñêëþ÷àÿ âðåìÿ èç ðàçëè÷íûõ ïàð èíòåãðàëîâ a è ci , ïîìèìî èíòåãðàëf (1.4), ïîëó÷èì åùåòðè íîâûõ àâòîíîìíûõ èíòåãðàëà:
S = P

N∑

i=1

(ri, pi) − 2H

N∑

i=1

miri. (3.4)Èíòåãðàëû P è S è íàéäåííûå ðàíåå èíòåãðàëû Q (1.4) íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è ñâÿçàíûñëåäóþùèì îáðàçîì:
P × S = 2H

N∑

i=1

miQ. (3.5)Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ëó÷øå âñåãî âûáðàòü èíòåãðàëû (3.2). Îòñóòñòâèåäîïîëíèòåëüíûõ ñâÿçåé ìåæäó íèìè ëåãêî ïîêàçàòü, ÿâíî ïîñ÷èòàâ ñîîòâåòñòâóþùèé ÿêîáèàí.
� Ñêîáêè Ïóàññîíà èíòåãðàëîâ (3.2) èìåþò âèä

{Mµ, Mν} = eµνρMρ, {Mµ, Sν} = eµνρSρ, {Mµ, Pν} = eµνρPρ, {Mµ, J} = 0,

{Sµ, Sν} = SµPν − PµSν , {Sµ, Pν} = PµPν − 2H
(∑

mi

)
δµν , {Sµ, J} = −2JPµ,

{Pµ, Pν} = 0, {Pµ, J} = 2Sµ.

(3.6)Êàê âèäíî èç (3.6), ïîëó÷èâøàÿñÿ àëãåáðà èíòåãðàëîâ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé. �àíã ýòîé ïóàñ-ñîíîâîé ñòðóêòóðû ðàâåí âîñüìè, ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ àëãåáðà îáëàäàåò äâóìÿ �óíêöèÿìèÊàçèìèðà
K1 = (P × S − 2H

(∑
mi

)
M)2,K2 = S2 + JP 2 − 2(M, P × S) + 2H

(∑
mi

)
(M2 − J). (3.7)Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ



142 À.À. ÊèëèíÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2009. Âûï. 3Òåîðåìà 4. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.1), îïèñûâàþùèå äâèæåíèå N òåë â R
3 ñ ïîòåíöèàëîìïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ÿâëÿþùèìñÿ îäíîðîäíîé �óíêöèåé ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè α = −2 ,äîïóñêàþò ðåäóêöèþ íà øåñòü ñòåïåíåé ñâîáîäû ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ (3.2).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü øåñòü ïåðâûõ èíòåãðàëîâ â èíâîëþöèè.Â êà÷åñòâå äâóõ èç íèõ áåðóòñÿ �óíêöèè Êàçèìèðà (3.7), à îñòàâøèåñÿ ÷åòûðå ââîäÿòñÿ êàê êî-îðäèíàòû Äàðáó íà óðîâíå �óíêöèé Êàçèìèðà àëãåáðû èíòåãðàëîâ, ÷òî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòüïî òåîðåìå Äàðáó�Âåéíñòåéíà.Âûïîëíèâ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ R

2 , ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïëîñêàÿ çàäà÷à N òåëìîæåò áûòü ðåäóöèðîâàíà íà ÷åòûðå ñòåïåíè ñâîáîäû. Òàêèì îáðàçîì, îíà ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìåñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíñòðóêòèâíàÿ ïðîöåäóðà ðåäóêöèè äëÿ çàäà÷èòðåõ òåë ñ ïîòåíöèàëîì
U =

3∑

i<j=1

aij
(ri − rj)2

, ri ∈ R
2 (3.8)ïðèâåäåíà â ðàçäåëå 6. Òàì æå ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ïîêàçàíà íåèíòå-ãðèðóåìîñòü ïîëó÷åííîé ñèñòåìû. Íàïîìíèì, ÷òî ðàíåå äëÿ äàííîé çàäà÷è áûëî ïîêàçàíî [5℄ëèøü îòñóòñòâèå ìåðîìîð�íûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ m1 6= m2 = m3 =

1, ai,j = 1 .� 4. Çàäà÷à ßêîáè íà ïðÿìîéÈíòåãðèðóåìîñòü è ñóïåðèíòåãðèðóåìîñòü. �àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäà÷ó ßêî-áè î äâèæåíèè òðåõ òåë íà ïðÿìîé ñ ïîòåíöèàëîì âèäà
U =

3∑

i<j=1

aij
(xi − xj)2

. (4.1)Îáîáùåííûé íàìè íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ìàññ è êîíñòàíò âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëíûé íàáîðèíòåãðàëîâ (3.2) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
H =

1

2

3∑

i=1

p2
i

mi
+

3∑

i<j=1

aij
(xi − xj)2

, P =

3∑

i=1

pi, S = P

3∑

i=1

xipi−2H

3∑

i=1

mixi, J = 2H

3∑

i=1

mix
2
i−(

3∑

i=1

xipi)
2.(4.2)Â ñëó÷àå m1 = m2 = m3 = 1 è a12 = a13 = a23 = a ê íèì äîáàâëÿåòñÿ åùå îäèí êóáè÷åñêèéïî èìïóëüñàì èíòåãðàë

F = p1p2p3 −
3∑

i<j=1

apk
(xi − xj)2

. (4.3)Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà òðåõ òåë ÿâëÿåòñÿ ñóïåðèíòåãðèðóåìîé, èëè ìàêñè-ìàëüíî ñóïåðèíòåãðèðóåìîé. Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [11℄ óêàçûâàåòñÿ ñóïåðèíòåãðèðóåìîñòü, àâ ðàáîòå [1℄ � ñóïåððàçäåëèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è áåç èñïîëüçîâàíèÿ èíòåãðàëà òðå-òüåé ñòåïåíè. Îäíàêî, êàê áûëî ïîçäíåå îòìå÷åíî â [12℄, ñóïåðèíòåãðèðóåìîñòü íåâîçìîæíîóñòàíîâèòü áåç èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî èíòåãðàëà. Îòìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ðàññìàòðèâàåìîãîñëó÷àÿ, â ñèñòåìå �îñîõàòèóñà (2.18) (êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç äàííîé ïðè ïîìîùè ðåäóêöèè ïîòåîðåìå 2) äëÿ ñóïåðèíòåãðèðóåìîñòè äîñòàòî÷íî êâàäðàòè÷íûõ ïî èìïóëüñàì èíòåãðàëîâ.Çàìåòèì òàêæå, ÷òî êóáè÷åñêèå èíòåãðàëû (2.17), (4.3) è (2.21) äëÿ ðàçíûõ ñèñòåì äîâîëü-íî ñõîæè äðóã ñ äðóãîì. Áûëî áû èíòåðåñíî ïîëó÷èòü íåêóþ óíèâåðñàëüíóþ �îðìó äàííîãîèíòåãðàëà è óñëîâèå íà ïîòåíöèàë, ïðè êîòîðîì äàííûé èíòåãðàë ìîæåò ñóùåñòâîâàòü.
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2 , ïîëó÷àþùóþñÿèç çàäà÷è ßêîáè ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.9). Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, èíòåãðàë J ïðè ïðåîá-ðàçîâàíèè ñòàíîâèòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì ñèñòåìû íà ñ�åðå è ïðèíèìàåò âèä

H̃ = J/2 =
1

2
M2 + V (γ), (4.4)ãäå

V (γ) = IU(x) =

3∑

i<j=1

a∗ij
(γi

√
mj − γj

√
mi)2

. (4.5)Îñòàëüíûå èíòåãðàëû ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
H =

H̃

I
+
I ′2

8I3
, P =

1√
I

3∑

i=1

√
miγ

′
i +

I ′

2I3/2

3∑

i=1

√
miγi, S =

I ′

2I3/2

3∑

i=1

√
miγ

′
i −

2H̃√
I

3∑

i=1

√
miγi,(4.6)ãäå f ′ = d f

d τ .Êàê âèäíî èç (4.6), èíòåãðàëû H , P è S ïîñëå çàìåíû ñòàíîâÿòñÿ íåàâòîíîìíûìè, òàêêàê çàâèñÿò îò âåëè÷èí I è I ′ . Â ñâîþ î÷åðåäü, çàâèñèìîñòü ýòèõ âåëè÷èí îò íîâîãî âðåìåíèìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (2.4) è çàìåíó âðåìåíè, âõîäÿùóþ â (2.9). Â îáùåìñëó÷àå èç íåàâòîíîìíûõ èíòåãðàëîâ (4.6) ìîæíî ïîñòðîèòü îäèí àâòîíîìíûé èíòåãðàë:
G =

S2 + JP 2

2E
= 2H̃

(
3∑

i=1

√
miγi

)2

+

(
3∑

i=1

√
miγ

′
i

)2

. (4.7)Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ðåäóêöèè (2.9) ìû ïîëó÷èëè èíòåãðèðóåìóþ ñèñòåìó íà ñ�åðå, îáëàäà-þùóþ äîïîëíèòåëüíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì (4.7).Çàäà÷à ßêîáè êàê ñóïåðïîçèöèÿ ãóêîâñêèõ öåíòðîâ íà ñ�åðå è åå îáîáùåíèÿ.Â ñëó÷àå m1 = m2 = m3 = 1 è a12 = a13 = a23 = a èñõîäíàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò äîïîëíèòåëü-íûì èíòåãðàëîì òðåòüåé ñòåïåíè (4.3). Äëÿ òîãî ÷òîáû ¾îïóñòèòü¿ ýòîò èíòåãðàë íà ñ�åðó,ðàññìîòðèì íóëåâîé óðîâåíü èíòåãðàëà P . Íà íóëåâîì óðîâíå P ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà ìàññ
R ñòàíîâèòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì, è ïîñëå çàìåíû (2.9) ñòàíîâèòñÿ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

R = const =

√
I∑
mi

3∑

i=1

√
miγi. (4.8)Âçÿâ ïðîèçâîäíóþ îò (4.8) ïî íîâîìó âðåìåíè, ìîæíî âûðàçèòü I è I ′ â çàâèñèìîñòè îò íîâûõïåðåìåííûõ:

1√
I

=

3∑
i=1

√
miγi

R
∑
mi

,
I ′

I3/2
= −2

3∑
i=1

√
miγ

′
i

R
∑
mi

. (4.9)Ïîäñòàâèâ ïîëó÷èâøèåñÿ âûðàæåíèÿ â èíòåãðàë F , çàïèñàííûé â íîâûõ ïåðåìåííûõ, ñ òî÷-íîñòüþ äî êîíñòàíò ïîëó÷èì
F =

3∏

i=1

3∑

j=1

(γ′iγj − γiγ
′
j) − a

(
3∑

i=1

γi

)2 3∑

i>j,k 6=i,j

3∑

l=1

(γ′kγl − γkγ
′
l)

(γi − γj)2
. (4.10)�àññìîòðèì ïîäðîáíåå ïîëó÷èâøóþñÿ ñèñòåìó íà ñ�åðå â ñëó÷àå ðàâíûõ ìàññ è êîíñòàíòâçàèìîäåéñòâèÿ m1 = m2 = m3 = 1 è a12 = a13 = a23 = a . Äëÿ ýòîãî ïîâåðíåì ñèñòåìóêîîðäèíàò òàê, ÷òîáû âåêòîð (1,1,1) ïðèíÿë âåðòèêàëüíîå ïîëîæåíèå

γ̃1 =
1√
2
(γ1 − γ2), γ̃2 =

1√
6
(γ1 + γ2 − 2γ3), γ̃3 =

1√
3
(γ1 + γ2 + γ3). (4.11)
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H =

1

2
M2 +

a

2

(
3∑

i=1

1

(ri, γ)2

)
, (4.12)ãäå

r1 = (1, 0, 0), r2 = (1/2, −
√

3/2, 0), r3 = (−1/2, −
√

3/2, 0). (4.13)Êàê âèäíî èç (4.12), çàäà÷à ßêîáè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê çàäà÷ó î äâèæåíèèòî÷êè ïî ñ�åðå â ïîëå òðåõ îäèíàêîâûõ ãóêîâñêèõ öåíòðîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ýêâàòîðå â óãëàõïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Ïîä ãóêîâñêèì öåíòðîì íà ñ�åðå ìû ïîíèìàåì ïîòåíöèàë âèäà
1

(ri, γ)2
, êîòîðûé ïðîïîðöèîíàëåí êâàäðàòó òàíãåíñà óãëîâîãî ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà.� 5. Çàäà÷à ßêîáè íà ïëîñêîñòè�àññìîòðèì çàäà÷ó òðåõ òåë íà ïëîñêîñòè ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H =
1

2

3∑

i=1

p2
i

mi
+
∑

i>j

aij
(ri − rj)2

, ri, pi ∈ R
2. (5.1)Äàííàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò øåñòüþ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ

P =

3∑

i=1

pi, S = P

3∑

i=1

(ri, pi) − 2H

3∑

i=1

miri,M =

3∑

i=1

(xipyi
− yipxi

), J = 2IH − (

3∑

i=1

(ri, pi))
2,(5.2)ãäå I =

3∑
i=1

mir
2
i � öåíòðàëüíûé ìîìåíò èíåðöèè ñèñòåìû òåë. Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìóî ðåäóêöèè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.Òåîðåìà 5. Ñèñòåìà (5.1) äîïóñêàåò ðåäóêöèþ íà ÷åòûðå ñòåïåíè ñâîáîäû ñ ïîìîùüþ èí-òåãðàëîâ (5.2). �àìèëüòîíèàí ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû èìååò âèä

H =
1

2
p2
θ +

1

2

(pψ +M)2

sin2 θ
+

1

2

(pψ −M)2

cos2 θ
+
µ1a12

cos2 θ
+

+
µ2m

2
1a13

m2
1 sin2 θ + µ1µ2 cos2 θ +m1

√
µ1µ2 sin 2θ cosψ

+

+
µ2m

2
2a23

m2
2 sin2 θ + µ1µ2 cos2 θ −m2

√
µ1µ2 sin 2θ cosψ

,

(5.3)
ãäå θ ∈ (0, π2 ), ψ ∈ [0, π), µ1 = m1m2

m1+m2
, µ2 = (m1+m2)m3

m1+m2+m3
.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïðîâåäåì ðÿä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðå-îáðàçîâàíèé.1. �åäóêöèÿ ïî èíòåãðàëàì P è S âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîãî ïåðåõîäà ê áà-ðèöåíòðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì (êîîðäèíàòàì ßêîáè):

r̃i = ri+1 −Ri, Ri =

i∑

k=1

mkrk

/ i∑

k=1

mk, i = 1..2.2. �åäóêöèÿ ïî èíòåãðàëó ìîìåíòà èìïóëüñà M îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïå-ðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì r̃i = (ρi cosϕi, ρi sinϕi) è è ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ
ϕ = ϕ1 + ϕ2, ψ = ϕ1 − ϕ2 . Ïðè ýòîì ϕ � öèêëè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿèíòåãðàëó M = pϕ . Èñêëþ÷àÿ åå, ïîëó÷èì ðåäóöèðîâàííóþ ñèñòåìó.
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�èñ. 1. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ñèñòåìû (5.3) ïðè m1 = m2 = m3 = a12 = a23 = a13 = 1 íà íóëåâîì óðîâíåèíòåãðàëà ìîìåíòà M = 0 è óðîâíå ýíåðãèè H = 3.8 . Â êà÷åñòâå ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ âûáðàíà ïëîñêîñòü
θ =

π

43. �åäóêöèÿ ïî èíòåãðàëó ßêîáè J ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 2 ï. ??ê ÷àñòè �àçîâûõ ïåðåìåííûõ ( ρ1 è ρ2 ). Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ñäåëàòü ñëåäóþùóþ çàìåíóïåðåìåííûõ è âðåìåíè:
ρ1 =

√
I

µ1
cos θ, ρ2 =

√
I

µ2
sin θ, dt = Idτ.Íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ ïðåîáðà-çîâàíèé ïîëó÷èì ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è ãàìèëüòîíèàíîì (5.3).
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