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Введение

Применение метода конечных элементов (МКЭ) или других методов с адаптивным перестро-
ением сеточной модели позволяет существенно сократить число неизвестных при решении со-
временных прикладных задач. Сокращение может достигать нескольких порядков. Основные
достоинства адаптивных методов реализуются только при наличии достаточно быстрых алго-
ритмов решения соответствующих систем алгебраических уравнений на неструктурированных
сетках. Отметим, что адаптивные методы являются итерационными алгоритмами, использую-
щими полученное приближенное решение, для повышения точности последующих приближе-
ний.

Существующие сегодня версии метода конечных элементов связаны с использованием адап-
тивных алгоритмов, когда при анализе полученного решения определяется стратегия даль-
нейших вычислений [1]: перестроение сетки без изменения связности конечных элементов (r-
версия); локальное измельчение/огрубление сетки (h-версия); локальное или глобальное повы-
шение порядка аппроксимирующих функций (p-версия). Каждый из этих способов адаптации
имеет свои достоинства и недостатки, поэтому рассматривается и их комбинированное исполь-
зование (hp-версия, rp-версия и т.д.).

Эффективное распараллеливание адаптивных версий МКЭ предполагает распараллелива-
ние каждого из этапов решения задачи. При адаптивном перестроении сетки (h-версии МКЭ)
на каждом шаге уточнения необходимо частично переформировать решаемую систему линей-
ных алгебраических уравнений. В этом случае применение методов декомпозиции области та-
ких, как метод подструктур [2], которому свойственно выделение крупноблочного паралле-
лизма, становится нецелесообразным. Параллелизму, основанному на методах декомпозиции,
присуща зависимость глобальной структуры алгоритма от архитектуры многопроцессорной
вычислительной системы (МВС). Процесс проектирования максимально эффективного парал-
лельного алгоритма связан с большими трудозатратами на поиск специфической структуры
параллельного алгоритма, оптимальной для конкретной мультиядерной (multi-core) или много-
ядерной (many-core) архитектуры процессоров МВС. Спроектированная структура обеспечит
минимальное время получения результата, но, скорее всего, будет неэффективна для другой
МВС.

Вычисления на неструктурированных адаптивных сетках относятся к классу задач, имею-
щих нерегулярный доступ к данным, то есть мелкую гранулярность обращений, низкую про-
странственную и временную локализацию обращений к памяти.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РЦП УрО РАН и РФФИ (гранты 09–01–00061, 10–01–96039-
урал)
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Для разработки новых параллельных вычислительных алгоритмов необходимо учитывать
следующие характиристики мультиядерных МВС: для обмена информацией между приложе-
нием, которое работает на разных ядрах, требуется эффективный механизм межпроцессорного
взаимодействия, инфраструктура данных в общей памяти, а также примитивы синхронизации,
которые обеспечивают защиту общедоступных ресурсов. Как правило, ядра имеют раздельную
кэш-память первого уровня, но совместно используют кэш-память второго уровня, подсистемы
управления памятью и прерываниями.

В связи с этим алгоритмы должны удовлетворить следующим критериям для достиже-
ния эффективного использования мультиядерных процессоров [3]: высокой степенью грану-
лярности, поскольку с ядрами связаны относительно небольшие объемы локальной памяти, и
асинхронностью для сокращения времени ожидания доступа к памяти.

Поэтому рассматриваемый ниже подход представим как неявный метод декомпозиции, для
которого распараллеливание отражает мелкозернистость вычислений — уровень отдельных ко-
нечных элементов. На уровне отдельных конечных элементов, как будет показано, эффективно
распараллеливается решение основной системы уравнений и системы для оценки погрешности,
перестроение расчетной сетки выполняется также для отдельных элементов, выбранных для
уточнения.

§ 1. Параллельный адаптивный конечно-элементный алгоритм

Для рассматриваемых задач с адаптивным перестроением сетки (h-версия МКЭ) общую схе-
му применения методов разделения и отображения по процессорам представим следующим
образом (см. Алгоритм 1): сеточная модель разделяется каким-либо способом по числу про-
цессоров; формируется и решается система уравнений (СЛАУ) и оценивается погрешность ре-
шения; сеточная модель перестраивается с учетом оценки погрешности; находится дисбаланс
нагрузки и, если необходимо, выполняется новое разделение сетки; вычислительная нагрузка
перераспределяется в соответствии с новым разделением на процессоры.

Алгоритм 1 Параллельный алгоритм h-верcии МКЭ

1: Cтроится грубая сетка T0 и выполняется статическая балансировка нагрузки P0

(Алгоритм 5 ).
2: k = 0
3: while η > ηmax do

4: Вычиcляется решение на сетке Tk на k -ом шаге перестроения. В этом случае СЛАУ
решается на основе поэлементной декомпозиции (Алгоритм 2).

5: Оценивается относительная погрешность решения для всей области η и отдельных
конечных элементов ηi . Определяется критерий перестроения на каждом конечном
элементе ξi . Помечаются конечные элементы для перестроения (или огрубления)
(Алгоритм 3).

6: if (Если помеченные элементы существуют) then

7: Строится сетка Tk+1 локальным перестроением сетки Tk (Алгоритм 4).
8: Вычисляется дисбаланс вычислительной нагрузки 4W , находится новое разделение

Pk+1 и выполняется перераспределение нагрузки (Алгоритм 5).
9: end if

10: end while

Рассмотрим некоторые шаги параллельного адаптивного алгоритма более подробно.

1.1. Конечно-поэлементная декомпозиция алгоритма

Обычно в МКЭ считается, что конечно-элементная сетка собрана и каждый узел принадлежит
нескольким элементам. Предположим обратное, множество элементов разобрано, так что лю-
бой узел принадлежит одному элементу, и нумерация степеней свободы в элементах выполнена
от 1 . . . n .
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В результате получим блочно-диагональную матрицу A , которую удобно хранить по про-
цессорам, вводя матрицу связности

A =

M
∑

e=1

CT
e ÃeCe, (1.1)

где A ∈ R
N×N — глобальная матрица жесткости; Ãe ∈ R

n×n — локальная (элементная)
матрица жесткости; Ce ∈ Z

n×N — булева матрица или матрица связности, выражающая соот-
ношение между независимыми степенями свободы индивидуальных элементов и независимыми
перемещениями для всей области. Тогда (1.1) можно записать в виде

A =
(

CT
1 CT

2 . . .C
T
M

)











Ã1 0 . . . 0

0 Ã2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . ÃM





















C1

C2
...

CM











.

Таким образом, матрицы Ãe независимо хранятся на процессорах. В случае перестроения
системы уравнений, связанном с адаптацией сетки или локальным изменением степени ап-
проксимирующих полиномов, корректируются только матрицы перестраиваемых элементов и
списки глобальной связанности.

Пусть область Ω разбита на np -подобластей Ω = Ω(1)∪Ω(2)∪. . .∪Ω(np), где Ω(i)∩Ω(j) = ∅ ,
(i 6= j; i, j = 1, np) . Тогда подобласть Ω(i) содержит по Ni узлов и Mi элементов, причем
M =

∑np

i=1Mi , N <
∑np

i Ni . Введем следующее упорядочивание матрицы жесткости системы

A =

np
∑

i=1

CT (i)
A(i)C(i), A(i) =

Mi
∑

e=1

CT (i)
e Ã(i)

e C(i)
e .

На каждом процессоре будем хранить Mi элементных матриц жесткости Ãe и векторов b̃e .
Обозначим через V = {vi|i = 1, N} множество вершин в конечно-элементной сетке и

T = {ti|i = 1,M} множество конечных элементов. Также введем G = (V,E) граф, связанный
с сеткой, где множество ребер E = {ei,j = (vi, vj)|vi, vj ∈ tk} , и дуальный граф D = (T , F ) ,
связанный с сеткой, в котором F = {(ti, tj)|fi,j ∈ ti, tj} .

Определим np -разделение для дуального графа D = (T , F ) как отображение P : T →
[1 . . . np] множества вершин, т.е. конечных элементов на np подмножеств T (1), T (2), . . . , T (np) ,
где ∪np

i=1T (i) = T и T (i) ∩ T (j) = ∅ , если i 6= j (более детально см. раздел 1.4).
Таким образом, в основе поэлементной декомпозиции лежит преобразование связности, ба-

зирующееся на топологических операциях обьединения и разъединения.

1.1.1. Структура данных для матрично-векторных операций

В методе конечных элементов генерируется множество плотных матриц жесткости элемента.
Матрицы жесткости формируются и хранятся различными способами: поэлементно, поребёрно
и в глобальной матрице жесткости без нулевых элементов. Введение той или иной схемы вы-
числения матрично-векторного и скалярного произведения в итерационных методах решения
систем линейных уравнений позволяет выбрать уровень распараллеливания при одном и том
же разделении области P . Рассмотрим вариант поэлементной декомпозиции алгоритма [4].

Определение 1. Глобальные переменные вектора u или матрицы A в локально распре-
деленном формате обозначим как ũ(i) и Ã(i) , если они содержат только локальные данные.

Определение 2. Глобальные переменные вектора u или матрицы A в глобально распре-
деленном формате обозначим как ū(i) и Ā(i) , если они содержат глобальные данные, в том
числе вклады из соседних подобластей.
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Таким образом, глобальный вектор u может быть представлен через глобально распреде-
ленные вектора ū(i) или локально распределенные вектора ũ(i) .

Обозначим C(i) ∈ Z
Ni×N булеву матрицу или матрицу связности, выражающую отображе-

ние глобального вектора из подобласти i . Тогда

ū(i) ≡ C(i)u, u ≡
np
∑

i=1

CT (i)
ũ(i).

Локально распределенные вектора ũ(i) могут быть преобразованы в глобально распределенные
вектора ū(i) как

ū(i) ≡ C(i)

np
∑

i=1

CT (i)
ũ(i).

Данная операция может быть эффективно выполнена с ограниченным объемом по коммуника-

циям с соседними подобластями и представлена как ū(i) ≡∑∂Ω(i)

�
ũ(i). Аналогично векторам,

глобальная матрица жесткости A может быть представлена через множество глобально рас-
пределенных подматриц Ā(i) или локально распределенных подматриц Ã(i)

A =

np
∑

i=1

CT (i)
Ã(i)C(i), Ā(i) =

np
∑

i=1

CT (i)
AC(i). (1.2)

1.1.2. Операции произведения векторов, матриц и предобуславливания

Рассмотрим основные операции, необходимые для параллельной реализации предобусловлен-
ного метода сопряженных градиентов. Скалярное произведение векторов (u,v) для u,v ∈ R

N

можно вычислить как

(u,v) =

(

np
∑

i=1

C(i)ũ(i),

np
∑

i=1

CT (i)
ṽ(i)

)

=

np
∑

i=1

ũ(i)T

CT (i)
np
∑

i=1

C(i)ṽ(i) =

np
∑

i=1

(

ũ(i), v̄(i)
)

. (1.3)

Если оба вектора хранятся в локально распределенном формате, то скалярное произведе-
ние (1.3) может быть вычислено в следующей последовательности операций

v̄(i) =

∂Ω(i)
∑

�

ṽ(i); γ(i) = (ũ(i), v̄(i)), γ =

np
∑

i=1

γ(i).

Матрично-векторное произведение v ← Au , где A ∈ R
N×N , u,v ∈ R

N будем вычислять
как

(

np
∑

i=1

CT (i)
Ã(i)C(i)

)(

np
∑

i=1

ū(i)

)

=

np
∑

i=1

CT (i)
Ã(i)ũ(i). (1.4)

Будем вычислять произведения матрицы на вектор как v̄(i) =
∑np

i=1 Ã(i)ū(i) c последующим

выполнением операции v ≡∑np

i=1 CT (i)
v̄(i) .

Применение предобуславливателя рассмотрим на примере, когда матрица предобуславли-

вателя M хранится в локально распределенном формате M̃(i) , т.е. M =
∑np

i=1 CT (i)M̃(i)C(i) .
Операция предобуславливания может быть записана следующим образом:

s =Mu =

(

np
∑

i=1

CT (i)M̃(i)C(i)

)(

np
∑

i=1

CT (i)
ũ(i)

)

.

Данное выражение может упрощено:

s(i) = M̃(i)C(i)

np
∑

i=1

CT (i)
ũ(i) = M̃(i)ū(i). (1.5)
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В рассматриваемом случае полагалось, что предобуславливатель доступен на каждом вычис-
лительном процессоре и операций обмена между ними не требуется.

Конечно, эффективные предобуславливатели могут быть построены, используя методы ти-
па последовательной верхней релаксации, неполной факторизации, полиномиального разложе-
ния или многосеточных методов [5]. Однако многие из этих подходов требуют конструирования
глобальных предобуславливателей, которые предполагают большие запросы оперативной па-
мяти. Также они не полностью используют преимущества поэлементной декомпозиции.

Более сложные элементные предобуславливатели были построены на основе неполной фак-
торизации элементных матриц, разложения Краута и др. [6]. Вычислительные эксперименты
показали, что время выполнения одной итерации в предобусловленном МСГ с этими предобу-
славливателями значительно возрастает, и эффективность параллельного предобусловленного
МСГ меньше, чем не предобусловленного.

1.1.3. Распараллеливание решения системы уравнений

Реализация проекционных методов на подпространствах Крылова [7, 8], например алгоритма
сопряженных градиентов без непосредственной сборки глобальной матрицы системы линей-
ных алгебраических уравнений и соотношений (1.2)–(1.5), позволяет эффективно реализовать
метод решения на параллельной вычислительной системе как с распределенной, так и с общей
памятью (см. Алгоритм 2).

Алгоритм 2 Параллельный предобусловленный метод сопряженных градиентов

Задано: r̃
(i)
0 = b̃(i) − Ã(i)ū

(i)
0 ; r̄

(i)
0 =

∑∂Ω(i)

�
r̃
(i)
0 ; s̃

(i)
0 = M̃(i)r̄

(i)
0 ; s̄

(i)
0 =

∑∂Ω(i)

�
s̃
(i)
0 ;

p̄
(i)
0 = s̄

(i)
0 ; ρ0 =

∑np

i=1(s̄
(i)
0 , r̃

(i)
0 ) ;

1: for l = 0, 1, . . . do

2: q̃
(i)
l := Ã(i)p̄

(i)
l ; {Матрично-векторное произведение}

3: γl :=
∑np

i=1(p̄
(i)
l , q̃

(i)
l ) ;

4: αl := −ρl/γl ;

5: ū
(i)
l+1 := ū

(i)
l − αkp̄

(i)
l ; r̃

(i)
l+1 := r̃

(i)
l + αlq̃

(i)
l ;

6: r̄
(i)
l+1 =

∑∂Ω(i)

�
r̃
(i)
l+1

7: if (||rl+1||2/||r0||2 < ε) then

8: return

9: end if

10: s̃
(i)
l+1 := M̃(i)r̄(i) ;

11: s̄
(i)
l+1 :=

∑∂Ω(i)

�
s̃
(i)
l+1 ;

12: ρl+1 :=
∑np

i=1(s̄
(i)
l+1, r̃

(i)
l+1) ;

13: βl := ρl+1/ρl ; p̄
(i)
l+1 := s̄

(i)
l+1 + βkp̄

(i)
l ;

14: l = l + 1 ;
15: end for

Главные преимущества поэлементной схемы заключаются в следующем: может быть ис-
пользована с любыми типами элементов; простота представления и отображения на МВС.
Элементные матрицы могут быть вычислены заново без изменения всей матрицы. Основной
недостаток — требуется использование эффективных поэлементныx предобуславливателей.

Согласно принятому разделению, подобласть, находящаяся на процессоре, содержит бло-
ки матриц и векторов для внутренних и граничных узлов. Пусть подобласть Ω(i) связана
с конечно-элементной подсеткой T (i) , причем элементы внутри подобласти пронумерованы

e = 1,M
(i)
I , a элементы лежащие на границах подобластей имеют номера e = M

(i)
I + 1,M

(i)
B .

Сгруппировав таким образом неизвестные в подобласти, можно выполнять операции матрично-
векторного и скалярного произведения в двух процессах для внутренних и граничных узлов.
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Тогда, совместив глобальные коммуникации, связанные с вычислением с теми же операциями
для внутренних узлов, не требующих обменов, можно записать

Ap =

np
∑

i=1

M i
∑

e=1

CT (i)

e A(i)
e C(i)

e p =

np
∑

i=1

M i
I

∑

e=1

CT (i)

e A(i)
e C(i)

e p +

np
∑

i=1

M i
B

∑

e=M i
I
+1

CT (i)

e A(i)
e C(i)

e p.

Совмещение вычислений и обменов в совокупности с уменьшением числа обменов позволило
уменьшить время выполнения Алгоритма 2 на 15–20 % .

Приведенный алгоритм сравнивался со схемами, использующими другие типы представ-
ления элементных векторов и матриц, и показал более высокие характеристики ускорения и
эффективности. Кроме того, адаптированный вариант поэлементной декомпозиции был ис-
пользован и для разрывного метода Галёркина [9].

1.2. Оценка погрешности и критерий адаптации

Априорные теоретические оценки погрешности МКЭ практически малопригодны для контро-
ля достоверности полученных решений. Поэтому особый интерес представляют удобные для
численной реализации достаточно надежные апостериорные оценки, не требующие к тому же
слишком больших вычислительных затрат (см. Алгоритм 3). С вычислительной точки зре-
ния получение оценки погрешности ||E|| приводит к решению дополнительной задачи (во
многих случаях к системе алгебраических уравнений) на всей области решения или только
ее части. Важно, чтобы процесс получения оценки погрешности можно было распараллелить
и сократить общие вычислительные затраты адаптивного решения задачи. Существует много

Алгоритм 3 Оценка погрешности и критерий перестроения

1: Оценивается погрешность решения на каждом конечном элементе ||E||e и на всей сетке
||E|| .

2: Вычисляется критерий перестроения ξe = ||E||e/(ηmax||u||/
√
M) на каждом конечном эле-

менте te в T .
3: if ξe > ξ then

4: Добавляется элемент te в Q — множество элементов помеченных для перестроения в
T .

5: end if

подходов к апостериорной оценке погрешности решения для тех или иных задач, например
в работах [10, 11] (см. также приведенную в них библиографию). Традиционно используемые
адаптивные стратегии для многих задач основаны на использовании энергетической нормы
ошибки и критерия оптимальности сетки, исходя из равного распределения ошибки между
всеми элементами.

Условие адаптации формулируется следующим образом. Конечный элемент перестраивает-
ся, когда критерий перестроения превышает допустимую величину ξ . Часто используемый в
расчетах критерий основан на идее равнораспределения погрешности по всем конечным элемен-
там. Считается, что сетка будет оптимальной в том случае, когда погрешность распределяется
равномерно по всем элементам.

Пусть относительная погрешность определяется как отношение нормы погрешности к нор-
ме точного решения

η =
‖E‖
‖u‖ 6 ηmax,

где норма точного решения ‖u‖ =
√

‖uh‖2 + ‖E‖2 , где uh — конечно-элементное решение.
Тогда критерий перестроения для всей области можно записать как ξ = ‖E‖/ηmax‖u‖, где
ξ 6 1 — однородное перестроение всей рассматриваемой области. Для перестроения в локаль-
ных областях или отдельных конечных элементах построим элементный критерий адапта-
ции. Пусть задана величина допустимой элементной оценки погрешности, например ‖E‖∗e =
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‖E‖/
√
M, где ‖E‖ — оценка погрешности в области; M — число конечных элементов в се-

точной области. Введем критерий перестроения ξ̄e = ‖E‖e/‖E‖∗e, а для всей области запишем
как

ξe = ξ̄eξ =
‖E‖‖E‖e

ηmax‖u‖‖E‖∗e
=

‖E‖e
ηmax‖u‖/

√
M
,

или с учетом введенных соотношений будем иметь

ξe =
‖E‖e

ηmax(
√

‖uh‖2 + ‖E‖2)/
√
M
,

здесь ‖uh‖ — энергетическая норма конечно-элементного решения; ‖E‖ — норма погрешности
решения.

Как показали численные эксперименты при любых других критериях перестроения полу-
чаются сетки с большим числом узлов для той же самой глобальной энергетической нормы
погрешности.

1.3. Параллельное построение и перестроение сетки

Построение сетки является первым этапом адаптивного решения задачи (см. Алгоритм 1),
во многом определяющим дальнейшие вычисления. При параллельной реализации метода де-
композиции этот этап необходимо рассматривать, с одной стороны, как первоначальное рас-
пределение данных и вычислительной нагрузки процессоров, а с другой, — как основу для
алгоритмов, построенных на распределенных сетках, где появляются шаги, связанные с мо-
дификацией сетки (перестроение, динамическая балансировка нагрузки и пр.). Таким обра-
зом, актуальность параллельной реализации построения начальной грубой сетки обусловлена:
возможностью распределения затрат оперативной памяти, особенно для больших 3D неструк-
турированных сеток; сокращением затрат на передачу данных между последовательным ге-
нератором сетки и параллельным приложением (с появлением эффективных параллельных
алгоритмов решения СЛАУ с предобуславливанием максимальные затраты алгоритма МКЭ
смещаются к этапам построения, распределения, разделения и перестроения сетки) [12].

Локальные методы перестроения позволяют получить сетки с разной плотностью узлов и
построить адаптивный процесс для решения задачи. Деление отдельных элементов сетки изме-
няет характерный размер ячеек расчетной сетки в соответствии с локальными критериями пе-
рестроения, основанными на апостериорной оценке погрешности решения (см. Алгоритм 3).

Далее будем полагать, что задан список элементов для перестроения и все операции пе-
рестроения будут выполняться на уровне отдельных конечных элементов. Отметим только
некоторые свойства локального перестроения при делении элементов: построение конформной
сетки выполняется практически автоматически с небольшим разрастанием области перестрое-
ния. Некоторые теоретические оценки показывают, что построение конформной триангуляции
получается за конечное число шагов согласования; в перестроении используется минимальный
набор шаблонов; история перестроения может быть сохранена или быстро восстановлена и
использована для обратного перестроения. Перестроение грубой сетки ограничено начальной
триангуляцией; шаг сетки явно не задается, но может быть получен из оценки погрешности и
в дальнейшем использован при локальном делении элементов. Кроме того, при делении конеч-
ных элементов углы в триангуляции ограничены.

Достаточно много последовательных алгоритмов перестроения треугольных и тетраэдраль-
ных сеток было предложено в [13]. Одним из часто используемых является алгоритм разде-
ления по наибольшему ребру в элементе, предложенный М.C. Риварой [14]. Подобные алго-
ритмы являются рекурсивными. В двумерном случае каждый треугольник ti из множества
Q разделяется на два треугольника ребром, соединяющим новую вершину vN+1 с вершиной
противолежащей наибольшей стороне. Новая вершина помещается в середину наибольшего
ребра ti . После деления ti смежный с ним по наибольшему ребру конечный элемент tj ста-
новится несогласованным и должен быть перестроен в дальнейшем. В работах М.С. Ривары
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предлагается сразу перестраивать tj или отслеживать последовательность таких перестро-
ений. Такие алгоритмы не так эффективны в параллельной реализации, когда ti ∈ T (i) , а
tj ∈ T (j) требуется обмен данными между подобластями. Поэтому для несогласованных эле-
ментов было введено множество R = ∪np

i=1R
(i) , которое позволило объединить передаваемые

данные и минимизировать число обменов. Кроме того, в рассматриваемом далее алгоритме
новая вершина помещалась как на середину ребра, так при необходимости и на ∂Ω(i) ∈ ∂Ω ,
чем обеспечивалась адаптация сетки Tk+1 к геометрии области Ω .

Рассмотрим Алгоритм 4 параллельного перестроения, основанный на дуальном графе
конечно-элементной сетки и его разделении T = ∪np

i=1T (i) на непересекающиеся подмножества.
Каждый процессор i хранит множество конечных элементов T (i) и множество помеченных
элементов для перестроения Q = ∪np

i=1Q
(i) и выполняет следующий алгоритм.

Алгоритм 4 Параллельное перестроение сетки

1: R = 0
2: while (R ∪Q) 6= ∅ do

3: while (R(i) ∪Q(i)) 6= ∅ do

4: Разбиваются все элементы tk из R(i) ∪Q(i) по наибольшей стороне и затем исключа-
ются из рассмотрения.

5: Пополняется R(i) элементами из T (i) , смежными с tk по разделенному ребру.
6: end while

7: Пополняется R(i) элементами из T (i) , содержащими ребра, разделенные из соседней
подобласти.

8: end while

Алгоритмы последовательного и параллельного адаптивного перестроения отличаются эта-
пом согласования частей сетки T (i) , который требует межпроцессорных обменов. Параллель-
ное перестроение выполняется над частями сетки, что приводит к появлению множества несо-
гласованных ребер в смежных частях сетки R(i) . Для обеспечения согласованности всех под-
областей сетки в согласующее перестроение вводится дополнительный шаг — перестроение
несогласованных треугольников, образовавшихся в результате деления конечных элементов в
смежных подобластях.

Отметим, что в Алгоритме 4 могут применяться различные методы перестроения: регу-
лярное деление с согласующим соединением с противолежащей вершиной; деление по наиболь-
шему ребру и согласующее перестроение — соединение с противолежащей вершиной [15]. Это
связано с тем, что алгоритм параллельного перестроения выполняется над сеткой, распреде-
ленной без перекрытия подобластей, т.е. подобласти не имеют общих конечных элементов и не
происходит нарушения согласованности сетки, связанного с применением комбинированных
алгоритмов деления.

Программная реализация параллельного перестроения предполагает глобальную нумера-
цию сеточных объектов.

1.4. Динамическая балансировка вычислительной нагрузки

Cпецифические особенности адаптивных алгоритмов определяют алгоритмический дисба-
ланс вычислительной нагрузки, приходящийся на один процессор/ядро. Локальное перестрое-
ние сеточной модели с увеличением числа конечных элементов или повышениями порядка ап-
проксимирующих функций приводит к разбалансировке вычислительной нагрузки, для устра-
нения которой требуется динамически перераспределять сеточные данные между процессора-
ми.

В h-версии МКЭ после каждого шага или нескольких шагов перестроения сетки — итера-
ционного уточнения необходимо производить балансировку загрузки. В связи с этим условия
и обеспечение сбалансированности загpузки пpоцессоpов является наиболее важным моментом
в параллельных методах декомпозиции для задач с адаптивным уточнением.
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Для большинства задач вычислительной механики естественными объектами для баланси-
ровки нагрузки являются компоненты вычислительной сетки: конечные элементы или объе-
мы; узлы; грани и ребра. Геометрические и топологические свойства сеток гарантируют, что
хорошее разделение для них существуют. Расчетным сеткам можно поставить в соответствие
несколько видов графов [16, 17]. Выбор графа для разделения расчетной сетки определяет-
ся методами декомпозиции алгоритма, рассмотренными выше. Наиболее употребительными
являются графы узлов и элементов.

Разделение в сеточных задачах можно определить в терминах нескольких критериев: рав-
нораспределения вычислительной нагрузки (подобласти должны иметь почти равное число
элементов или узлов); минимальных длин границ (минимальное число общих граней или уз-
лов между подобластями); минимальной связности подобластей (минимальное число сосед-
них подобластей); минимальной ширины ленты матрицы жесткости, принадлежащей каждому
процессору и оптимальной обусловленности матриц подобластей (локальные матрицы должны
быть хорошо обусловлены); в ряде случаев топология и размеры подобластей должны соответ-
ствовать возможностям сеточных генераторов.

В сеточных задачах вычислительная нагрузка на процессор складывается из суммы нагру-
зок, связанных с каждым объектом сетки, так, в МКЭ это конечный элемент. Каждому конеч-
ному элементу — вершине графа — соответствуют своя вычислительная нагрузка. Ребро графа,
соединяющее два элемента, соответствует связи и определяет коммуникационную нагрузку. То-
гда процесс балансировки нагрузки можно представить как нахождение разделения дуального
графа сетки D(T , F,W ) со множеством вершин T = {ti|i = 1, 2, . . . ,M} , каждая из которых
связана ребром F = {fi,j|{ti, tj}} . Вершины и ребра графа могут быть заданы с весами, что
необходимо при рассмотрении разделения сеточных моделей, в которых нагрузка на элементах
может быть не равномерной, например для p-версии МКЭ: WT = {wt(ti) ∈ R|ti ∈ T } — вес
для вершин(конечных элементов) и WF = {wf (fi,j) ∈ R|fi,j ∈ F ) — соответственно вес для
ребер.

Задача нахождения бикритериального разделения P графа D(T , F,W ) с весами WT и
WF на np подобластей ( T (1), T (2), . . . T (np) ) заключается в следующем:

T = ∪np

i=1T (i), T (i) ∩ T (j) = ∅ при ∀ i 6= j, (1.6)

или с учетом того, что
∑

ti∈T (j)

wt(ti) =
∑

tk∈T
(l)

wt(tk) ∀j 6= l j, l ∈ 1, 2, . . . , np и число получае-

мых общих ребер или сумма весов всех ребер, принадлежащих границе между подобластями,
должна быть минимальна

min |Ec| = {fi,j ∈ f |ti ∈ T (p), tj ∈ T (q) при p 6= q}. (1.7)

Обзор существующих алгоритмов создания разделения P и перераспределения Pk → Pk+1

можно найти в [17].

Алгоритм 5 Разделение и перераспределение нагрузки

1: Определяются вычислительные затраты W (i) на каждой T (i) .
2: Находится величина разбалансированности 4W .
3: if 4W > W ∗ then

4: Строится новое разделение Pk+1 .
5: Перераспределяется вычислительная нагрузка W (i) в соответствии с новым разделением

Pk+1 .
6: else

7: Имеющееся разделение Pk сохраняется.
8: end if

Алгоритм разделения и распределения вычислительных затрат W адаптивного алгорит-
ма решения на основе элементной декомпозиции с использованием дуального графа конечно-
элементной сетке запишем виде Алгоритма 5.
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Рис. 1. Грубая сетка N = 3127 , M = 5970 с
разделением на np = 96 подобластей. Исходная

погрешность решения η = 12.7%

Рис. 2. Адаптивная сетка после k = 3 шагов
перестроения ( N = 34900 , M = 69009 , η = 2.7% )

§ 2. Численный пример

Рассмотрим применение адаптивного конечного-элементного метода (Алгоритм 1) c линей-
ной аппроксимацией перемещений uh =

∑N
i=1 ψiui на треугольных элементах для решения

двумерной задачи теории упругости, результирующая система уравнений которой имеет вид
Au = b , где u — вектор неизвестных перемещений; b — вектор приложенных узловых сил

и A — матрица жесткости, имеющая следующий вид A =

M
∑

e=1

∫

Ωe

BT
e DBe dΩe , здесь Be —

матрица производных функций формы ψi · · ·ψN ; D — матрица упругих характеристик.
Исходная грубая сетка T0 содержала N = 3127 узлов и M = 5970 элементов (рис. 1).

Погрешность решения на данной сетке составила η = 12.7% . Число шагов перестроения
сетки равнялось k = 6 . Погрешность решения на перестроенной сетке T6 (N = 322 130 ,
M = 641 726 ) достигла η = 2.7% . Пример перестроенной сетки после k = 3 шагов перестро-
ения и разделенной на np = 96 подобластей приведен на рис. 2. Начальная декомпозиция на
неперекрывающиеся подобласти выполнялась алгоритмом, основанным на геометрической ин-
формации. После каждого шага перестроения вычислялось новое разделение вычислительной
нагрузки W по диффузионному алгоритму для каждой i -подобласти

W
(i)
k+1 = W

(i)
k +

∑

j

αij(W
(i)
k −W

(j)
k ) + θ

(i)
k+1 − ϑ

(i)
k+1,

где W
(i)
k+1 — вычислительная нагрузка на k + 1 шаге перестроения; αij — диффузионный

параметр определяющий обмен между процессорами; θ
(i)
k+1 — появившееся нагрузка на шаге

перестроения k + 1 ; ϑ
(i)
k+1 — нагрузка исчезающая к шагу k + 1 .

Для оценки погрешности и вычисления критерия перестроения при решении уравнений
теории упругости применялся подход, основанный на теории сопряженной аппроксимации на-
пряжений [18]. Применение теории сопряженной аппроксимации свелось к трем системам ал-
гебраических уравнений для компонент напряжений. Порядок систем совпадает с порядком,
используемым для нахождения значений искомых перемещений [19, 20]. Полученные систе-
мы уравнений формируются и решаются на основе поэлементной декомпозиции. Отметим, что
в этом случае последовательность операций Алгоритма 2 выполнялась одновременно над
тремя системами. Таким образом, были совмещены коммуникационные операции всех систем,
необходимые при вычислении матрично-векторного произведения, скалярных произведений и
предобуславливания.

Расчёты по Алгоритму 1 проводились на вычислительных системах, имеющих разную
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(· ) )
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на одноядерных и мультиядерных процессорах

Рис. 4. Вклады в вычислительные затраты
по шагам перестроения

архитектуру: МВС-15000ВМ (МСЦ РАН) — система, состоящая из 574-х вычислительных уз-
лов c одноядерными процессорами IBM PowerPC (процессоров 2 x IBM PowerPC 970FX 2.2
ГГц/L2=1MB; 4 Гб PC-2700), объединённых сетью Myrinet; X4 (ИПМ УрО РАН) — систе-
ма, состоящая из 12-ти вычислительных узлов (2 x Intel Xeon E5430 «Harpertown» 2.66 ГГ-
ц/L2=12Мб; 8 Гб оперативной памяти PC 5300), объединённых сетью Gigabit; X6 (ИПМ УрО
РАН) — система, состоящая из двух вычислительных узлов с процессорами AMD Opteron, объ-
единённых сетью Gigabit: AMD1 — вычислительный узел из 4 четырехядерных процессоров
(4 x CPU AMD Opteron 8380 «Barcelona» 2.5 ГГц/L2+L3=8Мб; 64 Гб PC2-6400) и AMD2 —
вычислительный узел из 4 шестиядерных процессоров (4 x CPU AMD Opteron 8435 «Istanbul»
2.6 ГГц/L2+L3=9Мб; 64 Гб PC2-6400).

В системах X4 и X6 используется сеть Gigabit Ethernet, пропускная способность которой в
два раза меньше чем Myrinet, а латентность — существенно больше. Тактовая частота рассмат-
риваемых многоядерных процессоров только на 20% больше, чем у одноядерных PowerPC, что
позволило сравнить результаты на системах X4 и X6 с полученными на МВС-15000ВМ [21].
Однако надо отметить, что в мультиядерных процессорах существует дисбаланс между про-
изводительностью ядер и пропускной способностью шины. Например, для процессора Intel
«Harpertown», имеющего четыре ядра, каждое из которых имеет производительность 10.64
Гфлопс/сек., пропускная способность шины — 10.64 ГБ/сек. Как следствие, для загрузки ши-
ны достаточно только одного ядра процессора, а использование остальных ядер не обеспечивает
вычисления в четыре раза быстрее. Как показали эксперименты, Алгоритм 1 выполнялся на
всех ядрах системы X4 только в 1.75 раза быстрее, чем при использовании одного ядра на
каждом процессоре.

Интересно сравнение результатов, полученных на МВС-15000ВM (двухсокетовые платы с
одноядерными процессорами) и на мультиядерных МВС. На МВС-15000ВM было достигнуто
высокое параллельное ускорение S = T1(· )/Tnp(· ) поэлементной декомпозиции (см. рис. 3).
Однако при числе процессоров np > 128 эффективность начинала снижаться вследствие
сильной недогруженности вычислительных процессоров. Зависимости ускорения от числа про-
цессоров/ядер приведены для запуска одной и той же программной реализации адаптивного
алгоритма на одноядерной (МВС-15000ВM) и мультиядерной системе X4. Наблюдается су-
щественное снижение ускорения S = T1(X4(1))/Tnp (X4(1)) и эффективности 2–4 раза при
запуске приложения на X4 (на графике обозначено X4(1)). Тем не менее, за счет сокраще-
ния числа межузловых обменов время выполнения на мультиядерной системе X4 уменьши-
лось, и в случае np = 64 значение T64(MBC)/T64(X4(1)) = 1.26 , а при np = 96 составило
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T64(MBC)/T96(X4(1)) = 2.2 , где MBC — МВС-15000ВМ.

Представленные результаты получены на системе X4 при задействовании всех ядер системы.

Анализ вычислительных затрат показал, что в рассматриваемом численном примере во
времени выполнения Алгоритма 1 существенно преобладает доля решения конечно-элемент-
ной СЛАУ (рис. 4). Эта доля возрастает по шагам перестроения сеточной модели с увеличе-
нием размерности системы уравнений. Дисбаланс нагрузки ( ∆W , рис. 5) также возрастает,
что, конечно же, уменьшает ускорение и эффективность алгоритма. Малая доля затрат на
балансировку нагрузки связана с перераспределением небольшого объема расчетных данных
(Mrem/M ). Перераспределение конечных элементов сетки выполнялось на основе стратегии
перемещения сеточного объекта с созданием некоторых или всех его свойств заново. Пример-
но такое же распределение вычислительных затрат наблюдалось и для МВС- 15000ВM. Были
также проведены тестовые запуски с разделением сетки при идеальной сбалансированности
вычислений, которые показали, что разбалансировка не является основной причиной невысо-
кого ускорения S = T1(X4(1))/Tnp (X4(1)) для Алгоритма 2.

Профилирование программы поэлементной декомпозиции по Алгоритму 1 показало, что
на мультиядерных системах плохо масштабируется операция поэлементного матричного век-
торного произведения и значительно возрастает время на коллективные коммуникации при
вычислении скалярных произведений.

Модификация алгоритма поэлементного матрично-векторного произведения, улучшающая
пространственную и временную локализацию обращений к памяти и сокращающая время ожи-
дания доступа к памяти, позволила существенно увеличить эффективность параллельного
алгоритма решения СЛАУ. Как показано на рис. 3, ускорение за счет данной модификации
(вариант X4) в сравнении с исходным вариантом (X4(1)), составило почти два раза для слу-
чая 96 процессов и приблизилось к значениям для одноядерных процессоров (МВС 15000ВМ).
Эффективность применения мультиядерных вычислительных узлов показана на рис. 6.

Модификация алгоритма и программной реализации позволила сократить время выполне-
ния более чем в 1.5 раза для четырехсокетовой системы X6 ( T32(MBC)/T32(X6) ) и в два раза
для системы X4 ( T64(MBC)/T64(X4) ). В случае np = 96 процессов, вычисления на 96 процес-
сорных ядрах были выполнены в полтора раза быстрее, чем на 128 одноядерных процессорах
и почти в четыре раза быстрее, чем на 64 ( T64(MBC)/T96(X4) = 3.8 ). Данный прирост уско-
рения и уменьшение времени вычислений связан с более эффективным использованием кэш-
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памяти многоядерных процессоров. Ранее в варианте (X4(1)) на хранение массива локальных
матриц жесткости в каждом процессе динамически выделялось примерно 2 МБ оперативной

памяти (например, на шестом шаге адаптивного уточнения), из которой в операцию Ã(i)p̄
(i)
l

передавались элементы локальных матриц жесткости. При переходе к пересчету локальных
матриц жесткости на каждой итерации Алгоритма 2 исключается обращение к оперативной
памяти за элементами локальных матриц. Таким образом, уменьшается конкуренция вычис-
лительных процессов за ресурсы, чем и объясняется увеличение эффективности алгоритма.

Следует отметить, что эффективность Алгоритма 2 может быть увеличена за счет опти-
мизации скалярных произведений, при реализации которых в обменах участвуют все процес-
сы [22].

В дальнейшем интерес представляет такая многоуровневая декомпозиция алгоритма, при
которой первому уровню соответствуют процессоры или вычислительные узлы, а второму —
ядра процессоров. Первый уровень отвечает за согласованность сеточной модели и вычислений
в подобластях, а также за коммунникации между подобластями. Второй уровень обеспечива-
ет мелкозернистый параллелизм при операциях с конечно-элементными данными (матрицы,
векторы, сеточные объекты) в подобластях модели. Такая декомпозиция наиболее полно учи-
тывает современную архитектуру многопроцессорных вычислительных систем и применима
как для мультиядерных, так и для многоядерных систем. В этом случае программная реа-
лизация базируется на динамических процессах/потоках и может осуществляться средствами
MPI+OpenMP, MPI2, для многоядерных систем — MPI+CUDA. Отметим, что важнейшую
роль будет играть привязка операций второго уровня к ядрам процессоров.
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Domain decomposition for parallel adaptive finite element algorithm

The decomposition method for adaptive FEM with refinement of a mesh which includes parallel algorithms is
constructed: solutions of systems of the linear equations, a posteriori estimation of an error, local refinement
of a mesh and dynamic balancing of computing loading. Their efficiency and structure of computing load is
researched at performance on multicore computing systems.
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