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Введение

Рассматриваемое нами пространство BN было построено М.Беллом [1] как компактификация
счётного дискретного пространства N , чей нарост несепарабелен, но удовлетворяет условию
Суслина. Это пространство основано на технике n-сцепленных систем, которая используется
при построении классов слабых p-точек в одном из центральных пространств теории биком-
пактных расширений — пространстве Стоуна–Чеха βω. Пространство BN сразу нашло приме-
нение в теории βω для построения нового класса слабых p-точек [2]. Дальнейшее исследование
пространства Белла приведены в [3–5]. В [5] описаны классы точек нароста BN \N — u- и ℓ-точ-
ки — и их свойства. Нами выделен ещё один класс точек нароста — ℓπ|M -точки.

В данной работе мы рассматриваем замыкания различных счётных подмножеств BN
и их свойства, позволяющие ответить на некоторые вопросы, возникающие вследствие при-
ведённой выше классификации точек нароста.

1. В βω нет точек со счётным характером. Есть ли в BN \ N точки со счётным характером?
(Теорема 9).

2. Из результатов [5] следует, что классы u- и ℓ-точек не пересекаются. В связи с выделением
класса ℓπ|M -точек возникают вопросы:

пересекаются ли классы u- и ℓ-точек с классом ℓπ|M -точек? (Теорема 10);

существуют ли в BN \N точки не являющиеся ни u-, ни ℓ- и ни ℓπ|M -точками? (Теорема 12
и её следствие).

3. Также в связи с выделением в BN различных классов точек нароста возникает необхо-
димость рассмотреть замыкания подмножеств этих классов, а также подмножеств N , чьи
замыкания содержат или не содержат точки различных классов. Что из себя представляют
и из каких точек состоят замыкания счётных множеств, состоящих из различных классов
точек? (Теоремы 11, 13 и их следствия).

4. Известным фактом является то, что в βω замыкание любого счётного подмножества ω го-
меоморфно βω. В случае пространства BN ситуация менее однозначна. В [3] было доказано,
что замыкание любой строгой антицепи (определение 1) гомеоморфно βω. Более того, в [6]
доказано, что замыкание некоторых антицепей и даже некоторых конечных объединений
антицепей гомеоморфно βω. Существует ли антицепь в N , замыкание которой негомео-
морфно βω? (Примеры 1, 2).
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Приведём конструкцию пространства BN [1].

P = {f ∈ ωω : 0 6 f(n) 6 n + 1 для всех n ∈ ω},

N = {f |n : f ∈ P, n ⊆ ω}.

Здесь и далее через n обозначаем в зависимости от контекста и натуральное число, и подмно-
жество натуральных чисел {i ∈ ω : i 6 n}.

Cs = {t ∈ N : t продолжает s} для s ∈ N,

T = {π ∈ Nω : dom π(n) = n + 1},

Cπ = ∪{Cπ(n) : n ∈ ω}.

Определим BN как пространство Стоуна булевой алгебры B, порождённой семейством

{Cπ : π ∈ T} ∪ {N \ Cπ : π ∈ T}.

Отметим, что множество N частично упорядочено со следующим отношением порядка:
t > s, если t продолжает s, s, t ∈ N . Таким образом, на пространство N естественным об-
разом переносятся понятия цепи и антицепи. В случае антицепи нас будут интересовать так
называемые строгие антицепи, которые мы определим следующим образом:

Определение 1. Будем говорить, что антицепь A ⊆ N — строгая тогда и только тогда,
когда для любых s, t ∈ A, s 6= t выполнено dom s 6= dom t. (Для удобства будем обозначать
строгую антицепь через образ π(M), где π ∈ T , M ⊆ ω.)

Для π ∈ T и M ⊆ ω обозначим: Cπ|M = ∪{Cπ(n) : n ∈ M}. Для A ⊆ N будем обозна-
чать A∗ = [A] \ A — нарост множества A.

В [3] были доказаны следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть π(M) — строгая бесконечная антицепь, тогда [π(M)] гомеоморфно βω.

Теорема 2. Пусть A = {si : i ∈ ω}— бесконечная цепь в N , тогда |A∗| = 1.

Грызловым А.А. были получены следующие результаты [6].

Теорема 3. Если множество A ⊆ N такое, что |[A] \A| = 1, тогда существует конечное
множество K ⊆ A такое, что A \ K — цепь.

Теорема 4. Если замыкание [A] множества A ⊆ N — копия βω, тогда A — объединение
конечного числа антицепей.

Приведём определения u- и ℓ-точек [5].

Определение 2. Точку x ∈ BN \N будем называть u-точкой, если x имеет базу в BN \N ,
состоящую из множеств вида {(Cπ|M )∗}.

Определение 3. Точку x ∈ BN \N будем называть ℓ-точкой, если x имеет базу в BN \N ,
состоящую из множеств вида {(N \

⋃
j6k

Cπj
)∗}.

В [4] доказана следующая теорема, характеризующая ℓ-точки.

Теорема 5. Для точки x ∈ BN \ N следующие утверждения эквивалентны:

(a) точка x есть предел некоторой бесконечной цепи {sk : k ∈ ω} элементов N ;

(b) x — ℓ-точка;
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(c) из того, что x ∈ [Cπ|M ] для некоторых π ∈ T , M ⊆ ω следует, что найдётся i ∈ M
такое, что x ∈ [Cπ(i)].

Следующая теорема доказана в [5].

Теорема 6. Пусть
{

Csi
: i ∈ ω

}
— семейство дизъюнктных подмножеств BN , xi ∈ Csi

—
ℓ-точки (i ∈ ω), и X =

{
xi : i ∈ ω

}
. Тогда [X] \ X гомеоморфно βN \ N и состоит из точек,

не являющихся ни u-, ни ℓ-точками.

Для бесконечной строгой антицепи π(M) определим

θπ|M =
{

Cπ|Mi
: Mi = {n ∈ M : n > i}

}
,

µπ|M =
{
N \

⋃
j6k

Cπj

}
∪ θπ|M .

Определение 4. Точку x ∈ BN \N будем называть ℓπ|M -точкой для Cπ|M , если найдётся
максимальная центрированная система ξ = {U} в семействе µπ|M , мажорирующая θπ|M , такая
что x = ∩{[U ] : U ∈ ξ}.

Основные свойства ℓπ|M -точек описываются в следующих теоремах.

Теорема 7. Пусть множество Cπ|M — приведённое и |M | = ω. Тогда

[π(M)] \ π(M) =
{

x : x — ℓπ|M -точка для Cπ|M

}
.

Определение 5. Пусть π(M) — строгая антицепь, тогда будем говорить, что Cπ′|M ′ вписано
в Cπ|M , если для любого n′ ∈ M ′ найдётся n ∈ M такое, что π(n) 6 π′(n′) и π(n) 6= π′(n′)
(далее π(n) < π′(n′)).

Теорема 8. Пусть π(M) — бесконечная строгая антицепь, тогда

∩
{

[Cπ|M \ Cπ′|M ′ ] : Cπ′|M ′ вписано в Cπ|M

}
= [π(M)].

§ 1. Основной результат

Известным фактом является то, что в βω нет точек со счётным характером. Для пространства
Белла ситуация аналогична.

Теорема 9. В BN \ N нет точек со счётным характером.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное, пусть x ∈ BN\N и {Ui : i ∈ ω}— база точ-
ки x. Тогда легко построить последовательность точек из N , сходящуюся к x, и по теореме 3 x —
ℓ-точка. Тогда существует база {Oi : i ∈ ω} точки x, состоящая из множеств вида [N \

⋃
j6k

Cπj
].

Для каждого Oi найдётся si ∈ N такое, что x /∈ [Csi
] ⊆ Oi. Для полученного множе-

ства {si : i ∈ ω} пусть s′1 = s1, s′i — продолжение si, такое что dom s′i > dom s′i−1. Рассмотрим π
такое, что x /∈ [Cπ], и построим π′:

π′ =

{
s′i, если n = dom s′i,

π(n), иначе.

Очевидно, что [N \ Cπ′ ] — окрестность точки x и Oi \ [N \ Cπ′ ] 6= ∅ для всех i ∈ ω, что проти-
воречит тому, что {Oi : i ∈ ω}— база точки x.

То, что классы u- и ℓ-точек не пересекаются, непосредственно следует из теоремы 5, а имен-
но из того факта, что, если ℓ-точка x лежит в [Cπ|M ], то найдётся n ∈ M такое, что x ∈ [Cπ(n)].
Таким образом, если x к тому же и u-точка, тогда, по определению, есть база B = {U} точки x,
состоящая из множеств вида [Cπ|M ], но тогда ∩{U : U ∈ B} ⊇ Ff , где f такое, что x = lim

n→∞
fn.

Следующая теорема описывает взаимосвязь всех трёх полученных классов — u-, ℓ- и ℓπ|M -то-
чек.
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Теорема 10. Пусть D = π0(M0) — строгая антицепь. Тогда [D] \ D не содержит ни u-,
ни ℓ-точек.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное, пусть найдётся x ∈ [D] \ D — u-точка.
Рассмотрим Cπ′|M ′ , вписанное в Cπ0|M0

, тогда по теореме 8 x ∈ [Cπ0|M0
\ Cπ′|M ′ ]. Но по опреде-

лению u-точки существует база точки x, состоящая из множеств вида [Cπ|M ] и соответственно
найдётся Cπ′′|M ′′ такое, что x ∈ [Cπ′′|M ′′ ] ⊆ [Cπ0|M0

\ Cπ′|M ′ ]. Таким образом, Cπ′′|M ′′ — вписано
в Cπ0|M0

, а значит x ∈ [Cπ0|M0
\ Cπ′′|M ′′ ]. Противоречие.

Предположим, что x ∈ [D] \ D — ℓ-точка. Найдётся n ∈ M0 такое, что x ∈ [Cπ0(n)]. Рас-
смотрим s — продолжение π0(n), лежащее в сходящейся к x цепи. Тогда, с одной стороны,
x /∈ [Cπ|M \Cs], с другой стороны, Cs вписано в Cπ|M , а значит [D] \D ⊆ [Cπ|M \Cs]. Противо-
речие.

Для u-точек можно усилить этот результат.

Определение 6. Для A, B ⊆ N будем говорить, что множество A мажорируется множе-
ством B, если для всех s ∈ A найдётся t ∈ B такое, что t > s.

Теорема 11. В замыкании любого подмножества N , мажорируемого строгой антицепью,
нет u-точек.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. Пусть множество A ⊆ N мажорируется
строгой антицепью π′(M ′) и x ∈ [A] \ A — u-точка. Тогда существует база точки x, состоящая
из множеств вида [Cπ|M ]. Таким образом, для любой окрестности Ox точки x найдётся π ∈ T
и M ⊆ ω такие, что x ∈ [Cπ|M ] ⊆ Ox. Так как x ∈ [A] \ A, то |Cπ|M ∩ A| = ω. Из вида
множества Cπ|M следует, что если s ∈ Cπ|M , то для всех t > s выполняется t ∈ Cπ|M , то-
гда |Cπ|M ∩ π′(M ′)| = ω, то есть x ∈ [π′(M ′)], что противоречит теореме 10.

Следствие 1. Замыкание объединения конечного числа антицепей из N не содержит u-то-
чек.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. Пусть D = ∪
{

Di : i 6 k
}
, где Di —

антицепь для всех i 6 k. И пусть x ∈ [D] — u-точка, тогда найдётся i 6 k такое, что x ∈ [Di].
Докажем, что любая антицепь мажорируется строгой антицепью. Пусть D′ = { ti : i ∈ ω }—

антицепь. Пусть t′0 = t0, а t′i — продолжение ti такое, что dom t′i > max(dom ti,dom t′i−1). Мно-

жество D̃ = {t′i : i ∈ ω} является строгой антицепью, мажорирующей антицепь D′, и по теоре-
ме [Di] не содержит u-точек. Противоречие.

Замечание 1. По теореме 4 и вышеуказанному следствию замыкание любого подмноже-
ства N , гомеоморфное βω, не содержит u-точек.

Следующая теорема отвечает на вопрос о существовании в BN \N ни u-, ни ℓ-, ни ℓπ|M -то-
чек.

Теорема 12. Если A = {xi : i ∈ ω} ⊆ BN \ N состоит из ℓ-точек, то [A] не содер-
жит ℓπ|M -точек для всякой бесконечной строгой антицепи π(M).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное, пусть x ∈ [A] — ℓπ|M -точка для бесконеч-
ной строгой антицепи π(M). Занумеруем все точки A, лежащие в [Cπ|M ], получим {xij : j ∈ ω}.
Рассмотрим xi0 . Так как xi0 — ℓ-точка, лежащая в [Cπ|M ], то по теореме 5 найдётся n0 ∈ M
такое, что xi0 ∈ [Cπ(n0)]. Пусть s0 — элемент сходящейся к xi0 цепи и dom s0 > n0. Для xij ана-
логично найдётся nj ∈ M такое, что xij ∈ [Cπ(nj)]. Пусть sj — элемент сходящейся к xij цепи
и dom sj > max{dom sj−1, nj}. Обозначим {sj : j ∈ ω} = π′(M ′), при этом из построения оче-
видно, что Cπ′|M ′ — вписано в Cπ|M . Таким образом, x ∈ [Cπ|M \Cπ′|M ′ ] и [Cπ|M \Cπ′|M ′ ]∩A = ∅,
следовательно x /∈ [A].

Из доказанной теоремы и теоремы 6 вытекает следующее.
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Следствие 2. В BN \ N есть точки, не являющиеся ни u-, ни ℓ-, ни ℓπ|M -точками.

Следующая теорема и её следствия определяют класс множеств в BN \ N , из которых
можно выделить подмножества, чьи замыкания гомеоморфны βω.

Теорема 13. Пусть A = {xi : xi ∈ Ffi
, i ∈ ω} ⊆ BN \ N такое, что fi 6= fj (i 6= j),

то найдётся A′ ⊆ A такое, что [A′] гомеоморфно βω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x ∈ [A] \ A и f ∈ P такое, что x ∈ Ff . Рассмотрим систему
окрестностей {[Cf |n ] : n ∈ ω} точки x. Так как x ∈ [A] \ A, то для любого n ∈ ω следует,
что |[Cf |n ∩ A]| = ω. Но из строения множества A следует, что |Ff ∩ A| = 1. Тогда найдётся
бесконечное I ⊆ ω такое, что |[Cf |n \Cf |n+1

]∩A| 6= ∅ для n ∈ I. Для каждого n ∈ I зафиксиру-
ем yn ∈ A из [Cf |n \ Cf |n+1

]. Таким образом, можно построить строгую антицепь π(M) такую,
что yn ∈ [Cπ(n)], из чего следует, что [{yn : n ∈ ω}] гомеоморфно βω.

Следствие 3. Из любого множества ℓ-точек можно выделить подмножество, замыка-
ние которого гомеоморфно βω.

Это следует из того факта, что для любого f ∈ P множество Ff содержит единственную ℓ-точ-
ку.

Следствие 4. В BN \ N существует счётное множество ℓπ|M -точек, замыкание кото-
рого гомеоморфно βω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть fi ∈ P различны для i ∈ ω. Для каждого i ∈ ω зафиксируем
строгую антицепь πi(M) (M = ω \ {0}) такую, что πi(j) ∈ Cfj−1

\ Cfj
для j ∈ M . Очевидно,

что [πi(M)] \πi(M) целиком лежит в Ffi
. Зафиксируем xi ∈ [πi(M)] \πi(M). По теореме 7 xi —

ℓπ|M -точка для Cπi|M . Пусть X = {xi : i ∈ ω}. По теореме 13 найдётся X ′ такое, что [X ′]
гомеоморфно βω.

Далее рассмотрим два примера дискретных подмножеств N , чьи замыкания негомео-
морфны βω. Для доказательства того, что замыкание счётного дискретного множества него-
меоморфно βω, воспользуемся тем фактом, что для любых A, B ⊆ ω, если A ∩ B = ∅,
то [A]βω ∩ [B]βω = ∅.

Для s ∈ N обозначим: C ′
s =

{
t ∈ N : dom t = dom s + 1, t|dom s = s

}
(множество всех

одноточечных продолжений s).

Пример 1. Пусть f ∈ P и
{

sn = f |n+1 : n ∈ ω
}
. Пусть An, Bn ⊆ C ′

sn
\ {sn+1} такие,

что An ∩ Bn = ∅ и |An| = |Bn| = [n/2] (где [n/2] — целая часть числа n/2) для всех n ∈ ω.
Обозначим A = ∪{An : n ∈ ω} и B = ∪{Bn : n ∈ ω}.

Рассмотрим предел цепи {sn : n ∈ ω}— точку x. Пусть Ox =
[
Cπ|M \

⋃
i6k

Cπi

]
— некоторая

окрестность точки x. Так как x — предел {sn : n ∈ ω}, то существует n0 ∈ ω такое, что для
любого n > n0 точка sn ∈ Ox и |An| > k, |Bn| > k. Множество

⋃
i6k

Cπi
содержит не более чем k

точек из C ′
sn

, следовательно Ox ∩ An 6= ∅ и Ox ∩ Bn 6= ∅. Таким образом, x ∈ [A] ∩ [B] 6= ∅,
а следовательно, [A ∪ B] негомеоморфно βN .

Пример 2. Аналогичным образом можно рассматривать антицепь.
Пусть

{
π(n) : n ∈ ω

}
— строгая антицепь. Для каждого n ∈ ω пусть An, Bn ⊆ C ′

π(n) такие,

что An ∩Bn = ∅ и |An| = |Bn| = [n/2] ([n/2] — целая часть n/2). Обозначим A = ∪{An : n ∈ ω}
и B = ∪{Bn : n ∈ ω}.

Рассмотрим точку x ∈ [{π(n) : n ∈ ω}]. Как было показано в [3], замыкание антицепи гомео-
морфно βN . Таким образом, можно рассматривать x как свободный ультрафильтр на нашей
антицепи. Рассмотрим произвольную окрестность Ox =

[
Cπ′|M ′ \

⋃
i6k

Cπi

]
точки x. Так как x —

свободный ультрафильтр на нашей антицепи, то
∣∣∣Ox ∩

{
π(n) : n ∈ ω

}∣∣∣ = ω.
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Тогда найдётся бесконечно много n ∈ ω таких, что π(n) ∈ Ox и |An| > k, Bn > k. Множе-
ство

⋃
i6k

Cπi
содержит не более чем k точек из C ′

sn
, следовательно Ox ∩An 6= ∅ и Ox ∩Bn 6= ∅.

Таким образом, x ∈ [A] ∩ [B] 6= ∅, а следовательно, [A ∪ B] негомеоморфно βN .

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Bell M. G. Compact ccc non-separable spaces of small weight // Topology Proceedings. 1980. Vol. 5.
P. 11–25.
http://topo.math.auburn.edu/tp/reprints/v05/tp05002s.pdf

2. Грызлов А. А. О бикомпактых расширениях дискретных пространств // Фундаментальная и при-
кладная математика. 1996. Т. 2, № 3. С. 803–848.
http://www.math.msu.su/fpm/rus/96/963/96306t.htm

3. Gryzlov A. A., Bastrykov E. S., Golovastov R. A. On Bell’s compactification of N // Topology
Proceedings. 2010. Jul. Vol. 35. P. 177–185.
http://topology.auburn.edu/tp/reprints/v35/

4. Бастрыков Е. С. О некоторых точках расширения Белла счётного дискретного пространства //
Вестник Удмуртского университета. Математика. Механика. Компьютерные науки. 2009. Вып. 4.
С. 3–6.

5. Грызлов А. А., Бастрыков Е. С., Головастов Р. А. О точках одного бикомпактного расширения N //
Вестник Удмуртского университета. Математика. Механика. Компьютерные науки. 2010. Вып. 3.
С. 10–17.

6. Gryzlov A. A. On convergent sequences and copies of βN in one compactification of N // The 11th
Topological Symposium, International Conference on General Topology and its Relations to Modern
Analysis and Algebra. The Center for Theoretical Study and the Mathematical Institute of the Czech
Academy of Sciences, 2011. Aug.

Поступила в редакцию 25.07.11

E. S. Bastrykov

On closures of countable subsets of BN
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