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Введение

В работе рассматривается пространство Стоуна BN одной булевой алгебры, являющееся би-
компактным расширением счётного дискретного пространства. Это пространство было постро-
ено М.Беллом [1]. В дальнейшем свойства пространства BN изучались авторами в [2–4].

Выяснение того, что из себя представляют замыкания счётных подмножеств простран-
ства BN является одним из главных направлений исследования пространства BN . Уже в
первой работе авторов [2], посвящённой изучению этого пространства, было показано, что в
множестве N пространства BN есть класс счётных множеств, которые являются сходящимися
последовательностями в BN , и есть класс множеств, замыкания которых гомеоморфны βω, то
есть являющихся в некотором смысле «антиподом» подмножеств из первого класса (теорема 1).
Из этой же теоремы следует, что и в наросте BN \ N пространства BN есть подмножества,
замыкания которых гомеоморфны βω. Причём такие подмножества могут состоять из u- или
ℓ-точек, полученных в работе [4].

Вопрос же о том, существуют ли в наросте BN \ N сходящиеся последовательности, оста-
вался открытым.

Теорема 4 настоящей работы показывает, что замыкание счётного дискретного подмноже-
ства BN \ N , состоящего из u-точек, гомеоморфно βω.

Пример 1 показывает существование сходящейся последовательности в BN \ N .
Напомним необходимые сведения. Приведём конструкцию пространства BN [1].

P = {f ∈ ωω : 0 6 f(n) 6 n + 1 для всех n ∈ ω},

N = {f |n : f ∈ P, n ⊆ ω}.

Здесь и далее через n обозначаем, в зависимости от контекста, и натуральное число, и подмно-
жество натуральных чисел {i ∈ ω : i < n}.

Cs = {t ∈ N : t продолжает s} для s ∈ N,

T = {π ∈ Nω : dom π(n) = n + 1},

Cπ = ∪{Cπ(n) : n ∈ ω}.

Определим BN как пространство Стоуна булевой алгебры B, порождённой семейством

{Cπ : π ∈ T} ∪ {N \ Cπ : π ∈ T}.

Для π ∈ T и M ⊆ ω обозначим: Cπ|M = ∪{Cπ(n) : n ∈ M}. Для A ⊆ N будем обозна-
чать A∗ = [A] \ A — нарост множества A.
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Отметим, что множество N частично упорядочено со следующим отношением порядка:
t > s для s, t ∈ N , если t продолжает s. Таким образом, на пространство N естественным
образом переносятся понятия цепи и антицепи. В случае антицепи нас будут интересовать так
называемые строгие антицепи, которые мы определим следующим образом:

Определение 1. Будем говорить, что антицепь A ⊆ N — строгая тогда и только тогда,
когда для любых s, t ∈ A, s 6= t выполнено dom s 6= dom t. (Для удобства будем обозначать
строгую антицепь через образ π(M), где π ∈ T , M ⊆ ω.)

Определение 2. Будем говорить, что t ∈ N является строгим продолжением s ∈ N , если t
есть продолжение s и dom s < dom t.

Определение 3. Для π, π′ ∈ T и M, M ′ ⊆ ω будем говорить, что Cπ′|M ′ строго вписано

(вписано) в Cπ|M , если для всякого n′ ∈ M ′ найдётся n ∈ M такое, что π′(n′) есть строгое
продолжение (продолжение) π(n).

В [2] были доказаны следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть {si : i ∈ ω}— строгая антицепь и множество X = {xi : i ∈ ω} такое,

что xi ∈ [Csi
] (i ∈ ω). Тогда [X] гомеоморфно βω.

Теорема 2. Пусть A = {si : i ∈ ω}— бесконечная цепь в N . Тогда A является сходящейся

последовательностью в BN .

Приведём определения u- и ℓ-точек [4].

Определение 4. Точку x ∈ BN \N будем называть u-точкой, если x имеет базу в BN \N ,
состоящую из множеств вида {(Cπ|M )∗}.

Определение 5. Точку x ∈ BN \N будем называть ℓ-точкой, если x имеет базу в BN \N ,
состоящую из множеств вида {(N \

⋃
j6k

Cπj
)∗}.

В [3] доказана следующая теорема, характеризующая ℓ-точки.

Теорема 3. Для точки x ∈ BN \ N следующие утверждения эквивалентны:

(a) точка x есть предел некоторой бесконечной цепи {sk : k ∈ ω} элементов N ;

(b) x — ℓ-точка;

(c) из того, что x ∈ [Cπ|M ] для некоторых π ∈ T , M ⊆ ω следует, что существует i ∈ M
такое, что x ∈ [Cπ(i)].

Нетрудно доказываются следующие леммы.

Лемма 1. Если {tk : k ∈ ω} и {sk : k ∈ ω}— строгие антицепи и sk есть строгое продол-

жение tk, то

[{tk : k ∈ ω}] ∩ [{sk : k ∈ ω}] = ∅.

Лемма 2. Для всякой окрестности Ox = [Cπ|M ] u-точки x ∈ BN \ N найдётся окрест-

ность O′
x = [Cπ′|M ′ ] этой точки такая, что Cπ′|M ′ строго вписано в Cπ|M .
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§ 1. Основной результат

Теорема 4. Если F ⊆ BN \ N — счётное дискретное множество u-точек, то [F ] гомео-

морфно βN .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть {xn : n ∈ N}— счётное дискретное множество u-точек
и {Oxn : n ∈ N}— дизьюнктное семейство окрестностей этих точек. Поскольку точки xn (n ∈ N)
являются u-точками, будем считать, что Oxn = [Cπn|Mn

] для некоторого πn ∈ T и Mn ⊆ ω.

Построим семейство множеств {M̃n : n ∈ N} и множество {π̃n : n ∈ N}, удовлетворяющие
условиям:

i) семейство {M̃n : n ∈ N} дизьюнктно;

ii) C
π̃n|M̃n

⊆ Cπn|Mn
;

iii) xn ∈ [C
π̃n|M̃n

] для всякого n ∈ N;

iv) для всякого n ∈ N существует число mn ∈ {0, . . . , 2n+1 −1} такое, что M̃n ⊆ mn, где mn —
класс вычетов по mod 2n+1, определяемый числом mn.

Семейство {M̃n : n ∈ N} и множество {π̃n : n ∈ N} будем строить по индукции.
Рассмотрим Ox1

= [Cπ1|M1
]. Пусть m1 — класс вычетов по mod 22 такой, что для M1 ∩ m1

выполнено
x ∈ [Cπ1|M1∩m1

].

Положим M̃1 = M1 ∩ m1, π̃1 = π1.
Пусть построены {M̃i : i 6 n}, {π̃i : i 6 n}. Построим M̃n+1 и π̃n+1. Рассмотрим мно-

жество Cπn+1|Mn+1
. Построим последовательность множеств {Kℓ ⊆ ω : ℓ 6 0, . . . , 2n+1} и

множество {ϕℓ ∈ T : ℓ = 0, . . . , 2n+1}, удовлетворяющие следующим условиям:

— xn+1 ∈ [Cϕℓ|Kℓ
] для всякого ℓ = 0, . . . , 2n+1;

— Cϕℓ+1|Kℓ+1
строго вписано в Cϕℓ|Kℓ

для всякого ℓ = 0, . . . , 2n+1 − 1.

Второе условие означает, что для всякого ℓ = 0, . . . , 2n+1 − 1 и всякого j ∈ Kℓ+1 найдёт-
ся k(j) ∈ Kℓ такое, что j > k(j) и ϕℓ+1(j) является строгим продолжением ϕℓ(k(j)).

Положим ϕ0 = πn+1, K0 = Mn+1. Пусть для r < 2n+1 построено семейство {Cϕℓ|Kℓ
: ℓ 6 r}.

Построим Kr+1 и ϕr+1. Так как xn+1 есть u-точка, по лемме 2 для множества Cϕr |Kr
найдут-

ся ϕr+1 ∈ T и Kr+1 ⊆ ω такие, что xn ∈ [Cϕr+1|Kr+1
] и Cϕr+1|Kr+1

строго вписано в Cϕr |Kr
.

Тогда для всякого j ∈ Kr+1 найдётся k(j) ∈ Kr такое, что j > k(j) и ϕr+1(j) есть строгое
продолжение ϕr(k(j)).

Проведя это построение вплоть до ℓ = 2n+1, получим множество K2n+1 ⊆ ω и функ-
цию ϕ2n+1 ∈ T такие, что

(a) xn+1 ∈ [Cϕ
2n+1 |K2n+1

];

(b) Cϕ
2n+1 |K2n+1

строго вписано в Cϕ0|K0
;

(c) для всякого j ∈ K2n+1 найдётся k ∈ K0 такое, что j > k + 2n+1 и ϕ2n+1(j) есть строгое
продолжение ϕ0(k).

Напомним, что ϕ0 = πn+1 и K0 = Mn+1.
Пусть m ∈ {0, 1, . . . , 2n+1 − 1} такое, что для класса вычетов m по mod 2n+1 выполнено

xn+1 ∈ Cϕ
2n+1 |K2n+1∩m. Обозначим K ′ = K2n+1 ∩ m.

Рассмотрим произвольное j ∈ K ′. По свойству (c) найдётся k(j) ∈ K0 такое, что
j > k(j) + 2n+1 и ϕ2n+1(j) есть строгое продолжение ϕ0(k(j)). Так как j ∈ K2n+1 ∩ m,
то j = 2n+1p + m для некоторого p ∈ ω.
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Рассмотрим число 2n+1(p − 1) + m. Для чисел j, k(j) и 2n+1(p + 1) + m выполняется нера-
венство

k(j) 6 2n+1(p − 1) + m < 2n+1p + m = j.

Для множества Σ = {2n+1(p − 1) + m + 1, . . . , 2n+1p + m} справедливо

— Σ ∩ K состоит из точки 2n+1p + m;

— Σ \ ∪{M̃i : i = 1, . . . , n} 6= ∅.

Последнее условие следует из условия iv), что проверяется несложными вычислениями.

Отсюда следует, что мы можем выбрать число ℓ(j) такое, что

ℓ(j) ∈ Σ \ ∪{M̃i : i = 1, . . . , n}.

Из построения следует, что ℓ(j) 6= ℓ(j′) для различных j, j′ ∈ K ′; имеем также

k(j) < ℓ(j) 6 j.

Из этого неравенства следует, что ϕ2n+2(j) есть продолжение ϕ2n+1(ℓ(j)) и, с другой стороны,
ϕ2n+1(ℓ(j)) есть продолжение ϕ0(k(j)) = πn+1(k(j)). А отсюда следует, что

(∗) Cϕ
2n+1

(ℓ(j)) ⊇ Cϕ
2n+1

(j) и Cϕ
2n+1

(ℓ(j)) ⊆ Cπn+1
(k(j)).

Обозначим K ′′ = {ℓ(j) : j ∈ K ′}. Из (∗) имеем Cϕ
2n+1 |K ′′ ⊇ Cϕ

2n+1 |K ′ , и следовательно,
xn+1 ∈ [Cϕ

2n+1 |K ′′ ]; с другой стороны, Cϕ
2n+1 |K ′′ ⊆ Cπn+1|Mn+1

.

Из построения следует также, что K ′′ ∩ (∪{M̃i : i 6 n}) = ∅. Таким образом, K ′′ и ϕ2n+1

удовлетворяют условиям i)–iii). Пусть q ∈ {0, . . . , 2n+2 − 1} такое, что для класса вычетов q

по mod 2n+2 выполнено x ∈ [Cπ
2n+1 |K ′′∩q]. Положим K ′′ ∩ q = M̃n+1 и ϕ2n+1 = π̃n+1.

Таким образом, мы построили множество M̃n+1 и отображение π̃n+1 так, что
{M̃i : i = 1, . . . , n, n + 1} и {π̃i : i = 1, . . . , n, n + 1} удовлетворяют условиям i)–iv).

Итак, мы построили семейство окрестностей {Õxn : n ∈ N} точек {xn : n ∈ N}, где
Õxn = [C

π̃n|M̃n
]. В силу условий i)–iii) имеем, что для любых подмножеств F, Φ ⊆ {xn : n ∈ N},

F ∩ Φ = ∅,

[∪{Õxn : xn ∈ F}] ∩ [∪{Õxn : xn ∈ Φ}] = ∅,

и следовательно, [F ] ∩ [Φ] = ∅. Отсюда следует, что [{xn : n = 1, 2, . . . }] гомеоморфно βN .

Пример 1 (Множество в BN \ N, являющееся сходящейся последовательностью). Рассмо-
трим семейство {Dn : n ∈ ω} строгих антицепей Dn = {tnk : k ∈ ω} таких, что tn+1

k есть строгое
продолжение tnk для всяких n ∈ ω и k ∈ ω.

Пусть ξ = {F}— свободный ультрафильтр на ω, то есть ξ ∈ βω\ω. Для всяких F ∈ ξ и n ∈ ω
обозначим Fn = {tnk : k ∈ F}. Тогда ξn = {Fn : F ∈ ξ} является свободным ультрафильтром на
множестве Dn.

Обозначим ξn = ∩{[Fn] : Fn ∈ ξn}. Имеем ξn ∈ [Dn] \ Dn и [Dn] гомеоморфно βω по
теореме 1.

Заметим, что по лемме 1 следует, что ξn 6= ξm для n, m ∈ ω, n 6= m.

I. Покажем, что последовательность {ξn : n ∈ ω} является сходящейся. Пусть y ∈ BN \ N —
предельная точка для множества {ξn : n ∈ ω} и Oy = [Cπ|M \

⋃
i6n

Cπi
] — базисная окрестность

точки y. Тогда множество Oy ∩ {ξn : n ∈ ω} бесконечно. Рассмотрим некоторое ξn ∈ Oy. Так
как ξn — ультрафильтр на множестве Dn, найдётся Fn ∈ ξn, Fn ⊆ Dn такое, что Fn\Oy конечно,
следовательно, Fn\(Cπ|M\

⋃
i6n

Cπi
) конечно. Отсюда множества Fn\Cπ|M и Fn∩(

⋃
i6n

Cπi
) конечны

(на самом деле, найдётся Fn ∈ ξ такое, что Fn ⊆ Cπ|M и Fn ∩ (
⋃

i6n
Cπi

) = ∅).
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Покажем, что для любого m ∈ ω, m > n выполняется ξm ∈ Oy. По определению
ξm = {Fm}— ультрафильтр на Dm. Предположим, что ξm /∈ Oy. Тогда найдётся F ′

m ∈ ξm,
F ′

m ⊆ Fm такое, что F ′
m∩(Cπ|M \

⋃
i6n

Cπi
) конечно, в противном случае множество (Cπ|M \

⋃
i6n

Cπi
)

есть элемент ультрафильтра ξm и следовательно, ξm ∈ Oy.

Так как F ′
m ⊆ Fm и Fm \ Cπ|M конечно, то F ′

m \ Cπ|M тоже конечно. Но тогда F ′
m \

⋃
i6n

Cπi

конечно. Так как y — предельная точка для {ξn : n ∈ ω}, найдётся m′ ∈ ω, m′ < m такое,
что ξ′m ∈ Oy. Рассмотрим множество F ′

m = {tm
′

k : tmk ∈ F ′
m}. По определению tm

′

k есть строгое
продолжение tmk , и поскольку F ′

m ⊆
⋃

i6n
Cπi

, за исключением, быть может, конечного числа

точек, имеем, что F ′
m′ \

⋃
i6n

Cπi
конечно. Но тогда F ′

m′ ∩ (Cπ|M \
⋃

i6n
Cπi

) = F ′
m′ ∩Oy конечно, что

противоречит тому, что ξm′ ∈ Oy.

Таким образом, мы показали, что {ξn : n ∈ ω} сходится к точке y, обозначим ξ = y = lim
n→∞

ξn.

II. Докажем ещё несколько интересных свойств построенного множества. Обозначим
R = {ξ : ξ ∈ βω \ ω}.

Покажем, что точка ξ не является ℓ-точкой. Действительно, ξ ∈ [∪{Ct0
k

: k ∈ ω}],

где {t0k : k ∈ ω} = D0 и ξ /∈ [Ct0
k
] для всех k ∈ ω. По теореме 3, ξ не является ℓ-точкой.

Рассмотрим произвольное k ∈ ω и множество Qk = {tnk : n ∈ ω}. Это множество является
цепью, и следовательно, |[Qk] \ Qk| = 1, то есть Qk = {tnk : n ∈ ω} является сходящейся
последовательностью в BN ; пусть qk = lim

n→∞
tnk .

Рассмотрим множество {qk : k ∈ ω}. Докажем, что [{qk : k ∈ ω}] гомеоморфно βω. Рас-
смотрим семейство множеств {Ctk

k
: k ∈ ω}. Имеем qk ∈ [Ctk

k
] для всякого k ∈ ω, и множе-

ство ∪{Ctk
k

: k ∈ ω} есть элемент булевой алгебры B.

По теореме 1 [{qk : k ∈ ω}] гомеоморфно βω. Покажем, что [{qk : k ∈ ω}]∩{ξ : ξ ∈ βω\ω}=∅.
По построению [{qk : k ∈ ω}] ⊆ [∪{Ctk

k
: k ∈ ω}]. Покажем, что для всякого ξ = lim

m→∞
ξm

(ξ ∈ βω \ ω) выполняется ξ /∈ [∪{Ctk
k

: k ∈ ω}]. Действительно, для всякого m ∈ ω име-

ем ξm /∈ [∪{Ctk
k

: k ∈ ω}], так как ∪{Ctk
k

: k ∈ ω} ∩ Dm = {tmn : n 6 m}. Так как множе-

ство [∪{Ctk
k

: k ∈ ω}] открыто-замкнуто в BN и ξ = lim
n→∞

ξn, то ξ /∈ [∪{Ctk
k

: k ∈ ω}].
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On closures of countable sets in Stone space of one Boolean algebra

We consider closures of countable subsets of Stone space of one Boolean algebra, which is a compactification
of a countable discrete space. We prove the existence of converging sequences in a remainder of this
compactification.
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