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Введение

На множестве всех непрерывных вещественнозначных функций C(X), определенных на ти-
хоновском пространстве X, можно рассматривать достаточно много различных топологий. Од-
ним из общих методов определения топологии на C(X) является метод определения компактно-
открытой топологии, предложенный Р. Фоксом (см. [6]). Предбазу такой топологии образуют
все множества вида {f ∈ C(X) : f(F ) ⊂ U}, где F — компактное подмножество простран-
ства X, а U — открытое подмножество числовой прямой. Заметим, что топология поточечной
сходимости может быть определена похожим образом: заменой в определении предбазы ком-
пактных подмножеств конечными. Естественным обобщением компактно-открытой топологии
является множественно-открытая топология. Множественно-открытая топология на семействе
λ, непустых подмножеств пространства X, была впервые введена Р. Аренсом и Ж. Дугун-
джи [1]. Предбазу такой топологии образуют все множества вида {f ∈ C(X) : f(F ) ⊂ U}, где
F ∈ λ, а U — открытое подмножество числовой прямой. Топологическое пространство C(X) с
множественно-открытой топологией на семействе λ будем обозначать Cλ(X).

Из определения множественно-открытой топологии следует, что её свойства зависят от вы-
бранного семейства λ. Так, если в качестве семейства λ взять, например, все конечные, компакт-
ные или псевдокомпактные подмножества X, то мы получим достаточно классические тополо-
гии: топологию поточечной сходимости, компактно-открытую топологию и псевдокомпактно-
открытую топологию соответственно. Эти топологии активно изучаются и находят свое при-
ложение в теории меры и функциональном анализе. Конечно, если выбрать семейство λ про-
извольно, то топологическое пространство Cλ(X) может обладать достаточно слабыми свой-
ствами, например, не быть регулярным или даже хаусдорфовым. Особый интерес с точки зре-
ния приложений возникает тогда, когда Cλ(X) является локально выпуклым топологическим
векторным пространством (ТВП). В связи с этим выделяются различные «хорошие» семей-
ства λ подмножеств X, которые определяют локально выпуклые ТВП на множестве C(X)
(см. [4]). Например, к таким «хорошим» семействам λ относится семейство всех компактных
(конечных, метризуемых компактных, счетно компактных, псевдокомпактных, C-компактных)
подмножеств пространства X.

В данной работе мы исследуем множественно-открытую топологию на C(X), определяемую
семейством λ — всех секвенциально компактных подмножеств пространства X.

Все пространства, рассматриваемые в работе, будем предполагать тихоновскими. Если X
и Y — топологические пространства, то запись X > Y (X > Y , X = Y ) означает, что X и
Y совпадают как множества, и топология на X сильнее или равна (строго сильнее, равна)
топологии на Y . Символ R и N обозначают множество вещественных и натуральных чисел

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 09-01-00139-а), программы Отделения мате-
матических наук РАН.
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соответственно. Функцию, тождественно равную нулю, будем обозначать f0. Замыкание мно-
жества A будем обозначать как A, символом ∅ обозначаем пустое множество. Если A ⊂ X, а
f ∈ C(X), то через f |A обозначаем сужение функции f на множество A. Как обычно, f(A) и
f−1(A) — это соответственно образ и полный прообраз множества A при отображении f . Через
[A]γ будем обозначать множество всех подмножеств A мощности γ. Символом D обозначим
дискретное двоеточие. Через [A,U ] обозначим множество {f ∈ C(X) : f(A) ⊂ U}. Остальные
обозначения можно найти в [7].

§ 1. Секвенциально компактные множества

Напомним, что топологическое пространство X называется секвенциально компактным, если
каждая последовательность точек в X содержит сходящуюся подпоследовательность. Очевид-
но, что каждое секвенциально компактное пространство счетно компактно. Обратная имплика-
ция неверна. Существуют даже не секвенциально компакные компакты (см. [7, пример 3.10.38]).
Пространство X называется секвенциальным, если множество A ⊂ X замкнуто тогда и толь-
ко тогда, когда со всякой последовательностью оно содержит все ее пределы. Секвенциальная
компактность и счетная компактность равносильны в классе секвенциальных T1-пространств
и, в частности, T1-пространств с первой аксиомой счетности.

Пусть I отрезок [0, 1]. Известно, что Dc является компактным, но не секвенциально ком-
пактным пространством (см. замечание [7, пример 3.10.38]). Отсюда следует, что Ic не является
секвенциально компактным.

Хорошо известен пример, показывающий, что даже в компактных пространствах замыка-
ние секвенциально компактного подпространства не обязано быть секвенциально компактным.

Пример 1. Пусть S — Σω1-произведение отрезка I относительно точки, все координаты
которой в Ic равны 0.

Напомним, что множество A называют ограниченным (C-компактным) подмножеством в
X, если для любой f ∈ C(X) образ f(A) ограничен (компактен) в R.

Далее будут использоваться следующие обозначения подсемейств ограниченных подмно-
жеств пространства X.

F (X) — семейство всех конечных подмножеств X.
MK(X) — семейство всех метризуемых компактных подмножеств X.
K(X) — семейство всех компактных подмножеств X.
SC(X) — семейство всех секвенциально компакных подмножеств X.
CC(X) — семейство всех счетно-компактных подмножеств X.
PS(X) — семейство всех псевдокомпактных подмножеств X.
RC(X) — семейство всех C-компактных подмножеств X.
B(X) — семейство всех ограниченных подмножеств X.
Заметим, что F (X) ⊂ MK(X) ⊂ K(X) ⊂ CC(X) ⊂ PS(X) ⊂ RC(X) ⊂ B(X) и F (X) ⊂

MK(X) ⊂ SC(X) ⊂ CC(X).
Соответствующие топологические пространства Cλ(X) будем обозначать:
Cp(X) при λ = F (X) (топология поточечной сходимости);
Ck(X) при λ = MK(X) (топология равномерной сходимости на метризуемо компактных

подмножествах);
Cc(X) при λ = K(X) (компактно-открытая топология);
Csc(X) при λ = SC(X) (секвенциально-компактно-открытая топология);
Ccc(X) при λ = CC(X) (счетно-компактно-открытая топология);
Cps(X) при λ = PS(X) (псевдокомпактно-открытая топология);
Crc(X) при λ = RC(X) (C-компактно-открытая топология).
Пространство X называют субметризуемым, если существует уплотнение f : X → Y , где Y

метризуемое пространство.
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Теорема 1. Пусть X — субметризуемое пространство, и пусть A подмножество X. То-
гда следующие условия эквивалентны:
а) A — компакт;
б) A — метризуемый компакт;
в) A — секвенциальный компакт;
г) A — счётно компактное подмножество;
д) A — псевдокомпакт;
е) A — C-компактное подмножество;
ж) A — замкнутое и ограниченное.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Импликации б)⇒в)⇒г)⇒д)⇒е), б)⇒а) и а)⇒ж) следуют из опре-
делений.

Докажем а)⇒б). Пусть A — компактно. В силу субметризуемости X существует уплотнение
X на метризуемое пространство Y , тогда сужение этого уплотнения на множество A является
гомеоморфизмом. Отсюда из субметризуемости A следует, что A — метризуемо.

Докажем ж)⇒е). Предположим противное. Пусть A — ограниченное и замкнутое, но не C-
компактное множество. Тогда существует функция f : X → R и последовательность {xn} ⊂ A
такие, что f(A) ⊂ [0, 1) и f(xn) → 1. Пусть h : X → M — уплотнение X на метризуемое про-
странство M . Заметим, что h(A) — ограниченное подмножество метризуемого пространства, и
значит, h(A) — компактное подмножество M . Отсюда следует, что существуют подпоследова-
тельность {xk} последовательности {xn} и x0 ∈ X такие, что h(xk) → h(x0). Зафиксируем от-
крытые множества V и W такие, что V ∩W = ∅, {xk} ⊂ V , x0 ∈ W . Существует набор {εk}, для
которого B(h(xi), εi)∩B(h(xj), εj) = ∅ при i 6= j и εi < 1

i . Обозначим Vi = h−1(B(h(xi), εi/2))∩V .
По Vi построим функцию gi : X → R такую, что gi(xi) = i, gi(X\Vi) ⊂ {0}, и покажем, что функ-

ция g(x) =
∞∑
i=1

gi(x) является непрерывной. Для доказательства непрерывности g достаточно

для каждого x ∈ X найти окрестность Ux, пересекающуюся не более чем с одним множеством
Vi. Если x ∈ W , то Ux = W . Если x ∈ Vi для некоторого i, то Ux = Vi. Если h(x) ∈ B(h(xi), εi/2)
для некоторого i, то Ux = h−1(B(h(x), εi/2)). Иначе, в качестве Ux положим множество вида
h−1(B(h(x), ε)), где ε выбрано так, что B(h(x), ε) ∩ B(h(xi), εi/2) = ∅ для каждого i (легко
показать, что такое ε существует). Так как g непрерывная неограниченная на A функция, то
приходим к противоречию.

Докажем е)⇒а). Пусть f̃ : X → Z — уплотнение X на метризуемое пространство Z. Ясно,
что Y = f̃(A) — C-компактно в Z. Сначала докажем, что Y — счётно компактно (а значит
компактно, так как метризуемо). Пусть U — счётное семейство открытых множеств такое, что⋃U ⊃ Y . Каждое открытое множество в Z функционально открыто, а значит (по теореме в
[5]), существует конечное V ⊂ U такое, что

⋃V ⊃ Y . Пусть f = f̃ |A. Достаточно показать, что
f — гомеоморфизм. Пусть x ∈ V ∩ A, где V — открыто в X. Существует такое g : X → I, что
g(x) = 0, g(X \ V ) = {1}. Рассмотрим F = g−1([12 , 1]) — функционально замкнутое множество.
Ясно, что x /∈ F и X \V ⊂ F . Множество F ∩A — C-компактно как функционально замкнутое
подмножество C-компактного множества (см. в [5]), а значит, его образ в Y — компакт, следо-
вательно, Vx = A \F — открыто в A и f(Vx) — открыто в Y . Значит, f(V ) — открыто в Y , так
как V =

⋃
x∈V

Vx. Таким образом, f — гомеоморфизм. ¤

Следствие 1. Пусть X — субметризуемое секвенциально компактное пространство. То-
гда X — метризуемый компакт.

Заметим, что C-компактность пространства X в себе эквивалентна псевдокомпактности X.
Из теоремы 1 получаем следующее

Следствие 2. Пусть X — псевдокомпактное субметризуемое пространство. Тогда X —
метризуемый компакт.



78 А.В. Осипов, Д.А. Косолобов

МАТЕМАТИКА 2011. Вып. 3

§ 2. Секвенциально-компактно-открытая топология

Через SC(X) будем обозначать множество всех секвенциально компактных подмножеств про-
странства X. Множество непрерывных вещественнозначных функций C(X) с множественно-
открытой топологией, порождённой семейством SC(X), будем обозначать Csc(X). Предбазу
такой топологии образуют все множества вида {f ∈ C(X) : f(F ) ⊂ U}, где F ∈ SC(X), а
U — открытое подмножество числовой прямой. Порожденную таким образом топологию будем
называть секвенциально-компактно-открытой и обозначать как sc-открытая топология.

Множество C(X) с топологией равномерной сходимости на семействе SC(X) будем обо-
значать как Csc,u(X). Для любого f ∈ C(X), A ∈ SC(X) и ε > 0 обозначим 〈f,A, ε〉 =
{g ∈ C(X) : |f(x) − g(x)| < ε для всех x ∈ A}. Тогда для любого f ∈ C(X) семейство
{〈f, A, ε〉 : A ∈ SC(X), ε > 0} образует базу в точке f в пространстве Csc,u(X). Тем самым
семейство {〈f,A, ε〉 : f ∈ C(X), A ∈ SC(X), ε > 0} образует базу топологии равномерной
сходимости на семействе SC(X).

Теорема 2. Для произвольного пространства X выполняется Csc(X) = Csc,u(X).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Csc(X) 6 Csc,u(X). Пусть A ⊂ X — секвенциально компактно,
V — открыто в R, и f ∈ [A, V ]. Для каждого a ∈ A существует εa > 0 такое, что B(f(a), 2εa) ⊂
V . Так как f(A) является компактом в R, то существует конечное множество A′ ⊂ A такое,
что

⋃
a∈A′

B(f(a), εa) ⊃ f(A). Пусть ε = min{εa : a ∈ A′}. Покажем, что для любого g из

〈f, A, ε〉 g ∈ [A, V ]. Для каждого x ∈ A существует a ∈ A′ такое, что |f(x) − f(a)| < εa.
Теперь |g(x)− f(a)| < 2εa. Значит g(x) ∈ V , а следовательно, g ∈ [A, V ].

Csc(X) > Csc,u(X). Пусть A ⊂ X — секвенциально компактно, ε > 0 и f ∈ C(X). Найдется
конечное множество A′ такое, что f(A) ⊂ ⋃

a∈A′
B(f(a), ε

3). Для a ∈ A′ определим Aa = A ∩
f−1(B(f(a), ε

3)) (секвенциальная компактность наследуется замкнутыми множествами). Пусть
W =

⋂
a∈A′

[Aa, B(f(a), 2ε
3 )]. Ясно, что f ∈ W , так как B(f(a), ε

3) ⊂ B(f(a), 2ε
3 ). Пусть g ∈ W и

x ∈ A. Для некоторого a ∈ A′ |f(a) − f(x)| 6 ε
3 , значит, |g(x) − f(a)| < 2ε

3 . Следовательно,
|g(x)− f(x)| 6 |g(x)− f(a)|+ |f(a)− f(x)| < ε. Таким образом, g ∈ 〈f,A, ε〉. ¤

Следствие 3. Для произвольного пространства X выполняется Csc(X) 6 Cu(X).

Семейство замыканий секвенциально компактных множеств будем обозначать как SC(X).

Теорема 3. Для произвольного пространства X выполняется
Csc(X) = Csc(X) = Csc,u(X) = Csc,u(X) 6 Cu(X).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем, что Csc(X) = Csc(X). Пусть A ∈ SC(X), а V — от-
крыто в R. Достаточно показать, что [A, V ] = [A, V ]. Заметим, что f(A) = f(A). Очевидно,
[A, V ] ⊃ [A, V ]. Пусть f ∈ [A, V ], тогда f(A) ⊃ f(A) = f(A). Из того, что f(A) ⊂ f(A) следует
f(A) = f(A) ⊂ V , и поэтому f ∈ [A, V ]. Значит, [A, V ] = [A, V ].

Докажем, что выполняется Csc,u(X) = Csc,u(X). Так как 〈f, A, ε〉 ⊃ 〈f, A, ε〉 = U , то
Csc,u(X) 6 Csc,u(X). Пусть теперь A 6= A и 〈f, A, ε

3〉 = V . Рассмотрим g ∈ V и x ∈ A \ A.
Пусть a ∈ A ∩ g−1(B(g(x), ε

3)) ∩ f−1(B(f(x), ε
3)). Из того, что |g(x) − f(x)| 6 |g(x) − g(a)| +

|g(a)− f(a)|+ |f(a)− f(x)| < ε, следует, что f ∈ V ⊂ U . Значит, Csc,u(X) = Csc,u(X). ¤

Следствие 4. Пусть X секвенциально компактно, тогда Csc(X) = Cu(X).

Если Csc(X) = Cu(X), то X может и не быть секвенциально компактным.

Пример 2. Тихоновский куб X = Ic компактен, но не секвенциально компактен. Отсюда
Cc(X) = Cu(X) и, по теореме 3, Csc(X) 6 Cu(X). В X существует секвенциально компакт-
ное всюду плотное подмножество S (см. пример 1). Значит, по утверждению 3, выполняется
Csc,u(X) = Csc,u(X). Отсюда Csc(X) = Cu(X).
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Теорема 4. Csc(X) = Cu(X) тогда и только тогда, когда в X есть всюду плотное секвен-
циально компактное подмножество.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Csc(X) = Cu(X). Существует конечное семейство секвен-
циально компактных множеств {Si}n

i=1 и семейство открытых в R множеств {Ui}n
i=1, что

f0 ∈
⋂n

i=1[Si, Ui] ⊂ 〈f0, X, 1〉. Очевидно, что S =
⋃n

i=1 Si — секвенциально компактное всю-
ду плотное множество.

Пусть S секвенциально компактное всюду плотное множество. Тогда, по утверждению 3,
Csc(X) = Csc(X), откуда следует Csc(X) = Cu(X). ¤

Теорема 5. Пусть C∗(X) — множество ограниченных непрерывных функций. Тогда
C∗(X) = Csc(X).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть U =
n⋂

i=1
[Ai, Vi] открытое базисное подмножество простран-

ства Csc(X), где Ai — секвенциально компактные подмножества X, а Vi — открытые подмно-

жества в R. Пусть f ∈ U и A =
n⋃

i=1
Ai. Найдется такой отрезок [a, b], что f(A) ⊂ [a, b] (так

как A — секвенциально компактно). Определим непрерывную функцию h : R→ R следующим
образом: h(x) = a при x < a, h(x) = x при a 6 x 6 b, h(x) = b при x > b. Функция h◦f ∈ C∗(X)
и принадлежит U . ¤

Пространство Csc(X) является хаусдорфовым, поскольку конечные множества в X яв-
ляются секвенциально компактными. Так как Csc(X) = Csc,u(X), то топология на Csc(X)
порождается семейством полунорм pA(f) = sup{|f(x)| : x ∈ A}, где A ∈ SC(X). Пусть
VA,ε = {f ∈ C(X) : pA(f) < ε}. Множество f + {VA,ε : A ∈ SC(X), ε > 0} образует фундамен-
тальную систему окрестностей в точке f . Отсюда заключаем, что Csc(X) является локально
выпуклым ТВП.

§ 3. Взаимоотношения множественно-открытых топологий

Наряду с компактно-открытой топологией среди классических топологий можно выде-
лить топологию поточечной сходимости, счетно-компактно-открытую, C-компактно-открытую,
ограниченно-открытую, псевдокомпактно-открытую, метризуемо компактно-открытую топо-
логию, а также топологию равномерной сходимости. В этом параграфе приводятся примеры
пространств, на которых эти топологии отличаются, и исследуются отношения sc-открытой
топологии к другим топологиям.

Отметим, что sc-топология Csc(X) может быть несравнимой с компактно-открытой топо-
логией Cc(X).

Пример 3. Пусть X — это множество всех счетных ординалов {α : α < ω1} с порядковой то-
пологией. Пространство X является секвенциально компактным, но не компактным простран-
ством. Секвенциальная компактность следует из секвенциальности и счетной компактности
пространства X.

Заметим, что Csc(X) > Cc(X). Действительно, пусть f = f0 и U = (−1, 1). Рассмотрим
окрестность [X, U ] функции f . Предположим, что найдется семейство окрестностей {[Ai, Ui]}n

i=1,

где Ai — компакт, и f ∈
n⋂

i=1
[Ai, Ui] ⊂ [X, U ]. Тогда ∃α < ω1 такое, что ∀β ∈ Ai β < α. Опреде-

лим функцию g: g(β) = 0 при β 6 α и g(β) = 1 при β > α. Тогда для функции g выполняется

g ∈
n⋂

i=1
[Ai, Ui], но g /∈ [A, U ]. Противоречие.

Отметим, что для пространства X справедливы следующие соотношения:
Cp(X) < Ck(X) = Cc(X) < Csc(X) = Ccc(X) = Cps(X) = Crc(X) = Cb(X) = Cu(X).
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Пример 4. Пусть Y = βN — стоун-чеховская компактификация множества натуральных
чисел c дискретной топологией. Заметим, что каждое секвенциально компактное подпростран-
ство пространства βN конечно, так как βN не содержит подпространств гомеоморфных про-
странству сходящейся последовательности (см. следствие 3.6.15 в [7]). Отсюда следует, что

Cp(Y ) = Ck(Y ) = Csc(Y ) < Cc(Y ) = Ccc(Y ) = Cps(Y ) = Crc(Y ) = Cb(Y ) = Cu(Y ).

Пример 5. Пусть Z = X ⊕ Y сумма топологических пространств X и Y , где X и Y
пространства из примеров 3 и 4 соответственно. Тогда sc-открытая топология несравнима с
компактно-открытой топологией на множестве C(Z).

Если пространство X обладает свойством, что SC(X) = K(X), то ясно, что Cc(X) =
Csc(X). Следующий пример показывает, что из равенства Cc(X) = Csc(X) не следует, что
SC(X) = K(X).

Пример 6. Пусть X = Ic — тихоновский куб веса c. Пространство X компактно и содержит
всюду плотное секвенциально компактное подмножество (см. пример 1 из введения). Таким
образом, Cc(X) = Csc(X) = Cu(X). Пусть βN — стоун-чеховская компактификация дискрета
N. Так как вес βN равен c, βN содержится в X. Осталось заметить, что в βN все секвенциально
компактные подмножества конечны. Таким образом, K(X) * SC(X).

Отметим, что для пространства X справедливы следующие соотношения:
Cp(X) < Ck(X) < Cc(X) = Csc(X) = Ccc(X) = Cps(X) = Crc(X) = Cb(X) = Cu(X).

Пример 7. Пусть X = ω1 + 1 — пространство всех ординалов меньших или равных
первому несчетному ординалу ω1 с порядковой топологией. Пространство X является ком-
пактным секвенциально компактным неметризуемым пространством. Отсюда следует, что
Cp(X) < Ck(X) < Csc(X) = Cc(X) = Ccc(X) = Cps(X) = Crc(X) = Cb(X) = Cu(X).

Построим пример счётно компактного пространства, каждое секвенциально компактное и
каждое компактное подмножество которого конечно.

Пример 8. Пусть K0 = N. Индукцией по ω1 будем строить подпространство пространства
βN. По α < ω1 пусть построены множества Kβ ⊂ βN для β < α и |Kβ| 6 c. Тогда для
каждого A ∈ [

⋃
β<α Kβ]ω выберем xA такое, что xA является предельной точкой для A в βN.

Положим Kα =
⋃

β<α Kβ ∪ {xA : A ∈ [
⋃

β<α Kβ]ω}. Положим M =
⋃

α<ω1
Kα. Так как |M | 6 c и

каждый бесконечный компакт в βN имеет мощность 2c, то получаем, что M счётно компактное
пространство, каждое секвенциально компактное и каждое компактное подмножество которого
конечно. Таким образом справедливы следующие соотношения:

Cp(M) = Ck(M) = Csc(M) = Cc(M) < Ccc(M) = Cps(M) = Crc(M) = Cb(M) = Cu(M).

Пример 9. Пусть E — несчётное максимальное почти дизьюнктное семейство подмножеств
N. Определим топологию на множестве X = Ψ = E ∪ N следующим образом: пусть N будет
дискретным открытым подмножеством, а окрестность x ∈ E имеет вид {x} ∪ (x \A), где A ко-
нечно. Построенное топологическое пространство называется пространством Мрувки–Исбела–
Фролика. Отметим, что X псевдокомпактно, но не счётно компактно. Каждое компактное,
секвенциально компактное и счётно компактное подмножество X имеет вид

⋃n
i=1({xi} ∪ (xi \

Si)) ∪ S, где xi ∈ E, |Si| < ω, |S| < ω. Таким образом, получаем следующие соотношения:
Cp(X) < Ck(X) = Csc(X) = Cc(X) = Ccc(X) < Cps(X) = Crc(X) = Cb(X) = Cu(X).

Пример 10. Пусть X = βN⊕ (ω1 +1)⊕M ⊕Ψ, где M и Ψ пространства из примеров 8 и 9.
Тогда получаем следующие соотношения:

Cp(X) < Ck(X) < Csc(X) < Cc(X) < Ccc(X) < Cps(X) = Crc(X) = Cb(X) = Cu(X).

Пример 11. Пусть G = (ω1)⊕M⊕Ψ⊕Ic, где M и Ψ пространства из примеров 8 и 9. Тогда
получаем следующие соотношения:

Cp(G) < Ck(G) < Cc(G) < Csc(G) < Ccc(G) < Cps(G) = Crc(G) = Cb(G) = Cu(G).
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Пример 12. (Плоскость Дьедонне). Пусть X = [0, ω1] × [0, ω0] \ {(ω1, ω0)}. Топология τ
порождена базой: открытой является каждая точка из множества [0, ω1) × [0, ω0), а также
множества вида Uα(β) = {(β, γ) : α < γ 6 ω0} и Vα(β) = {(γ, β) : α < γ 6 ω1}.

Пусть A = {(ω1, n) : 0 6 n < ω0}. Возьмем произвольное C-компактное подмножество B
пространства X. Так как для любого α < ω1 множество {α} × [0, ω0] открыто-замкнутое (и
следовательно функционально открытое), то для любого β 6 ω0, множество ([0, ω1]×{β})

⋂
B

состоит не более чем из конечного числа точек. Отсюда следует, что B — компактное подмно-
жество X.

В [3] было доказано, что A является замкнутым ограниченным подмножеством X и Cc(X) <
Cb(X). Так как любое C-компактное подмножество X является компактным, то Crc(X) =
Cc(X) < Cb(X).

Таким образом, существует пространство C(X), у которого ограниченно-открытая тополо-
гия строго сильнее, чем C-компактно-открытая.

Пример 13. Пусть Y = [0, ω2] × [0, ω1] \ {(ω2, ω1)}, с топологией τ порождаемой базой:
открытой является каждая точка из множества [0, ω2)×[0, ω1), а также множества вида UP (β) =
{(β, γ) : γ ∈ ([0, ω1] \ P ), где P конечно } и Vα(β) = {(γ, β) : α < γ 6 ω2}.

Пусть A = {(ω2, γ) : 0 6 γ < ω1}. Рассмотрим функцию f ∈ C(Y ). Предположим, что f(A)
не замкнутое, тогда существуют точка c ∈ f(A) \ f(A) и последовательность {an} ⊂ A такие,
что {f(an)} → c. Так как an = (ω2, γn), то по свойству ординалов существует αn такое, что
f(α, γn) = f(an) для всех α > αn. Более того, существует β такое, что для любого γ ∈ [0, ω1]
и α > β f(α, γ) = f(ω2, γ). Ясно, что f(β, ω1) = c. Тогда существует δ, что для всех γ ≥ δ,
f(β, γ) = c. Отсюда следует, что f(ω2, γ) = c, но (ω2, γ) ∈ A и c /∈ f(A). Получили противоречие.
Таким образом, A является C-компактным подмножеством Y .

Пусть B произвольное псевдокомпактное подмножество пространства Y . Так как для лю-
бого α < ω2 множество {α} × [0, ω1] открыто-замкнутое (и следовательно, функционально от-
крытое), то для любого β 6 ω1, множество ([0, ω2]×{β})

⋂
B состоит не более чем из конечного

числа точек. Отсюда следует, что B — компактное подмножество Y . Тем самым никакое псев-
докомпактное подмножество Y не покрывает множество A. Таким образом, псевдокомпактно-
открытая топология строго слабее C-компактно-открытой топологии на множестве C(Y ). Сле-
довательно, Cc(Y ) = Cps(Y ) < Crc(Y ).

Пример 14. Пусть X и Y топологические пространства из примеров 12 и 13, а простран-
ство G из примера 11. Рассмотрим прямую сумму этих пространств Z = X

⊕
Y

⊕
G. Тогда

для полученного топологического пространства Z будет выполняться
Cp(Z) < Ck(Z) < Cc(Z) < Csc(Z) < Ccc(Z) < Cps(Z) < Crc(Z) < Cb(Z).

Замечание 1. Пусть X — субметризуемое пространство, тогда Ck(X) = Cc(X) =
Csc(X) = Ccc(X) = Cps(X) = Crc(X).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В субметризуемом пространстве класс всех секвенциально ком-
пактных (компактных, счетно компактных, C-компактных, псевдокомпактных) подмножеств
X совпадает с классом всех метризуемых компактных подмножеств (см. теорему 1). ¤

§ 4. Некоторые кардинальнозначные характеристики

Сепарабельность пространства Csc(X) эквивалентна сепарабельности пространства Cp(X).
Теорема 6. Пусть λ — сеть, состоящая из C-компактных множеств. Тогда следующие

условия эквивалентны:
а) Cp(X) — сепарабельно;
б) Cc(X) — сепарабельно;
в) Cλ(X) — сепарабельно;
г) X уплотняется на сепарабельное метризуемое пространство;
д) X субметризуемо и d(X) 6 2ω.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Эквивалентность пунктов а), б), г), д) доказана в [2, теорема 2.1].
Пусть выполняется г). Тогда по теореме 1 λ состоит из метризуемых компактов. Следовательно,
Cλ(X) 6 Cc(X), а значит d(Cλ(X)) 6 d(Cc(X)) 6 ω. Пусть выполнено в), то есть Cλ(X) —
сепарабельно. Из того, что Cp(X) 6 Cλ(X) (так как λ — сеть) следует а). ¤

Следствие 5. Следующие утверждения эквивалентны:
а) Cp(X) — сепарабельно;
б) Ck(X) — сепарабельно;
в) Csc(X) — сепарабельно;
г) Cc(X) — сепарабельно;
д) Ccc(X) — сепарабельно;
е) Cps(X) — сепарабельно;
ж) Crc(X) — сепарабельно.

Напомним, что пространство X имеет счётное число Суслина c(X) = ω, если каждое ди-
зьюнктное семейство непустых открытых множеств не более чем счётно. Отметим также, что
если X — сепарабельное пространство и ординал m > ω, то c(Xm) = ω (см. [7, следствие 2.3.18]).

Пространство Cp(X) всегда обладает счетным числом Суслина.

Предложение 1. Пусть X субметризуемо. Тогда Csc(X) имеет счетное число Суслина.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Csc(X) 6 Cps(X). Так как X субметризуемо, то пространство
Cps(X) имеет счетное число Суслина (см. [2, теорема 2.17]). Отсюда следует, что Csc(X) также
имеет счетное число Суслина. ¤

Покажем, что обратное утверждение теоремы будет неверным.

Пример 15 (см. [2]). Пусть F = {a} ∪ A, где A несчётное дискретное подпространство,
а окрестностями точки a являются множества вида {a} ∪ (A \ C), где C ⊂ A и C счётно.
Заметим, что каждое компактное и секвенциально компактное подмножество в F конечно.
Таким образом, получаем Cp(F ) = Cc(F ) = Csc(F ). Следовательно, Csc(F ) имеет счетное число
Суслина, но пространство F не субметризуемое.

Предложение 2. Пусть X — секвенциально компактно. Тогда следующие условия экви-
валентны:
а) Csc(X) имеет счетное число Суслина;
б) Csc(X) сепарабельно;
в) Csc(X) обладает свойством Линделёфа;
г) X — метризуемый компакт.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как пространство X секвенциально компактно, то Csc(X) =
Cu(X). Отсюда следует, что пространство Csc(X) метризуемо. В метризуемых пространствах
свойства счетность числа Суслина, сепарабельность и линделёфовость совпадают. Эквивалент-
ность условию г) следует из теорем 6, 1 и предложения 1. ¤

Заметим, что секвенциально компактное пространство B, построенное в примере 1, обла-
дает счетным числом Суслина, но Csc(B) не имеет счетного числа Суслина, так как B — не
компакт.

Пространство всех счетных ординалов X = ω1, в порядковой топологии, — секвенциаль-
но компактное, но не компактное пространство. Таким образом, Csc(X) не обладает счетным
числом Суслина.

Предложение 3. Пусть Csc(X) имеет счетное число Суслина, и пусть A секвенциально
компактное, C-вложимое подмножество пространства X. Тогда A метризуемый компакт.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как A секвенциально компактное, то Csc(A) = Cu(A). Пусть
{Uα = 〈fα, A, εα〉}— дизьюнктное семейство непустых открытых множеств в Csc(A). Пусть f̃α —
некоторое продолжение функций fα на X. Очевидно, что Vα = 〈f̃α, A, εα〉 — открыто и непусто
в Csc(X). Заметим, что по определению {Vα}— дизьюнктное семейство. Значит, семейство {Uα}
не более чем счётно. Тогда, по теореме 2, множество A— метризуемый компакт. ¤

Покажем, что существует компактное пространство в котором существует всюду плотное
не C-вложимое секвенциально компактное подмножество.

Пример 16. Пусть ω1 +1 множество всех ординалов меньших или равных первому несчет-
ному ординалу ω1 с порядковой топологией. Рассмотрим пространство Y = W 1 ⊕ W 2 как
сумму двух экземпляров пространств ω1 + 1. Пространство X получается отождествлением в
пространстве Y двух точек несчётного характера. Обозначим точку, полученную отождеств-
лением, как точку z. Полученное пространство X является компактным, а всюду плотное под-
множество S = X \{z} секвенциально компактным. Заметим, что любая непрерывная функция
f : X → R, начиная с некоторого α < ω1, становится постоянной как на множестве W 1, так и
на множестве W 2. Таким образом, в пространстве X любая непрерывная вещественнозначная
функция постоянна в некоторой окрестности точки z. Определим функцию g на S следующим
образом: g(W 1 \{z}) = 1 и g(W 2 \{z}) = 2. Функция g непрерывна на S и g нельзя продолжить
на всё X. Таким образом, S не C-вложимое подмножество пространства X.

Пространство X обладает счетной сетью, если существует счетное семейство F такое, что
для любой точки x ∈ X и любой окрестности Vx точки x существует F ∈ F такое, что x ∈
F ⊂ Vx. Напомним, что k-сетью пространства X называют семейство F такое, что для любого
компактного подмножества Z пространства X и содержащего его открытого множества V
существует F ∈ F такое, что Z ⊂ F ⊂ V . Пространство, обладающее счётной k-сетью называют
ℵ0-пространством.

Предложение 4. Следующие условия эквивалентны:
а) X — ℵ0-пространство;
б) Ck(X) обладает счётной сетью;
в) Cc(X) обладает счетной сетью;
г) Csc(X) обладает счетной сетью;
д) Ccc(X) обладает счетной сетью;
е) Cps(X) обладает счетной сетью;
ж) Crc(X) обладает счетной сетью.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Эквивалентность утверждений а), в) доказана в [2, теорема 3.26].
Импликации е)⇒д)⇒г)⇒в)⇒б), д)⇒г)⇒б) очевидны. Из б) следует, что Ck(X) сепарабельно,
откуда заключаем, что X субметризуемо по теореме 6. Значит, по теореме 1, Ck(X) = Crc(X)
и Crc(X) обладает счётной сетью. ¤

Предложение 5. Пусть X — ℵ0-пространство. Тогда Csc(X) — линделёфово простран-
ство.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Любое пространство, обладающее счетной сетью, является лин-
делёфовым. По теореме 4 пространство Csc(X) обладает счетной сетью. ¤

Предложение 6. Следющие условия эквивалентны:
а) Ck(X) обладает счётной базой;
б) Cc(X) обладает счётной базой;
в) Csc(X) обладает счётной базой;
г) Ccc(X) обладает счётной базой;
д) Cps(X) обладает счётной базой;
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е) Crc(X) обладает счётной базой;
ж) X хемикомпактно и субметризуемо.
Более того, в каждом из этих случаев Ck(X) = Cc(X) = Csc(X) = Ccc(X) = Cps(X) = Crc(X).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Существование счётной базы влечёт сепарабельность. Из теоре-
мы 6 и теоремы 1 следует равенство Ck(X) = Cc(X) = Csc(X) = Ccc(X) = Cps(X) = Crc(X) и
эквивалентность а)–е). Эквивалентность б) и ж) доказана в [2, теорема 4.6]. ¤
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