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Введение

Многие задачи компьютерного распознавания образов, как правило, требуют в конечном
счете построения того или иного классификатора (распознающего автомата) [1–3]. Основны-
ми составляющими классификатора являются блок памяти с эталонами объектов и процессор,
осуществляющий принятие решения по тем или иным решающим правилам. Обычно класси-
фикаторы строят на базе некоторого компьютера, где роль процессора заменяет программа,
последовательно обрабатывающая массив эталонов для выявления наиболее близкого этало-
на к предъявленной реализации. Такая процедура на этапе классификации занимает много
времени (массивы эталонов, как правило, достаточно велики).

В целях сокращения времени для принятия решений предлагается один из вариантов по-
строения классификатора последовательно–параллельного действия, в качестве эталонов ко-
торого взяты отношения. Конструктивно эталонные отношения строятся на основе обучения
как регистры, реализующие полную систему предикатов Радемахера, связанные комбинацион-
ными схемами. Количество регистров-счетчиков соответствует местности отношений, а число
выходов комбинационной схемы — числу эталонов–отношений.

Принятие решения осуществляется последовательно–параллельным методом: на регистры
подаются последовательно все возможные комбинации чисел, то есть задаются все координаты
эталонов–отношений, и соответствующие этим отношениям предикаты параллельно сравнива-
ются с предъявленными отношениями (предикатами).

Результаты сравнения накапливаются в счетчиках. Как только все комбинации будут про-
верены, счетчики опрашиваются и максимально заполненный счетчик вырабатывает сигнал
идентифицированного эталона.

Такой подход к построению классификатора отношений тем эффективнее, чем больше мас-
сив эталонов, так как время для принятия решений при этом не зависит от мощности обу-
чающей выборки, тогда как при последовательной обработке эталонов время для принятия
решения возрастает прямо пропорционально количеству эталонов.

§ 1. Решающие правила для классификаторов отношений

Рассмотрим решающие правила для классификации отношений, ориентированные на син-
тез структуры классификатора (распознающего автомата) минимальной сложности [1, 7].

1. Метод коллективного голосования для отношений
Пусть M ⇋ {a1, a2, . . . , a2n} — основное множество конструктивных объектов, число кото-

рых равно целой степени двойки.
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На m -й декартовой степени множества M заданы эталоны обучающей выборки O1, O2, . . . ,
Ol ⊆ Mm, классифицирующая функция f : Il → It, где Il ⇋ {1, 2, . . . , l}, It ⇋ {1, 2, . . . , t},
l — число объектов классификации, t — число эталонов t ∈ N ⇋ {0, 1, 2, . . .}.

Для предъявленного отношения X ⊆ Mm вычисляются величины:

а) мера близости между эталонными Oi (x) и предъявленными X (x) описаниями объекта
x = 〈x1, x2, . . . , xn〉 — одной из реализаций отношения X, 〈x1, x2, . . . , xn〉 — набор признаков
xj, j = 1, n, n — число признаков

P (Oi (x) ,X (x)) =

{
1, если Oi (x) = X (x) ,

(
i = 1, t

)
;

0, в противном случае,

где X (x) =

{
1, если x ∈ X;
0, в противном случае,

Oi (x) =

{
1, если x ∈ Oi;
0, в противном случае.

б) Si =
∑

x∈Mm

P (Oi (x) ,X (x)) — суммарная величина сходства (похожести) по всем реали-

зациям x = 〈x1, . . . , xn〉 ∈ X предъявленного на распознование описания отношения X (x) с
эталонным Oi (x) для i -го класса.

Пусть S0 = max (S1, S2, . . . , Sl) . Тогда частные решающие предикаты вычисляются следу-

ющим образом: Qi (X) =

{
1, если S0 = Si;

(
i = 1, l

)
;

0, в противном случае.

Общее решение по классификации определяется по формуле Rk (X) = ∨
i∈Dk

Qi (X) ,
(
k = 1, t

)
,

где Dk = {i|f(i) = k} — множество номеров эталонных объектов, попадающих в класс k.

2. Дискретные функции Радемахера при произвольном конечном числе точек
определения

В работах [1, 4] речь идет о предикатах Радемахера, которые определяются через дискрет-
ные функции Радемахера. Рассмотрим эти функции и их свойства.

Дискретные функции Радемахера r2n

(i, j) , определенные в 2n точках, вычисляются сле-
дующим образом: r2n

(0, j) = 1,
(
j = 0, 2n − 1

)
,

r2n

(1, j) =

{
+1, если j = 0, 2n−1 − 1;

−1, если j = 2n−1, 2n − 1.

Остальные функции генерируются с помощью итерационного соотношения:

r2n

(i, j) = r2n

(i − 1, 2j mod 2n) ;
(
i = 2, n; j = 0, 2n − 1

)
.

Функции Радемахера вида rm (i, j) , где
(
i = 0, n; j = 0,m − 1

)
, n = µy (2y > m) .

µ — оператор минимизации [8], можно вычислить через функции Радемахера вида r2n

(i, k) ,(
i = 0, n; k = 0, 2n − 1

)
следующим образом:

Теорема 1 (см. [4]). Пусть ν = 2n/m, где n = µy (2y > m) , µ — оператор минимизации,

тогда rm (i, j) = r2n

(i, [ν · j]) ,
(
i = 0, n; j = 0,m − 1

)
, где [·] — целая часть числа.

3. Связь между точечными предикатами и предикатами Радемахера
Для построения предикатов конечной модели M ⇋ 〈M ;σ〉, где M ⇋ {a1, a2, . . . , am} ,

σ ⇋ 〈R1, R2, . . . , Rn〉 , n = µy (2y > m) , µ — оператор минимизации [8], которые исполь-
зуются в классификаторах отношений последовательно–параллельного действия, необходимо
представлять точечные предикаты P1, P2, . . . , Pm, где

Pi (x) =

{
1, если x = ai;

(
i = 1,m

)
;

0, в противном случае,
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через предикаты Радемахера R1, R2, . . . , Rn :

Ri (x) =

{
1, если (x = ak) & rm (i, k − 1) = 1;

(
i = 1, n

)
;

0, в противном случае.

Здесь rm (i, j) — дискретные функции Радемахера, определенные в m точках.

Теорема 2 (см. [4]). Для любого k ∈ Im ⇋ {1, 2, . . . ,m} ,m ∈ N точечные предикаты

Pk (x) представимы через предикаты Радемахера R̃k
i (x) :

Pk (x) = R̃k
1 (x) & R̃k

2 (x) & . . . & R̃k
n (x) ,

где R̃k
i (x) =

{
Ri (x) , если [ν · (k − 1)]n−i+1 = 0;
¬Ri (x) , в противном случае;

ν = 2n/m; [·] — целая часть числа;

[ν · (k − 1)]n−i+1 =
n∑

i=1
2i−1 [ν · (k − 1)]i; [ν · (k − 1)]i ∈ {0, 1} ; n = µy (2y > m) , µ — опе-

ратор минимизации,
(
i = 1, n; k = 1,m

)
.

В случае m = 2n предикаты Радемахера интерпретируются двоичными разрядами реги-
стров Pr (n) с n разрядами. При этом 1 -й предикат R1 сигнатуры σ моделируется m -м
разрядом, n -й предикат Rn — 1 -м разрядом указанных регистров.

Таким способом по предикатам Радемахера на множестве M можно смоделировать любой
предикат Q (x1, . . . , xk) .

4. Относительная полнота в конечных моделях
Рассмотрим конечную модель M ⇋ 〈M ;σ〉 с основным множеством M ⇋ {a1, . . . , am} и

сигнатурой σ ⇋ 〈P1, P2, . . . , Ps〉 .

Пусть C (M) — некоторое семейство предикатов по M .

Определение 1. Сигнатуру модели M назовем полной относительно семейства предика-
тов C (M) , если любой предикат этого семейства можно представить через предикаты сигна-
туры σ с помощью логических связок & ,∨,¬.

Обозначим через σR сигнатуру с предикатами Радемахера σR ⇋ 〈R1, R2, . . . , Rn〉 , где

n =

{
p, если m = 2p; p ∈ M ;
[log2 m] + 1, в противном случае; здесь [·] — целая часть числа.

Пусть Ck
m (M) — система всех k -местных предикатов на M. Задача заключается в том,

чтобы любой предикат P (x1, . . . , xk) ∈ Ck
m (M) можно было разложить на предикаты Раде-

махера Ri (x) ,
(
i = 1, n

)
, где Ri (x) =

{
1, если (x = at) & (rm (i, t − 1) = 1) ;
0, в противном случае.

Положительный ответ на этот вопрос дает

Теорема 3 (см. [4]). Сигнатура σR ⇋ 〈R1, R2, . . . , Rn〉 модели M
m ⇋

〈
M ;σR

〉
полна от-

носительно любой системы предикатов Ck
m (M) , где n — количество предикатов сигнатуры

σR связано с числом элементов |M | = m соотношением n = µy(2y > m), µ — оператор ми-

нимизации.

Метод коллективного голосования для отношений позволяет работать с конечными отно-
шениями как с массивами данных в последовательном режиме принятия решений.

В результате получается последовательно-параллельный способ принятия решений, при
этом выигрываем во времени, проигрывая в аппаратных средствах для хранения эталонов и
их сравнении с неизвестной реализацией.
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§ 2. Описание цветных изображений с помощью предикатов Радемахера

Пусть на области D ⊆ R2 задано конечное поле–изображение, имеющее m цветов. Про-
нумеруем цвета от 1 до m. Пусть |D| = d и имеется разбиение области D на t классов

эквивалентности Di,
(
i = 1, t

)
или подполей-изображений так, что

t
∪

i=1
Di = D и для i 6= j,

Di ∩ Dj = ∅, |Di| = di ∈ N ⇋ {0, 1, 2, . . .} .

Определение 2. Пару 〈〈x, y〉 , j〉 назовем пикселом поля–изображения D, если в точке

〈x, y〉 ∈ D имеет место j -й цвет j ∈ Im ⇋ {1, 2, . . . ,m}, m ∈ N.

Определение 3. Множество пикселов UD = {〈〈x, y〉 , j〉 | 〈x, y〉 ∈ D} назовем изображени-

ями поля изображения D, соответственно для Di, UDi
= {〈〈x, y〉 , j〉 | 〈x, y〉 ∈ Di} подызоб-

ражения подполя–изображения Di.

Изображения подполей–изображений можно укрупнять с помощью операций объединения
Di∨j = Di ∪ Dj , (i, j ∈ It ⇋ {1, 2, . . . , t}) , t ∈ N или в общем случае Di1∨i2∨...∨in = Di1 ∪ Di2∪
∪ . . . ∪ Din .

Обозначим через S ⇋ {Di|i ∈ It} разбиение области D, а через A ⇋ 〈S;σ〉 — алгебру с
основным множеством S и сигнатурой σ = 〈∪〉 .

Теорема 4 (см. [8]). Множество L ⇋
{
Di1∨i2∨...∨in |ij ∈ It; j = 1, n

}
есть верхняя полуре-

шетка относительно частичного порядка 6 такого, что (∀a, b ∈ L) [a 6 b ⇔ a ⊆ b] с наи-

большим элементом D ∈ L.

С каждым элементом a ∈ L свяжем изображение Ua = {〈〈x, y〉 , j〉 | 〈x, y〉 ∈ D} поля-
изображения D.

На практике обычно области D берут прямоугольные: D =
{
〈x, y〉 |x = 1, k1; y = 1, k2

}
или

квадратные, когда k1 = k2. Пусть имеется изображение UD, D = M2; M ⇋ {1, 2, . . . , k} .
Поставим задачу по вычислению предиката ⌈a ∈ UD⌉ , где a = 〈〈x, y〉, j〉 ∈ M3.
Удобным аппаратом для вычисления предиката ⌈a ∈ UD⌉ является теория разложения

изображения по предикатам Радемахера [1, 4–6].
Пусть UD =

{
〈x, y, j〉 | 〈x, y〉 ∈ M2

}
= {〈i11, i12, i13〉 , . . . , 〈il1, il2, il3〉} , соответствующий это-

му изображению предикат P (x1, x2, x3) = ⌈〈x1, x2, x3〉 ∈ UD⌉ можно записать так:

P (x1, x2, x3) = Pi11,i12,i13 (x1, x2, x3) ∨ . . . ∨ Pil1,il2,il3 (x1, x2, x3) ,

где Pij1,ij2,ij3 (x1, x2, x3) = Pij1 (x1) & Pij2 (x2) & Pij3 (x3) ,
(
j = 1, l

)
.

Подставив Pijk
(xk) = R̃

ijk

1 (xk) & . . . & R̃
ijk
n (xk) , (k = 1, 2, 3) :

где R̃q
p (xk) =

{
Rp (xk) , если [ν, (q − 1)]n−p = 0;

¬Rp (xk) , в противном случае;

ν = 2n/k, [·] — целая часть числа (нумерация двоичных разрядов начинается с нуля, с млад-

ших разрядов); p = 1, n; q =
n−1∑
i=0

2i · qi, qi ∈ {0, 1} , находим требуемое разложение по

предикатам Радемахера.
В ряде случаев такое представление изображения оказывается экономичнее и вычисление

предиката принадлежности при этом более эффективно, нежели при переборе всех точек ис-
ходного изображения.

Предложенный способ представления цветных изображений с помощью предикатов Раде-
махера позволяет перейти к более общему случаю текстурных изображений.

Важное место при решении задач классификации текстур занимают такие вопросы, как
выбор оптимального количества элементов исходной обучающей выборки O, построение эф-
фективной процедуры дообучения и минимизации окончательной обучающей выборки в целях
дальнейшей ее эксплуатации в режиме дешифрирования (классификации) указанных объек-
тов.
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§ 3. Обучение, минимизация и классификация текстур методом коллективного
голосования

Целью настоящей работы является исследование места метода коллективного голосования
среди других правил принятия решений [1–3] (таких как минимаксный критерий, метод мини-
мума среднеквадратического отклонения, метод сильного голосования).

Исходным материалом является обучающая выборка O, класс контрольных выборок A =
= {K1,K2, . . . ,Ki} и класс испытательных выборок B = {U1, U2, . . . , Us} . Предполагается,
что выборки формируются при фиксированной системе признаков.

1. Дискретизация обучающей, контрольных и испытательных выборок
Пусть J = O∪A∪B, где O = ‖αij‖m×n

— обучающая выборка, αij — дискретные значения

признаков
(
i = 1,m; j = 1, n

)
.

Пусть [ai, bi] — интервал распределения i -го признака; ai — нижняя граница; bi — верх-
няя граница i -го признака.

Пару 〈i, f (i)〉 назовем «паспортом» для кортежа 〈αi1, . . . , αin〉 ; обозначим множества но-
меров эталонных объектов Dk ⇋ {i|f (i) = k} ,

(
k = 1, t

)
, классифицирующую функцию

f : Im → It, It ⇋ {1, 2, . . . , t}, Im ⇋ {1, 2, . . . ,m}, t,m ∈ N,

где t — число классов (эталонов).
Пусть для некоторого r ∈ Im с помощью оператора дискретизации Ψ (0, r) получена мат-

рица O (r) = ‖lij‖m×n
.

Между номерами кортежей li = 〈li1, . . . , lin〉 и lj = 〈lj1, lj2, . . . , ljn〉 установим отношение
эквивалентности следующим образом: li = lj ⇔ (∀l = 1, n) [li2 = lj2] .

Профакторизуем каждое множество Dk,
(
k = 1, t

)
по отношению эквивалентности ∼, то

есть рассмотрим фактор–множество Dk|∼. Взяв по одному кортежу с «паспортом» 〈i, f (i)〉 ,
где i принадлежит классу эквивалентности αj ∈ Dk|∼ по всем k = 1, t, и пронумеровав всю
полученную выборку от 1 до (l1 + l2 + . . . + lt) , получим минимальную матрицу

O∼ (r) =

∥∥∥∥∥∥

〈 a11 a12 . . . a1n 〉
· · · · · · · · · · · · ·
〈al1+l2+...+lt . . . al1+l2+...+ltn〉

∥∥∥∥∥∥

c классифицирующей функцией f∼ (i) такой, что

f∼ (i) =





1, если 1 6 i 6 l;
2, если l1 + 1 6 i 6 l1 + l2;
t, если l1 − l2 − . . . − lt−1 + 1 6 i 6 l1 + lt + . . . + lt.

Полученная матрица далее используется для классификации посредством некоторых ре-
шающих правил, в частности:

а) методом коллективного голосования;
б) минимаксным критерием [3];
в) методом минимума среднеквадратического отклонения [3];
г) методом сильного голосования.

2. Метод коллективного голосования
Пусть имеется некоторая минимизированная обучающая эталонная матрица

O =

∥∥∥∥∥∥∥∥

〈u11 u12 . . . u1n〉
〈u21 u22 . . . u2n〉
· · · · · · · ·
〈ul1 ul2 . . . uln〉

∥∥∥∥∥∥∥∥
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с классифицирующей функцией fi : Il → It, где Il ⇋ {1, 2, . . . , l} , It ⇋ {1, 2, . . . , t} , ( t —
— число классов).

Предъявляется неизвестная реализация x = 〈x1, . . . , xn〉 , для которой считается величина

отнесения этой реализации к i -му объекту классификации при обучении — δi =
n∑

j=1
p (uij, xj) ,

(
i = 1, l

)
, где p (uij, xj) — мера близости между эталонным uij и предъявленным xj значе-

ниями признаков в реализации x :

p (uij, xj) =

{
1, если uij = xj;
0, в противном случае.

Далее вычислим максимальное значение δ0 = max (δ1, . . . , δn) , частное решение которого
определяет идентификацию объекта x, фиксируется предикатом

Ri (x) =

{
1, если δi = δ0;
0, в противном случае.

Пусть Dk ⇋ {i|f {i} = k} ,
(
k = 1, t

)
— множество номеров эталонных объектов.

Тогда общее решение будет вычисляться предикатом Qk (x) следующего вида:

Qk (x) = ∨
i∈Dk

Ri (x) .

Таким образом, полученное правило классификации есть не что иное, как правило коллек-
тивного голосования, которое допускает многоальтернативное решение.

3. Минимаксный критерий классификации
Пусть дана та же матрица O = ‖uij‖l×n

с классифицирующей функцией f : Il → It.
Предъявляется неизвестная реализация x = 〈x1, x2, . . . , xn〉 , для которой вычисляются вели-
чины ∆ij = |xj − uij| ,

(
i = 1, l; j = 1, n

)
.

Пусть ∆0 = max (∆i1,∆i2, . . . ,∆in) , а ∆i0 = min (∆10,∆20, . . . ,∆l0) . Тогда частное реше-
ние, которое определяет идентификацию (или распознавание) объекта x фиксируется преди-
катом

Pi (x) =

{
1, если ∆i0 = ∆0;
0, в противном случае.

Пусть Dk ⇋ {i|f (i) = k} ,
(
k = 1, t

)
— множество номеров эталонных объектов.

Тогда общее решение будет вычисляться предикатом Qk (x) следующего вида:

Rk (x) = ∨
i∈Dk

Pi (x) .

Полученную процедуру классификации можно назвать минимаксным правилом принятия
решения.

4. Метод минимума среднеквадратического отклонения
Пусть имеется матрица O = ‖uij‖l×n

и классифицирующая функция f : Il → It. Предъ-
является неизвестная реализация x = 〈x1, x2, . . . , xn〉 , для которой вычисляются величины

Ωi =
n∑

j=1
|uij − xj |

2 ,
(
i = 1, l

)
.

Пусть Ω0 = min (Ω1,Ω2, . . . ,Ωl) . Частное решение определяется предикатом

θi (x̄) =

{
1, если Ωi = Ω0;
0, если Ωi 6= Ω0.
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Пусть Dk ⇋ {i|f (i) = k} ,
(
k = 1, t

)
. Тогда общее решение будет вычисляться предикатами

Qk (x) = ∨
i∈Dk

θi (x) .

Полученная процедура классификации называется методом минимума среднеквадратиче-
ского отклонения.

5. Метод сильного голосования
Пусть матрица O = ‖uij‖l×n

имеет l записей и задана классифицирующая функция
f : Il → It. Относительно предъявленной неизвестной реализации x = 〈x1, x2, . . . , xn〉 вы-

числяются частные решающие предикаты Si (x) =
n

&
j=1

P (xj , uij) , где

P (xj , uij) =

{
1, если xj = xij;
0, в противном случае.

Пусть Dk ⇋ {i|f (i) = k} ,
(
k = 1, t

)
. Тогда общее решение будет вычисляться предикатами

Qk (x) = ∨
i∈Dk

Si (x) .

Замечание 1. Если (∀k ∈ {1, 2, . . . , t} , Qk (x) = 0) , то система отказывается от решения.

6. Эффективное обучение и полнота обучающей выборки при методе
коллективного голосования

Достижение максимального значения надежности классификации по глубине квантования
назовем эффектом экстраполяции контрольной выборки относительно обучающей выборки O.
Этот эффект удобно использовать в задаче оптимизации построения обучающей выборки для
дальнейшей её эксплуатации.

Оптимизация ведется следующим образом.

1. Производится поиск максимума H надежности классификации K1 относительно обу-
чающей выборки O0 с помощью выбранного решающего правила.

2. Обучающая выборка O0 расширяется: O1 = O0 ∪ K0
1 .

Пункты 1 и 2 повторяются для всех Ki,
(
i = 1, d

)
так, что

O2 = O1 ∪ K0
2

· · ·

Od = Od−1 ∪ K0
d ,

где K0
1 = {x — неверно классифицировано |x̄ ∈ O0 } .

На рис. 1 показано теоретическое изменение надежности классификации относительно обу-
чающей выборки O и контрольной выборки K в зависимости от глубины квантования r для
метода коллективного голосования.

Замечание 2. Каждый раз K0
i ,

(
i = 1, d

)
строится в точке Imax, когда достигнута макси-

мальная надежность классификации.

Таким образом, эффективно построенная обучающая выборка Od является исходным ма-
териалом для проверки качества обучения с помощью класса испытательных выборок B.

«Почти точное» равенство (∀U1, U2 ∈ B) [H (rmax (U1)) ≈ H (rmax (U2))] является критери-
ем качества обучающей выборки.

Другими словами, если для любых двух испытательных выборок системы B надежность
классификации стабильна, то система обучена полностью.

Общую надежность классификации системы можно оценить математическим ожиданием
ai = min (α1i, α2i, . . . , αmi) ; bi = max (α1i, α2i, . . . , αmi) .
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Рис. 1. Изменение надежности классификации в зависимости от глубины квантования

Оператор дискретизации Ψ (A,n) переводит любую матрицу по следующему правилу: если

A = ‖pij‖k×n
, O = ‖αij‖m×n

, то Ψ (A,n) = A (r) = ‖lij‖k×n
, где lij =

[
pij−aj

∆j

]
,∆j =

bj−aj

r
;

(
i = 1, k; j = 1, n; r ∈ {1, 2, . . .}

)
, здесь квадратные скобки означают целую часть числа;

(aj, bj) — характеристики матрицы O.
Надежность классификации H (A) при работе выбранного решающего правила вычисля-

ется так:

H (A) =
количество верно и однозначно классифицируемых объектов из A

|A|
100%,

где |A| — число элементов в ∆.

7. Минимизация обучающей выборки, полученной с помощью оператора
дискретизации

Переход от матрицы O к матрице O (r) будем понимать как действие оператора дискре-
тизации, то есть Ψ (O, r) = O (r) , r ∈ {1, 2, . . .} .

Пусть обучающая выборка O = ‖αij‖m×n
такова, что задана классифицирующая функция

f : Im → It, где M (B) =

∑
m∈B

H(rmax(H))

|B| .
Понятие «почти точного» равенства можно уточнить, а именно, для некоторого небольшого

отклонения дисперсия D(B) не должна превышать заданного порога δ, то есть

D (B) =

∑
m∈B

[M (B) − H (rmax (H))]2

|B|
6 δ.

Замечание 3. Все выборки из O формируются случайным образом с тем расчетом, чтобы
в каждом классе обучающей выборки O было 80 ÷ 100 объектов (кортежей) и для любого
объекта из A, |A| > 100.

Эти оценки приведены из статистических соображений с учетом точности вычисления на-
дежности классификации [9].
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