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ОДНОВРЕМЕННАЯ МНОГОКРАТНАЯ ПОИМКА

УБЕГАЮЩИХ В ЗАДАЧЕ ПРОСТОГО ПРЕСЛЕДОВАНИЯ

Рассматривается задача простого группового преследования группы из m убегающих (m > 1) с рав-
ными возможностями. Говорят, что в задаче преследования одного убегающего (m = 1) происходит
многократная поимка, если заданное количество преследователей ловят его, при этом моменты поимки
могут не совпадать. В задаче об одновременной поимке одного убегающего требуется, чтобы моменты
поимки совпадали. В работе введено понятие одновременной многократной поимки группы убегающих
(m > 2). Одновременная многократная поимка всей группы убегающих происходит, если в резуль-
тате преследования происходит одновременная многократная поимка каждого убегающего, причем в
один и тот же момент времени. В терминах начальных позиций участников получены необходимые и
достаточные условия одновременной многократной поимки всей группы убегающих.
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Введение

Задача простого группового преследования одного убегающего с равными возможностями
впервые рассматривалась Б.Н. Пшеничным [1], были получены необходимые и достаточные
условия поимки. Н.Л. Григоренко [2] ввел понятие многократной поимки, для задачи с про-
стыми движениями и равными возможностями им представлены необходимые и достаточные
условия многократной поимки одного убегающего. А.А. Чикрий [3] и Н.Н. Петров [4] получи-
ли достаточные условия многократной поимки одного убегающего в конфликтно управляемых
процессах и в примере Л.С. Понтрягина с равными возможностями. Для перечисленных задач
приведены [5, 6] достаточные условия многократной, нестрогой одновременной и одновремен-
ной многократных поимок одного убегающего, в частности, для задачи простого группового
преследования с равными возможностями получены необходимые и достаточные условия од-
новременной многократной поимки одного убегающего [6]. Многократная поимка одного убе-
гающего происходит, если заданное количество преследователей ловят его, при этом моменты
поимки могут не совпадать. Если моменты поимки (не обязательно наименьшие) совпадают, то
говорят, что происходит нестрогая одновременная многократная поимка одного убегающего.
Наконец, если совпадают наименьшие моменты поимки, то происходит одновременная много-
кратная поимка одного убегающего.

В предлагаемой работе введено понятие и получены необходимые и достаточные условия
одновременной многократной поимки группы убегающих, которая происходит, если в резуль-
тате преследования происходит одновременная многократная поимка всех убегающих, причем
в один и тот же момент времени.

§ 1. Постановка задачи

В пространстве R
k (k > 2) рассматривается дифференциальная игра Γ n + m лиц: n пре-

следователей P1, P2, . . . , Pn и m убегающих E1, E2, . . . , Em с законами движения и начальными
условиями (при t = t0)

Pi : ẋi = ui, ui ∈ Vj , xi(t0) = X0
i , i ∈ Ij , j ∈ J,

Ej : ẏj = vj, vj ∈ Vj, yj(t0) = Y 0
j , j ∈ J,

причем X0
i 6= Y 0

j для всех i ∈ Ij , j ∈ J.

(1.1)
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Здесь xi, yj ∈ R
k, Vj — строго выпуклые компакты в R

k с гладкой границей и непустой внут-
ренностью, Ij ⊂ {1, 2, . . . , n} — попарно непересекающиеся множества такие, что |Ij| = aj > 1,
∑

j∈J

aj = n, J = {1, 2, . . . ,m}.

Управления ui, i ∈ Ij, vj из класса измеримых по Лебегу функций на [t0,∞) со значени-
ями из множества Vj, j ∈ J будем называть допустимыми. Квазистратегией преследователя
Pi, i ∈ Ij , j ∈ J будем называть отображение Ui, ставящее в соответствие моменту t, началь-
ным позициям X0

i , Y 0
j и произвольной допустимой предыстории управлений vj(s), t0 6 s 6 t

убегающих Ej допустимое управление ui(t), то есть

ui(t) = Ui(t,X
0
i , Y 0

j , vj(s), s ∈ [t0, t], i ∈ Ij, j ∈ J), t ∈ [t0,∞), i ∈ Ij, j ∈ J.

При этом предполагается, что должно быть выполнено условие «физической осуществимости»:
если v1

j , v2
j — два допустимых набора управлений убегающих Ej , причем v1

j (t) = v2
j (t) для почти

всех t ∈ [t0,∞), то соответствующие им при отображении Ui функции u1
i , u2

i также равны для
почти всех t ∈ [t0,∞), i ∈ Ij , j ∈ J.

Для каждого q = 1, 2, . . . , aj определим множество

Ωj(q) =
{

{ω1, ω2, . . . , ωq} ⊂ Ij : ω1 < ω2 < · · · < ωq

}

, j ∈ J.

Определение 1. В игре Γ возможна одновременная многократная поимка группы убе-
гающих с кратностями (b1, b2, . . . , bm), где aj > bj > 1, если существуют такие момент
T0 = T0(X

0
i , Y 0

j , i ∈ Ij, j ∈ J), квазистратегии Ui преследователей Pi, i ∈ Ij , что для любых
допустимых управлений vj убегающих Ej найдутся момент τ ∈ [t0, T0] и множества Λj ∈ Ωj(bj),
j ∈ J , для которых выполнено

xα(τ) = yj(τ), xα(s) 6= yj(s) для всех s ∈ [t0, τ), α ∈ Λj , j ∈ J.

§ 2. Решение задачи

Вводя n замен zij = xi − yj, i ∈ Ij , j ∈ J , перепишем соотношения (1.1) в виде

żij = ui − vj , ui, vj ∈ Vj, zij(t0) = Z0
ij = X0

i − Y 0
j 6= 0, i ∈ Ij , j ∈ J.

Условие 1. 0 ∈ Intco{Z0
lj , l ∈ Lj} для всех Lj ∈ Ωj(aj − bj + 1), j ∈ J.

Для всех i ∈ Ij , j ∈ J введем обозначения

e0
ij =

Z0
ij

‖Z0
ij‖

, λij(v) = sup
{

λ > 0 : (v − λe0
ij) ∈ Vj

}

, δj = min
v∈Vj

max
Λ∈Ωj(bj)

min
α∈Λ

λαj(v), δ = min
j∈J

δj.

Лемма 1. Пусть выполнено условие 1. Тогда δ > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 1 [6] следует, что δj > 0 для всех j ∈ J, следовательно,
и δ > 0. �

Теорема 1. В игре Γ возможна одновременная многократная поимка группы убегающих с

кратностями (b1, b2, . . . , bm) тогда и только тогда, когда выполнено условие 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть выполнено условие 1. Допусти-
мые управления преследователей Pi построим в следующем виде:

ui(t) = vj(t) − gj(t)hij(t)λij(vj(t))e
0
ij , t ∈ [t0,∞), i ∈ Ij , j ∈ J.
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Тогда по формуле Коши получаем, что для всех t ∈ [t0,∞)

zij(t) = e0
ij

(

‖Z0
ij‖ −

∫ t

t0

gj(s)hij(s)λij(vj(s))ds
)

, i ∈ Ij, j ∈ J (2.1)

Определим функции gj(t) ∈ (0, 1], hij(t) ∈ (0, 1] для всех t ∈ [t0,∞).
При условии, что все убегающие фиксируют свои управления, то есть vj(s) = vj(t) для

всех s > t, j ∈ J, найдем: Tij(t) — минимальное время, которое необходимо преследователю
Pi, i ∈ Ij для поимки убегающего Ej , j ∈ J ; Tj(t) — минимальное время, которое необходимо
преследователям Pi, i ∈ Ij для bj-кратной поимки убегающего Ej , j ∈ J ; T (t) — минимальное
время, за которое могут произойти все bj-кратные поимки убегающих Ej , j ∈ J. Из (2.1),
учитывая, что gj(t) ∈ (0, 1], hij(t) ∈ (0, 1] для всех t ∈ [t0,∞), i ∈ Ij, j ∈ J , получаем

Tij(t) =















0, если ‖zij(t)‖ = 0,
‖zij(t)‖

λij(vj(t))
, если λij(vj(t)) > 0 и ‖zij(t)‖ > 0,

∞, если λij(vj(t)) = 0 и ‖zij(t)‖ > 0,

Tj(t) = max
α∈Λj(t)

Tα(t), где Λj(t) = arg min
Λ∈Ωj(bj)

max
α∈Λ

Tαj(t), T (t) = max
j∈J

Tj(t).

В работе [6] было доказано, что при gj(t) = 1, t ∈ [t0,∞), j ∈ J для осуществления пре-
следователями Pi, i ∈ Ij одновременной bj-кратной поимки убегающего Ej , j ∈ J достаточно
определить функции hij следующим образом:

hij(t) =







Tij(t)

Tj(t)
, если i ∈ Λj(t) и Tj(t) > 0,

1, в противном случае.
(2.2)

При этом моменты одновременных bj-кратных поимок преследователями Pi, i ∈ Ij убегаю-
щих Ej , j ∈ J могут не совпадать. Для того чтобы указанные моменты совпадали, то есть
для осуществления одновременной многократной поимки группы убегающих с кратностями
(b1, b2, . . . , bm) достаточно определить функции gj следующим образом:

gj(t) =
Tj(t)

T (t)
. (2.3)

Пусть τ = min{t > t0 : min
j∈J

min
i∈Ij

‖zij(t)‖ = 0}.

Возможность одновременной многократной поимки группы убегающих (b1, b2, . . . , bm) экви-
валента выполнению следующих утверждений.

1◦. Существует момент T0 = T0(X
0
i , Y 0

j , i ∈ Ij, j ∈ J) < ∞ такой, что τ ∈ [t0, T0].
2◦. Найдутся множества Λj ∈ Ωj(bj) такие, что ‖zαj(τ)‖ = 0 для всех α ∈ Λj , j ∈ J, то есть

в один и тот же момент τ происходят одновременные bj-кратные поимки убегающих Ej, j ∈ J.
Докажем утверждение 1◦. Для каждого t ∈ [t0, τ) из (2.2) имеем, hij(t) = 1, i /∈ Λj(t), j ∈ J

и, кроме того, существует индекс i(t) ∈ Λj(t) такой, что Ti(t)j(t) = Tj(t), то есть hi(t)j(t) = 1,
j ∈ J ; значит, из aj значений hij(t), i ∈ Ij не менее чем aj−bj+1 равны единице. Следовательно,
для всех j ∈ J существует индекс i(t) ∈ arg max

Λ∈Ωj(bj)
min
α∈Λ

λαj(vj(t)) и

max
i∈Ij

hij(t)λij(vj(t)) > hi(t)j(t)λi(t)j(vj(t)) = λi(t)j(vj(t)) > δj .

Из (2.3) следует, что при всех t ∈ [t0, τ) существует индекс j(t) такой, что gj(t)(t) = 1; учитывая
еще последнее неравенство, получаем

max
j∈J

max
i∈Ij

gj(t)hij(t)λij(vj(t)) > max
j∈J

gj(t)δj > gj(t)(t)δj(t) = δj(t) > δ. (2.4)
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В силу соотношений (2.1), (2.4) получаем, что при всех t ∈ [t0, τ ]

min
j∈J

min
i∈Ij

‖zij(t)‖ = min
j∈J

min
i∈Ij

(

‖Z0
ij‖ −

∫ t

t0

gj(s)hij(s)λij(vj(s))ds
)

6

6 max
j∈J

max
i∈Ij

‖Z0
ij‖ − max

j∈J
max
i∈Ij

∫ t

t0

gj(s)hij(s)λij(vj(s))ds 6

6 max
j∈J

max
i∈Ij

‖Z0
ij‖ −

1

n

∫ t

t0

(

∑

j∈J

∑

i∈Ij

hij(s)λij(vj(s))
)

ds 6 max
j∈J

max
i∈Ij

‖Z0
ij‖ −

δ

n
(t − t0).

Таким образом, не позже момента T0 = t0 + δ−1n max
j∈J

max
i∈Ij

‖Z0
ij‖ хотя бы одна из n величин

‖zij(t)‖ обратится в нуль. Утверждение 1◦ доказано.
Предположим, что утверждение 2◦ неверно; значит, существуют индекс l ∈ J и множества

Q и R такие, что

Q ⊂ Il, 0 6 |Q| 6 bl − 1, R = Il \ Q, |R| > al − bl + 1,

‖zql(τ)‖ = 0, q ∈ Q, ‖zrl(τ)‖ > 0, r ∈ R.
(2.5)

В силу (2.5) существует постоянная c1 > 0 такая, что

‖zrl(t)‖ > c1 > 0 для всех t ∈ [t0, τ ], r ∈ R. (2.6)

Так как |Il| = al, |Λl(t)| = bl, |R| > al − bl + 1, то для всех t ∈ [t0, τ) найдется индекс
i(t) ∈ R

⋂

Λl(t) и

T (t) = max
j∈J

Tj(t) > Tl(t) = max
α∈Λl(t)

Tαl(t) > Ti(t)l(t) >
‖zi(t)l(t)‖

λi(t)l(vl(t))
>

c1

2 diam(Vl)
= c2 > 0, (2.7)

так как справедливы неравенства (2.6) и λil(vl) 6 2 diam(Vl) в силу определения величины λil

и того, что ‖e0
il‖ = 1 при всех i ∈ Il, vl ∈ Vl, где diam(Vl) = max{‖v‖ : v ∈ Vl}.

Из доказанного выше утверждения 1◦ следует существование как минимум одной пары
индексов i∗ ∈ Ij∗ , j∗ ∈ J, для которой zi∗j∗(τ) = 0. Из определения управления ui∗(t) преследо-
вателя Pi∗ следует, что в каждый момент t ∈ [t0, τ) значение ui∗(t) выбирается таким образом,
что преследователь Pi∗ может осуществить поимку убегающего Ej∗ при условии, что послед-
ний фиксирует свое управление, то есть vj∗(s) = vj∗(t) для всех s > t, не раньше чем в момент
t + T (t) > t + c2, где неравенство следует из (2.7). Переходя к пределу при t → τ − 0, получим,
что zi∗j∗(τ) 6= 0. Полученное противоречие доказывает утверждение 2◦.

Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть условие 1 не выполнено; значит, существуют индекс l ∈ J,
множество Q ∈ Ωl(al−bl +1) такие, что 0 /∈ Intco{Z0

ql, q ∈ Q}. Из теоремы отделимости следует,

что существует единичный вектор p такой, что 〈h, p〉 6 0 для всех h ∈ co{Z0
ql, q ∈ Q}, поэтому

〈Z0
ql, p〉 6 0 для всех q ∈ Q.

Определим постоянное управление убегающего El следующим образом:

vl(t) = vp для всех t ∈ [t0,∞),

где вектор vp ∈ ∂Vl выбран из условия 〈u − vp, p〉 < 0 для всех u ∈ Vl \ {vp}. Такой вектор
существует и единствен, так как Vl — строго выпуклый компакт в Rk с гладкой границей.
Тогда для всех q ∈ Q и t > t0

〈zql(t), p〉 = 〈Z0
ql, p〉 +

∫ t

t0

〈uq(s) − vp, p〉ds 6 0

и равенство возможно только в случае, если uq(s) = vp почти всюду на [t0, t], но в этом случае
zql(t) = Z0

ql 6= 0. Если же 〈zql(t), p〉 < 0, то zql(t) 6= 0. Следовательно, zql(t) 6= 0 для всех
t ∈ [t0,∞), q ∈ Q.

Оставшиеся |Il \ Q| = bl − 1 преследователей не могут осуществить одновременную bl-
кратную поимку убегающего El. �
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Пример 1. В R
2 рассмотрим игру Γ1 12 лиц: преследователей P1, P2, . . . , P9 и убегающих

E1, E2, E3 вида (1.1), где

X0
i =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

cos
2πi

3

sin
2πi

3

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

, i ∈ I1 = {1, 2, 3}, Y 0
1 =

∥

∥

∥

∥

0
0

∥

∥

∥

∥

,

X0
i =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

−100 + cos
2πi

3

sin
2πi

3

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

, i ∈ I2 = {4, 5, 6}, Y 0
2 =

∥

∥

∥

∥

−100
0

∥

∥

∥

∥

,

X0
i =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

100 + cos
2πi

3

sin
2πi

3

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

, i ∈ I3 = {7, 8, 9}, Y 0
3 =

∥

∥

∥

∥

100
0

∥

∥

∥

∥

.

Утверждение 1. В игре Γ1 возможна одновременная многократная поимка группы убе-

гающих E1, E2, E3 с кратностями (1, 1, 1), причем поимка большей кратности невозможна.

Пример 2. В R
2 рассмотрим игру Γ2 16+2b лиц (b > 1) : преследователей P1, P2, . . . , P13+2b

и убегающих E1, E2, E3 вида (1.1), где I1 = {1, 2, 3, 4, 5}, I2 = {6, 7, . . . , 12} (|I2| = 7),
I3 = {13, 14, . . . , 13 + 2b} (|I3| = 1 + 2b),

X0
i =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

cos
2πi

5

sin
2πi

5

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

, i ∈ I1, Y 0
1 =

∥

∥

∥

∥

0
0

∥

∥

∥

∥

,

X0
i =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

−100 + cos
2πi

7

sin
2πi

7

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

, i ∈ I2 Y 0
2 =

∥

∥

∥

∥

−100
0

∥

∥

∥

∥

,

X0
i =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

100 + cos
2πi

1 + 2b

sin
2πi

1 + 2b

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

, i ∈ I3, Y 0 =

∥

∥

∥

∥

100
0

∥

∥

∥

∥

.

Отметим, что начальные позиции преследователей Pi, i ∈ I1 образуют правильный пятиуголь-
ник с центром в начальной позиции убегающего E1. Проверяя, получаем, что при j = 1 и b1 6 2
условие 1 выполнено, а при b1 > 3 не выполнено. Аналогично проверяем условие 1 при j = 2, 3.

Утверждение 2. В игре Γ2 возможна одновременная многократная поимка группы убе-

гающих E1, E2, E3 с кратностями (2, 3, b), причем поимка большей кратности невозможна.

Пример 3. В R
3 рассмотрим игру Γ3 2 + 3b лиц (b > 1) : преследователей P1, P2, . . . , P1+3b

и убегающего E1 вида (1.1), где

X0
i =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

cos
2πi

1 + 2b

sin
2πi

1 + 2b
0

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

, X0
l =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

0
0
2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

, Y 0
1 =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

0
0
1

∥

∥

∥

∥

∥

∥

,

i = 1, 2, . . . , 1 + 2b, l = 2 + 2b, 3 + 2b, . . . , 1 + 3b, I1 = {1, 2, . . . , 1 + 3b}.

Утверждение 3. В игре Γ3 возможна одновременная b-кратная поимка убегающего E1,
причем поимка большей кратности невозможна.
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A. I. Blagodatskikh

Simultaneous multiple capture of evaders in a simple group pursuit problem

Keywords: capture, multiple capture, simultaneous multiple capture, pursuit, evasion, differential games,
conflict controlled processes.

Mathematical Subject Classifications: 49N70, 49N75

The present paper deals with the problem of simple pursuit of group of m evaders (m > 1) with equal
opportunities. We say that a multiple capture in the problem of pursuit of one evader (m = 1) holds if the
specified number of pursuers catch him, possibly at different times. The problem of the simultaneous capture
of one evader requires that capture moments coincide. We introduce the concept of multiple simultaneous
capture of the whole group of evaders (m > 2). We say that the simultaneous multiple capture of the whole
group of evaders holds if the simultaneous multiple capture of every evader holds in the same time. We obtain
necessary and sufficient conditions for simultaneous multiple capture of the whole group of evaders in terms
of initial positions of the participants.
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