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ПРОСТОЕ ПРЕСЛЕДОВАНИЕ С ФАЗОВЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ
В КЛАССЕ ИМПУЛЬСНЫХ СТРАТЕГИЙ

Рассматривается задача простого преследования в классе импульсных стратегий группой преследова-
телей. В первой части рассматривается импульсная стратегия убегающего с фазовыми ограничениями.
Предполагается, что убегающий не покидает выпуклого многогранного множества. В работе получены
достаточные условия поимки одним из преследователей убегающего. Во второй части рассматривают-
ся импульсные стратегии преследователей. Сформулированы достаточные условия поимки одним из
преследователей убегающего, не покидающего выпуклого многогранного множества.
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Введение

Рассматривается задача простого группового преследования в классе импульсных страте-
гий с фазовыми ограничениями на состояние убегающего. Отметим, что импульсные управле-
ния рассматривались в монографии Н.Н. Красовского [1] и ряде других работ. Так, в [2] получе-
ны достаточные условия разрешимости задачи преследования в линейной дифференциальной
игре двух лиц при условии, что один из участников либо оба используют импульсные страте-
гии. В работе [3] рассмотрена линейная задача преследования группой преследователей одного
убегающего в классе импульсных стратегий. В работе [4] получены достаточные условия по-
имки группой преследователей одного убегающего для обобщенного примера Л.С.Понтрягина
при условии, что преследователи используют импульсные стратегии.

В данной работе получены достаточные условия поимки группой преследователей одного
убегающего в задаче простого преследования при условии, что одна из сторон использует им-
пульсные стратегии и убегающий не покидает пределы выпуклого многогранного множества.
Работа примыкает к исследованиям [5–10].

§ 1. Постановка задачи

В пространстве Rk (k > 2) рассматривается дифференциальная игра Γ n + 1 лиц: n пре-
следователей P1, P2, . . . , Pn и убегающего E. Закон движения каждого из преследователей Pi

имеет вид

ẋi = ui, xi(0) = x0
i , ‖ui‖ 6 ρ. (1.1)

Закон движения убегающего E имеет вид

ẏ = v, y(0) = y0, ‖v‖ 6 σ. (1.2)

Предполагается, что убегающий E в процессе игры не покидает пределы множества D вида

D = {z | z ∈ Rk, 〈pi, z〉 6 µi, i = 1, 2, . . . , r}, (1.3)

где p1, p2, . . . , pr — единичные векторы Rk, µ1, µ2, . . . , µr — вещественные числа, такие что
IntD 6= ∅.
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§ 2. Простое групповое преследование в классе импульсных стратегий убегающего

Определение 1. Импульсной стратегией E называется отображение Q, ставящее в соот-
ветствие моментам jτ , позициям xi(jτ), y(jτ) точку vj , такую что ‖vj‖ 6 σ, где τ — некоторое
фиксированное число, j = 1, 2, . . . .

Определение 2. Контрстратегией преследователя Pi называется отображение Gi, ставя-
щее в соответствии моментам jτ, j = 1, 2, 3, . . ., позициям xi(jτ), y(jτ) и точке vj измеримую
функцию uj(t), определенную на [jτ, (j + 1)τ) и такую, что ‖uj(t)‖ 6 ρ для t ∈ [jτ, (j + 1)τ).

Определение 3. В игре происходит поимка, если существует момент T > 0, существуют
контрстратегии G1, G2, G3, . . . , Gn преследователей P1, P2, . . . , Pn, такие что для любой страте-
гии Q убегающего E найдутся номер s и момент τ0 такие, что xs(τ0) = y(τ0).

Вместо системы (1.1)–(1.2) рассмотрим систему

żi = ui − v, zi(0) = z0
i = x0

i − y0. (2.1)

Введем функцию λ следующим образом: λ(z0
i , v) =

(z0
i , v) +

√

(z0
i , v)2 + (z0

i )2(σ2 − v2)

(z0
i )2

.

Лемма 1. Пусть ρτ = σ, r = 1, 0 ∈ Int co{z0
1 , z0

2 , . . . , z0
n, p}. Тогда существует N0 такое,

что для всех N > N0 для любых допустимых v1, v2, . . . , vN справедливо неравенство

n
∑

i=1

N
∑

j=1

λ(vj , z
0
i ) > n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как 0 ∈ Int co{z0
1 , z0

2 , . . . , z0
n, p}, то

δ = min
v

max {λ(v, z0
1), λ(v, z0

2 ), . . . , λ(v, z0
n), (p, v)}.

Обозначим J1 = {j | (p, vj) < δ}, J2 = {j | (p, vj) > δ}. Так как набор v1, v2, . . . , vN допустим,
то y(τs) ∈ D для всех s = 1, 2, . . . , N , то есть (y(τs), p) 6 µ1. Поэтому (p, v1) + (p, v2) + · · · +
(p, vs) 6 µ0 = µ1 − (p, y0). Отсюда

s
∑

j=1

(p, vj) =
∑

l∈J2

(p, vl) +
∑

l∈J1

(p, vl) > δ|J2| − |J1|.

Кроме того, |J1| + |J2| = s. Из системы

{

δ|J2| − |J1| 6 µ0

|J1| + |J2| = s
следует, что справедливы нера-

венства |J2| 6
µ0 + sσ

σ + δ
, |J1| > s −

µ0 + sσ

σ + δ
=

sδ − µ0

σ + δ
. Далее имеем

∑n
i=1

(

∑N
j=1 λ(vj , z

0
i )

)

>

∑N
j=1 maxi λ(vj , z

0
i ) >

∑

l∈J1
maxi λ(vj , z

0
i ) > δ|J1| > δNδ−µ0

σ+δ
. Взяв в качестве N0 =

[

n(σ+δ)+δµ0

δ2

]

+

1, получим требуемое неравенство. �

Следствие 1. Пусть ρτ = σ, r = 1, 0 ∈ Int co{z0
1 , z0

2 , . . . , z0
n, p}. Тогда существует N0

такое, что для всех N > N0 для любых допустимых v1, v2, . . . , vN найдется номер l такой,

что
N

∑

i=1

λ(vj , z
0
l ) > 1.

Теорема 1. Пусть ρτ = σ, r = 1, 0 ∈ Int co{z0
1 , z0

2 , . . . , z0
n, p}. Тогда в игре происходит

поимка.



50 Е.В. Котлячкова

МАТЕМАТИКА 2012. Вып. 3

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть j — неотрицательное число. Рассмотрим промежуток
[jτ, (j+1)τ). Обозначим λj(z

0
l ) = 1−λ(v0, z

0
l )−· · ·−λ(vj−1, z

0
l ). Если для l справедливо неравен-

ство λj(z
0
l )−λ(vj , z

0
l ) < 0, то управление преследователя Pl задаем в виде ul(t) =

vj − λj(z
0
l )z0

l

τ
.

В противном случае, то есть если λj(z
0
l ) − λ(vj, z

0
l ) > 0, полагаем ul(t) =

vj − λ(vj , z
0
l )z0

l

τ
, где

t ∈ [jτ, (j + 1)τ). Тогда, в силу (2.1), получаем

zl ((j + 1)τ) = xl(jτ) +

∫ (j+1)τ

jτ

ul(s)ds − (y(jτ) + vj) = xl(jτ) − y(jτ) − λ(vj , z
0
l ) = λj+1(z

0
l )z0

l .

В силу следствия получаем, что найдутся номер s и число g, такие что zs(τg) = 0. �

Теорема 2. Пусть ρτ = σ, n > k и

0 ∈ Int co{z0
1 , z0

2 , . . . , z0
n, p1, . . . , pr}. (2.2)

Тогда в игре происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Можно считать, что векторы z0
1 , z0

2 , z0
3 , . . . , z0

k — линейно незави-
симы. Пусть r > 1, x ∈ Rk. В силу (2.2) [11] векторы z0

1 , z0
2 , . . . , z0

n, p1, . . . , pr образуют положи-
тельный базис в Rk. Поэтому существуют положительные α1, . . . , αn, β1, . . . , βr, такие что

0 = α1z
0
1 + · · · + αnz0

n + β1p1 + · · · + βrpr.

Так как z0
1 , z0

2 , . . . , z0
k — базис в Rk, то существуют γ1, . . . , γk такие, что

x = γ1z
0
1 + · · · + γnz0

k.

Отсюда
x = γ1z

0
1 + · · · + γkz

0
k + d(α1z

0
1 + · · · + αnz0

n + β1p1 + · · · + βrpr).

Взяв d > 0 так, чтобы для всех s = 1, . . . , k выполнялись неравенства γs + dαs > 0, получаем,
что x представим в виде

x = α1z
0
1 + · · · + αkz

0
k + dp,

где p = β1p1+· · ·+βrpr и α1, . . . , αn > 0. Поэтому набор z0
1 , z0

2 , . . . , z0
n, p образует положительный

базис в Rk и следовательно, 0 ∈ Int co{z0
1 , z0

2 , . . . , z0
n, p1, . . . , pr}. Рассмотрим множество

D = {z|z ∈ Rn, 〈p, z〉 6 µ},

где вектор p определен выше и µ = β1µ1+ · · ·+βrµr. Получаем, что D ⊂ D0. Тогда по теореме 1
в игре с фазовыми ограничениями D0 происходит поимка. Следовательно, поимка происходит
и в игре с фазовыми ограничениями D. �

§ 3. Простое преследование в классе импульсных стратегий преследователей

В пространстве Rk (k > 2) рассматривается дифференциальная игра с n + 1 участниками:
n преследователей P1, P2, . . . , Pn и один убегающий E, законы движения которых имеют вид
соответственно (1.1), (1.2). Предполагается, что убегающий E не покидает множества D вида
(1.3).

Определение 4. Импульсной контрстратегией Gi преследователей Pi называется отоб-
ражение, ставящее в соответствие набору

(

jτ, x1(jτ), x2(jτ), . . . , xn(jτ), y(jτ), v(t)
)

, t ∈ [jτ, (j +
1)τ) точку ui

j, такую что ‖ui
j‖ 6 ρ, где τ — некоторое фиксированное число.

Определение 5. Будем говорить, что в игре просходит поимка, если существует момент
T > 0 и существуют контрстратегии G1, G2, G3, . . . , Gn преследователей P1, P2, . . . , Pn, такие
что для любой измеримой функции v(t) найдутся номер s и момент τ0, такие что xs(τ0) = y(τ0).
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Обозначим λi(ṽj , z
0
i ) =

(z0
i , ṽj) +

√

(z0
i , ṽj)2 + (z0

i )2(ρ2 − ṽ2
j )

(z0
2)2

где ṽj =

∫ jτ

(j−1)τ
vj(s)ds.

Лемма 2. Пусть στ = ρ и 0 ∈ Int co{z0
1 , z0

2 , . . . , z0
n, p}.Тогда существует N0 такое, что для

всех N > N0 для любых допустимых v1, v2, . . . , vN справедливо неравенство

n
∑

i=1

N
∑

j=1

λ(ṽj , z
0
i ) > n.

Доказательство леммы 2 проводится аналогично доказательству леммы 1.

Следствие 2. Пусть ρ = στ, r = 1, 0 ∈ Int co{z0
1 , z0

2 , . . . , z0
n, p}. Тогда существует N0

такое, что для каждой измеримой допустимой функции v(t), t ∈ [0, τN0] найдется номер

l ∈ {1, . . . , n} такой, что
N0
∑

j=1

λ(ṽj , z
0
l ) > 1.

Теорема 3. Пусть στ = ρ и r = 1, 0 ∈ Int co{z0
1 , z0

2 , . . . , z0
n, p}. Тогда в игре происходит

поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть j — неотрицательное число. Рассмотрим промежуток
[jτ, (j + 1)τ). Обозначим λ̃j(z

0
l ) = 1− λ(ṽ0, z

0
l )− · · · − λ(ṽj−1, z

0
l ). Если для l справедливо нера-

венство λ̃j(z
0
l ) − λ(ṽj , z

0
l ) < 0, то управление преследователя Pl задаем в виде

ul(t) = ṽj − λ̃j(z
0
l )z0

l .

В противном случае, то есть если λ̃j(z
0
l ) − λ(ṽj , z

0
l ) > 0, полагаем ul(t) = ṽj − λ(vj , z

0
l )z0

l , где
t ∈ [jτ, (j + 1)τ). Тогда, в силу (2.1), получаем

xl ((j + 1)τ) − yl ((j + 1)τ) = z0
l (1 − λ(ṽ0, z

0
l ) − · · · − λ(ṽj−1, z

0
l )).

В силу следствия получаем, что найдутся номер s и число g, такие что xs(τg) = y(τg).

Теорема 4. Пусть ρ = στ , n 6 k и 0 ∈ Int co{z0
1 , z0

2 , . . . , z0
n, p1, . . . , pr}. Тогда в игре проис-

ходит поимка.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 2.
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E.V. Kotlyachkova

Simple pursuit with phase constraints in a class of impulse strategies

Keywords: differential game, group pursuit, impulse strategy.

Mathematical Subject Classifications: 49N70, 49N75

The present paper deals with a simple group pursuit problem in a class of impulse strategies. The first part
considers the impulse strategy of an evader with phase restrictions on the evader’s state. It is assumed that
the evader does not leave a convex polyhedral set. We obtain sufficient conditions for the capture of the evader
by one of the pursuers. The second part deals with the impulse strategies of pursuers. Sufficient conditions
for the capture of an evader by one of the pursuers under the assumption that the evader does not leave a
convex polyhedral set, are stated.
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