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ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÉ Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËß ËÈÍÅÉÍÛÕ

ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ-ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ

ÂÒÎ�Î�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïåðèîäè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ âñåõ

ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ çàäàííîé íîðìîé �óíêöè-

îíàëüíîãî îïåðàòîðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì, ïåðèîäè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, ïåðèîäè÷åñêèå

ðåøåíèÿ, �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Ââåäåíèå

�àññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ

{
ẍ(t) + a2x(t) = −(Tx)(t) + f(t), t ∈ [0, ω], (0.1)

x(0) = x(ω), ẋ(0) = ẋ(ω), (0.2)

ãäå x ∈ AC
1[0, ω], ω > 0, a > 0, T : C[0, ω] → L[0, ω] � ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð,

f ∈ L[0, ω].

Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: C ≡ C[0, ω] � áàíàõîâî ïðîñòðàí-

ñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé x : [0, ω] → R ñ íîðìîé ‖x‖C = maxt∈[0,ω]|x(t)|; L ≡ L[0, ω] �
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ �óíêöèé z : [0, ω] → R ñ íîðìîé ‖z‖L =

∫ ω

0 |z(t)| dt;
AC

1 ≡ AC
1[0, ω] � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé x : [0, ω] → R ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé

ïðîèçâîäíîé è íîðìîé ‖x‖
AC

1 = |x(0)|+|ẋ(0)|+‖ẍ‖L; ëèíåéíûé îïåðàòîð T : C → L íàçûâàåòñÿ

ïîëîæèòåëüíûì, åñëè îí îòîáðàæàåò íåîòðèöàòåëüíûå �óíêöèè â ïî÷òè âñþäó íåîòðèöàòåëü-

íûå. Áóäåì íàçûâàòü êðàåâóþ çàäà÷ó (0.1)�(0.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìîé, åñëè ïðè êàæäîì

f ∈ L[0, ω] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ AC
1[0, ω], óäîâëåòâîðÿþùåå ïåðèîäè÷åñêèì

óñëîâèÿì (0.2) è ïî÷òè âñþäó íà [0, ω] óðàâíåíèþ (0.1).

Óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà (0.1) èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè àâòîêîëåáàòåëüíûõ

ïðîöåññîâ â ñèñòåìàõ, îïèñûâàåìûõ äè��åðåíöèàëüíûìè è �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëü-

íûìè óðàâíåíèÿìè. Ê ïåðèîäè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷å (0.1)�(0.2) ñ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâîëüòåð-

ðîâûì îïåðàòîðîì T : C → L ïðèâîäèò ïîèñê ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ ïîñëåäåéñòâèåì. �àññìîòðèì, íàïðèìåð, óðàâíåíèå ñ ñîñðåäîòî÷åííûì çàïàçäû-

âàþùèì àðãóìåíòîì

ẍ(t) + a2x(t) = −
n∑

i=1

pi(t)x(τi(t)) + f(t), t ∈ R, (0.3)

ãäå f , pi : R → R, i = 1, . . . , n, � ëîêàëüíî ñóììèðóåìûå ω-ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè, τi : R → R,

i = 1, . . . , n, � èçìåðèìûå �óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó τi(t) 6 t ïðè âñåõ t ∈ R.

Óðàâíåíèå (0.3) èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé ω-ïåðèîäè÷åñêîå



4 Å.È. Áðàâûé

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2013. Âûï. 3

ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåðèîäè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (0.1)�(0.2) èìååò ðåøåíèå

ïðè îïåðàòîðå T : C → L, îïðåäåëåííîì ðàâåíñòâîì

(Tx)(t) =
n∑

i=1

pi(t)x(τi(t)− [τi(t)/ω]ω), t ∈ [0, ω],

ãäå [·] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà.

Íåóëó÷øàåìûå â îïðåäåëåííîì ñìûñëå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

çàäà÷è (0.1)�(0.2) è çíàêîîïðåäåëåííîñòè �óíêöèè �ðèíà â ñëó÷àå îáûêíîâåííîãî äè��åðåí-

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (0.1) ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [1�4℄ (ñì. òàêæå ñïèñêè ëèòåðàòóðû ýòèõ ðàáîò).

Äëÿ �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè a = 0 èçâåñòåí ðåçóëüòàò À. Ëîì-

òàòèäçå è Ñ. Ìóõèãóëàøâèëè [5℄ (ñì. òàêæå [7, 8℄ äëÿ óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà è

îïåðàòîðà T , ïðåäñòàâèìîãî â âèäå ðàçíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ): åñëè a = 0, òî çàäà÷à (0.1)�

(0.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè âñåõ f ∈ L è âñåõ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðàõ

T : C → L ñ çàäàííîé íîðìîé ‖T‖ = T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

0 < T 6
16

ω
. (0.4)

Çäåñü íîðìà ïîëîæèòåëüíîãî îïåðàòîðà T : C → L îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì ‖T‖ ≡ ‖T‖C→L =∫ ω

0
(T1 )(t) dt, ãäå 1 (t) ≡ 1 � åäèíè÷íàÿ �óíêöèÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî íåðàâåíñòâî (0.4) äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðå-

øèìîñòè çàäà÷è (0.1)�(0.2) è â ñëó÷àå a 6= 0. Äåéñòâèòåëüíî, èç öèòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà [5℄

ñëåäóåò, ÷òî åñëè

‖T + a2I‖C→L = ‖T‖C→L + a2ω 6
16

ω
,

òî çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (çäåñü Ix = x ïðè âñåõ x ∈ C� îïåðàòîð òîæäåñòâåííîãî

âëîæåíèÿ C â L). Òàêèì îáðàçîì, ïðè a 6= 0 íåðàâåíñòâî

T 6
16

ω

(
1− a2ω2

16

)
(0.5)

äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäà÷à (0.1)�(0.2) áûëà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè âñåõ ëèíåéíûõ

ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðàõ T : C → L ñ çàäàííîé íîðìîé ‖T‖ = T > 0.
Ìîæåò ëè êîíñòàíòà â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (0.5) áûòü óâåëè÷åíà? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ

äàþò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è (0.1)�(0.2) äëÿ

ñåìåéñòâ óðàâíåíèé (0.1) ñ ïîëîæèòåëüíûì îïåðàòîðîì T çàäàííîé íîðìû, ñ�îðìóëèðîâàííûå

â òåîðåìå 1. Â ïîäîáíûõ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ âñåãäà ïðèñóòñòâóþò íåóëó÷-

øàåìûå êîíñòàíòû. Äàëåå â òåîðåìå 2 ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè �óíêöèè �ðèíà

çàäà÷è (0.1)�(0.2) ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðàõ T çàäàííîé íîðìû. Â � 2 ðàññìàòðèâà-

åòñÿ çàäà÷à (0.1)�(0.2) ñ îòðèöàòåëüíûì îïåðàòîðîì T (òåîðåìû 3, 4). Â � 1 è � 2 íà îïåðàòîð T
â óðàâíåíèè (0.1) íàêëàäûâàþòñÿ èíòåãðàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, à â � 3 (òåîðåìû 5�9 äëÿ ïîëîæè-

òåëüíûõ îïåðàòîðîâ T ) è � 4 (òåîðåìû 10�11 äëÿ îòðèöàòåëüíûõ îïåðàòîðîâ T ) � ïîòî÷å÷íûå.

� 1. Îòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð ñ èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè

Çäåñü ïîëó÷èì íåóëó÷øàåìûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïåðèîäè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è (0.1)�

(0.2) ñ îòðèöàòåëüíûì îïåðàòîðîì â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (0.1).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü a > 0 è çàäàíî íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî T . Çàäà÷à (0.1)�(0.2) èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè âñåõ f ∈ L è ïðè âñåõ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðàõ T :
C → L ñ íîðìîé ‖T‖ = T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà aω 6= 2πk, k = 1, 2, . . ., è

T 6
16

ω

{
aω
4 ctg(aω4 ) ïðè 0 < aω < 2π,

aω
8 | sin(aω2 )| ïðè aω > 2π.

(1.1)
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 òðåáóþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1. Ïóñòü a > 0. Ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à

{
ẍ(t) + a2x(t) = f(t), t ∈ [0, ω],

x(0) = x(ω), ẋ(0) = ẋ(ω),
(1.2)

èìååò ïðè êàæäîì f ∈ L åäèíñòâåííîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà aω 6= 2πk,
k = 0, 1, . . .. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå èìååò èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

x(t) =

∫ ω

0
G(t, s)f(s) ds, t ∈ [0, ω], (1.3)

ãäå

G(t, s) =
cos
(
aω
2 − a|t− s|

)

2a sin aω
2

, t, s ∈ [0, ω]. (1.4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè aω = 2πk, k = 0, 1, . . ., òî îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (1.2) (ïðè

f ≡ 0) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ïîýòîìó �ðåäãîëüìîâà [6, ñ. 103, 113�122℄ çàäà÷à (1.2) íå
ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìîé. Åñëè aω 6= 2πk, k = 0, 1, . . ., òî îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (1.2) íå

èìååò íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé. Ïîýòîìó �ðåäãîëüìîâà çàäà÷à (1.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå ïðè âñåõ f ∈ L. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî ýòî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè (1.3)�(1.4). �

Òåïåðü ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîñòîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè.

Ëåììà 2. Åñëè a > 0, aω 6= 2πk, k = 1, 2, . . ., è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖T‖ 6 2a|sin aω

2
|,

òî çàäà÷à (0.1)�(0.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ â ïðîñòðàíñòâå C

x(t) = (Ax)(t) + (Gf)(t), t ∈ [0, ω],

ãäå A ≡ −GT è äëÿ êàæäîãî z ∈ L

(Gz)(t) ≡
∫ ω

0
G(t, s)z(s) ds, t ∈ [0, ω].

Òàê êàê

‖A‖C→C 6 ‖T‖C→L‖G‖L→C 6 max
t,s∈[0,ω]

|G(t, s)|‖T‖C→L =
‖T‖C→L

2a|sin aω
2 | ,

òî óñëîâèå ‖T‖ < 2a|sin aω
2 | ãàðàíòèðóåò ñæèìàåìîñòü îïåðàòîðà A, à ñëåäîâàòåëüíî, îäíîçíà÷-

íóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (0.1)�(0.2). Åñëè ‖T‖ = 2a|sin aω
2 |, òî îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (0.1)�(0.2)

íå ìîæåò èìåòü íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. �

Àíàëîã ñëåäóþùåé îñíîâíîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ñîäåðæèòñÿ â [9℄.

Ëåììà 3. Ïóñòü a > 0, aω 6= 2πk, k = 1, 2, . . ., è ïóñòü çàäàíî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñ-

ëî T . Òîãäà çàäà÷à (0.1)�(0.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðàõ

T : C → L ñ íîðìîé ‖T‖ = T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

max
t∈[a,b]

(
− min

s∈[a,b]
G(t, s)T

)
6 1, (1.5)
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è ïðè âñåõ T1, T2, τ1, τ2, c, d ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

T1 > 0, T2 > 0, T1 + T2 = T , 0 6 τ1 6 τ2 6 ω, c, d ∈ [0, ω], (1.6)

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∆ ≡ 1 + T1G(τ1, c) + T2G(τ2, d) + T1T2 (G(τ1, c)G(τ2, d)−G(τ1, d)G(τ2, c)) > 0 (1.7)

èëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

min
t∈[a,b]

(
− max

s∈[a,b]
G(t, s)T

)
> 1, (1.8)

è ïðè âñåõ T1, T2, τ1, τ2, c, d, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1.6), âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∆ 6 0,

ïðè÷åì ïðè êàæäûõ τ1 6 τ2, T1, T2 íå ñóùåñòâóåò òàêèõ ìíîæåñòâ ïîëîæèòåëüíîé ìåðû

Ec ⊂ [0, ω], Ed ⊂ [0, ω], ÷òî ïðè âñåõ c ∈ Ec, d ∈ Ed âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ∆ = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ a = 0 è ïðîèçâîëüíûõ êðàåâûõ óñëîâèé
äîêàçàíî â [9, òåîðåìà 2.29, ñ. 107℄. Ïðè a > 0, aω 6= 2πk, k = 1, 2, . . ., êðàåâàÿ çàäà÷à (1.2)

îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, è äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

2.29 èç [9℄. �

Îòìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà (1.4) ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ïðè a > 0, a 6= 2πk, k = 1, 2, . . ., âûïîë-
íåíû ðàâåíñòâà

max
s∈[0,ω]

G(t, s) =
1

2a|sin aω
2 | ïðè âñåõ t ∈ [0, ω], (1.9)

min
s∈[0,ω]

G(t, s) =





cos aω
2

2asin aω
2

ïðè âñåõ t ∈ [0, ω], åñëè aω < 2π,

− 1

2a|sin aω
2 | ïðè âñåõ t ∈ [0, ω], åñëè aω > 2π.

(1.10)

Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (1.8) íèêîãäà íå âûïîëíåíî, à íåðàâåíñòâî (1.5) âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà aω 6 π èëè êîãäà

T 6

{
2a|tg aω

2 |, åñëè aω ∈ (π, 2π),

2a|sin aω
2 |, åñëè aω > 2π.

(1.11)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ëåììó 3 ìîæíî ïðèâåñòè ê áîëåå óäîáíîìó âèäó.

Ëåììà 4. Ïóñòü a > 0, aω 6= 2πk, k = 1, 2, . . ., è ïóñòü çàäàíî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñ-

ëî T . Òîãäà çàäà÷à (0.1)�(0.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðàõ

T : C → L ñ íîðìîé ‖T‖ = T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(1) ïðè âñåõ T1, T2, τ1, τ2, c, d ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1.6), âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∆ > 0;

(2) åñëè aω > π, òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1.11);

(3) ïðè êàæäûõ τ1, τ2, T1, T2, óäîâëåòâîðÿþùèõ (1.6), íå ñóùåñòâóåò òàêèõ ìíîæåñòâ

ïîëîæèòåëüíîé ìåðû Ec ⊂ [0, ω], Ed ⊂ [0, ω], ÷òî ïðè âñåõ c ∈ Ec, d ∈ Ed âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî ∆ = 0.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 1. Åñëè aω = 2πk, k = 1, 2, . . ., òî íåòðèâèàëüíûå

ðåøåíèÿ çàäà÷è

{
ẍ(t) + a2x(t) = 0, t ∈ [0, ω],

x(0) = x(ω), ẋ(0) = ẋ(ω),

èìåþò íóëè íà îòðåçêå [0, ω]. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé ëèíåéíûé ïîëîæèòåëü-
íûé îïåðàòîð T ñ íîðìîé ‖T‖ = ε, äëÿ êîòîðîãî îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (0.1)�(0.2) òàêæå áóäåò

èìåòü íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ òàêèõ çíà÷åíèé a.
Ïóñòü 2π < aω 6= 2πk, k = 2, 3, . . .. Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (1.9)�(1.10), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

åñëè T > 2a|sin aω
2 |, òî âåëè÷èíà ∆, îïðåäåëåííàÿ â (1.7), ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ,

ïîýòîìó ïî ëåììå 4 íàéäåòñÿ òàêîé ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð T : C → L ñ íîðìîé

‖T‖ = T , ÷òî çàäà÷à (0.1)�(0.2) íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìîé.

Åñëè T 6 2a|sin aω
2 |, òî ïî ëåììå 2 ïðè âñåõ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðàõ T : C → L

ñ íîðìîé ‖T‖ = T çàäà÷à (0.1)�(0.2) ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìîé.

�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé aω ∈ (0, π]. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî �óíêöèÿ �ðèíà G(t, s), îïðåäå-
ëåííàÿ ðàâåíñòâîì (1.4), íåîòðèöàòåëüíà, ïðè÷åì

max
t,s∈[0,ω]

G(t, s) =
1

2a sin aω
2

= G(θ +
ω

2
, θ) = G(τ, τ +

ω

2
), τ, θ ∈ [0, ω/2],

min
t,s∈[0,ω]

G(t, s) =
cos aω

2

2a sin aω
2

= G(θ, θ) = G(ω, 0) = G(0, ω), θ ∈ [0, ω].

Âåëè÷èíà ∆ ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, åñëè

G(τ1, c) = G(τ2, d) = min
t,s∈[0,ω]

G(t, s), G(τ1, d) = G(τ2, c) = max
t,s∈[0,ω]

G(t, s).

Ýòî âîçìîæíî òîëüêî â îäíîì èç òðåõ ñëó÷àåâ: (1) τ1 = c, τ2 = d, τ2 − τ1 = ω/2;

(2) τ1 = c = ω/2, τ2 = ω, d = 0; (3) τ2 = d = ω/2, c = ω, τ1 = 0.

Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ïðè �èêñèðîâàííûõ T1 è T2 âåëè÷èíà ∆ ïðèíèìàåò ñëåäóþùåå

ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå:

∆ = 1 +
T cos aω

2

2a sin aω
2

+ T1T2
(

cos2 aω
2

4a2 sin2 aω
2

− 1

4a2 sin2 aω
2

)
= 1 +

T ctg aω
2

2a
− T1T2

4a2
.

Òåïåðü íà ìíîæåñòâå òàêèõ íåîòðèöàòåëüíûõ T1, T2, ÷òî T1 + T2 = T , ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
∆ ïðèíèìàåò ïðè T1 = T2 = T /2. Ýòî çíà÷åíèå îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì

∆ = 1 +
T ctg aω

2

2a
− T 2

16a2
.

Ýòî çíà÷åíèå ïîëîæèòåëüíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

T < 4a ctg
aω

4
.

Åñëè T > 4a ctg aω
4 , òî âåëè÷èíà ∆ ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Åñëè T = 4a ctg aω

4 , òî

ïðè �èêñèðîâàííûõ τ1, τ2, T1 è T2 ìíîæåñòâî òåõ c è d, ïðè êîòîðûõ ∆ = 0, èìååò íóëåâóþ

ìåðó. Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ëåììû 4.

Ïóñòü òåïåðü π 6 aω < 2π. Íàéäåì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ∆ ïðè âñåõ T1, T2, τ1, τ2, c, d,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1.6). Ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèÿ G(t, s) îïðåäåëÿþòñÿ
êàê è ïðè aω ∈ (0, π], íî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå îòðèöàòåëüíî ïðè aω > π.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè T > T ∗ ≡ 4a ctg aω
4 , òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ∆ îòðèöàòåëüíî. Ïîêà-

æåì, ÷òî åñëè T 6 T ∗
, òî âñå çíà÷åíèÿ ∆ íåîòðèöàòåëüíû. Îáîçíà÷èì α ≡ mint,s∈[0,ω]G(t, s),

β ≡ maxt,s∈[0,ω]G(t, s). Èìååì β > |α|.
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Ïðè �èêñèðîâàííûõ T1 è T2 ìèíèìóì ∆ íå ìåíüøå îäíîãî èç ñëåäóþùèõ äâóõ çíà÷åíèé:

∆1 = 1 + T1α+ T2α+ T1T2(α2 − β2),

∆2 = 1 + T1α+ T2β + T1T2(αβ − β2).

Èç ðàññìîòðåíèÿ ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ aω ∈ (0, π] ñëåäóåò, ÷òî ∆1 > 0 âî âñåõ âîçìîæíûõ

ïàðàìåòðàõ, è óñëîâèå (3) ëåììû 4 âûïîëíåíî.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðè T1 = mγT ∗
, T2 = (1−m)γT ∗

, m ∈ [0, 1], γ ∈ (0, 1], èìååì

∆2 = 1 +mγT ∗
cos aω

2

2a sin aω
2

+ (1 −m)γT ∗
1

2a sin aω
2

− (1−m)mγ2T ∗2

4a2 cos2 aω
4

.

Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì, ÷òî

∆2 = 1− 2γm+
γ − 2(1−m)mγ2

sin2 aω
4

> 1 + γ − 2mγ(1 + (1−m)γ) > 0

ïðè âñåõ m ∈ [0, 1], γ ∈ [0, 1]. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèÿ (2) è (3) ëåììû 4 âûïîëíåíû.

Ïðèìåíåíèå ëåììû 4 çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû è â ýòîì ñëó÷àå. �

Åñëè çàäà÷à (0.1)�(0.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, òî åå ðåøåíèå ïðè êàæäîé �óíêöèè f ∈ L

èìååò èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

x(t) =

∫ ω

0
G(t, s)f(s) ds, t ∈ [0, ω],

ãäå �óíêöèÿ G(t, ·) (�óíêöèÿ �ðèíà ýòîé çàäà÷è) ïðè êàæäîì t ∈ [0, ω] îãðàíè÷åíà â ñóùå-

ñòâåííîì. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ �ðèíà G(t, s) íåîòðèöàòåëüíà (íåïîëîæèòåëüíà), åñëè
ïðè êàæäîì t ∈ [0, ω] ïðè ïî÷òè âñåõ s ∈ [0, ω] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî G(t, s) > 0 (G(t, s) > 0).
Ôóíêöèÿ �ðèíà G(t, s) ñîõðàíÿåò çíàê, åñëè îíà íåîòðèöàòåëüíà èëè íåïîëîæèòåëüíà.

Óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ çíàêà �óíêöèè �ðèíà, ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿì ïðèìåíèìîñòè àíà-

ëîãîâ òåîðåìû î äè��åðåíöèàëüíîì íåðàâåíñòâå, âàæíû äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé. Ïðè

íóëåâîì îïåðàòîðå T èìååì G(t, s) = G(t, s), è G(t, s) ñîõðàíÿåò çíàê òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà aω ∈ (0, π] (ïðè ýòîì G(t, s) > 0 ïðè t, s ∈ [0, ω]).
Ïîëó÷èì óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè G(t, s) ïðè âñåõ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðàõ

T : C → L ñ çàäàííîé íîðìîé.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü a > 0 è çàäàíî íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî T . Ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à (0.1)�

(0.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, è åå �óíêöèÿ �ðèíà íåîòðèöàòåëüíà ïðè âñåõ ëèíåéíûõ ïîëî-

æèòåëüíûõ îïåðàòîðàõ T : C → L ñ íîðìîé ‖T‖ = T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

aω ∈ (0, π], T 6 2a ctg
aω

2
.

Âîñïîëüçóåìñÿ î÷åâèäíîé ìîäè�èêàöèåé òåîðåìû 4.8 ðàáîòû [9℄, êîòîðóþ ñ�îðìóëèðóåì â

âèäå ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 5. Ïóñòü a 6= 2πk, k = 0, 1, . . ., çàäàíî íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî T , âûïîëíåíû óñëî-

âèÿ (1.1) òåîðåìû 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû �óíêöèÿ �ðèíà ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è (0.1)�(0.2) áû-

ëà íåîòðèöàòåëüíà ïðè âñåõ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðàõ T : C → L ñ íîðìîé

‖T‖ = T , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû �óíêöèÿ �ðèíà ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è

{
ẍ(t) + a2x(t) = −p(t)x(τ) + f(t), t ∈ [0, ω],

x(0) = x(ω), ẋ(0) = ẋ(ω),
(1.12)

áûëà íåîòðèöàòåëüíà ïðè âñåõ τ ∈ [0, ω] è ïðè âñåõ òàêèõ íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöèÿõ p ∈ L,

÷òî ‖p‖L = T .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 2. Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 5. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2

çàäà÷à (1.12) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, åå �óíêöèÿ �ðèíà èìååò ïðåäñòàâëåíèå

G(t, s) = G(t, s)−
G(τ, s)

∫ ω

0
G(t, θ)p(θ) dθ

1 +

∫ ω

0
G(τ, θ)p(θ) dθ

, t, s ∈ [0, ω].

Åñëè G(t, s) ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî è G(t, s) ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ‖p‖L. Òàê êàê �óíêöèÿ G(t, s) íåîòðèöàòåëüíà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà 0 < aω 6 π, ïóñòü äàëåå ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî. Ïðè �èêñèðîâàííûõ t, s,
τ ∈ [0, ω] òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü çíà÷åíèé G(t, s) ïðè âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñóììèðóåìûõ p ñ

íîðìîé ‖p‖L = T ðàâíà

G(t, s)− max
θ∈[0,ω]

G(τ, s)G(t, θ)T
1 +G(τ, θ)T .

Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ G(t, s) íåîòðèöàòåëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè âñåõ t, s, τ ,
θ ∈ [0, ω] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

G(t, s) + T (G(t, s)G(τ, θ) −G(τ, s)G(t, θ)) > 0.

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (1.4) äëÿ G(t, s) ëåãêî âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

2a sin
aω

2
cos

aω

2
+ T (cos2

aω

2
− 1) > 0,

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

� 2. Ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð ñ èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè

Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ ïîëîæèòåëüíûì îïåðàòîðîì â ïðàâîé ÷àñòè �óíêöèîíàëüíî-

äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

{
ẍ(t) + a2x(t) = (Tx)(t) + f(t), t ∈ [0, ω], (2.1)

x(0) = x(ω), ẋ(0) = ẋ(ω), (2.2)

ãäå T : C → L � ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð.

Èçâåñòíî [5℄, ÷òî åñëè a = 0, òî çàäà÷à (2.1)�(2.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè âñåõ

f ∈ L è âñåõ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðàõ T : C → L ñ çàäàííîé íîðìîé ‖T‖ = T
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 0 < T 6 16

ω
.

Ïðè a 6= 0 èç [7℄ ñëåäóåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè (2.1)�(2.2) ïðè

âñåõ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðàõ T : C → L ñ çàäàííîé íîðìîé ‖T‖ = T > 0:

a2ω2

1− a2ω2/4
6 T ω 6 8 + 4

√
4− a2ω2

èëè

T ω

1− T ω/4
6 a2ω2

6 8 + 4
√
4− T ω.

Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè ïîëó÷åíî íåóëó÷øàåìîå óñëîâèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-

ìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (2.1)�(2.2) ïðè âñåõ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ

îïåðàòîðàõ çàäàííîé íîðìû.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü a > 0 è çàäàíî íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî T . Çàäà÷à (2.1)�(2.2) èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè âñåõ f ∈ L, è ïðè âñåõ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðàõ

T : C → L ñ íîðìîé ‖T‖ = T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà aω 6= 2πk, k = 1, 2, . . ., è

aω < π, 2a tg
aω

2
6 T 6 4a ctg

aω

4

èëè

T 6 2a|sin aω

2
|.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîòðåáóþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ. Ëåììà 2 ïåðåíîñèòñÿ íà

çàäà÷ó (2.1)�(2.2) áåç èçìåíåíèé.

Ëåììà 6. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2, òî çàäà÷à (2.1)�(2.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.

Ñ�îðìóëèðóåì àíàëîã ëåììû 3 [9, òåîðåìà 2.29, ñ. 107℄.

Ëåììà 7. Ïóñòü a > 0, aω 6= 2πk, k = 1, 2, . . ., è ïóñòü çàäàíî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñ-

ëî T . Òîãäà çàäà÷à (2.1)�(2.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðàõ

T : C → L ñ íîðìîé ‖T‖ = T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

max
t∈[a,b]

(
max
s∈[a,b]

G(t, s)T
)

6 1, (2.3)

è ïðè âñåõ T1, T2, τ1, τ2, c, d, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1.6), âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∆ ≡ 1− T2G(τ1, d)− T1G(τ2, c) + T1T2 (G(τ1, d)G(τ2, c)−G(τ2, d)G(τ1, c)) > 0, (2.4)

èëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

min
t∈[a,b]

(
min
s∈[a,b]

G(t, s)T
)

> 1, (2.5)

è ïðè âñåõ T1, T2, τ1, τ2, c, d, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1.6), âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∆ 6 0,

ïðè÷åì ïðè êàæäûõ τ1 6 τ2, T1, T2 íå ñóùåñòâóåò òàêèõ ìíîæåñòâ ïîëîæèòåëüíîé ìåðû

Ec ⊂ [0, ω], Ed ⊂ [0, ω], ÷òî ïðè âñåõ c ∈ Ec, d ∈ Ed âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ∆ = 0.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (1.9) è (1.10), ïîëó÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.3) âûïîëíåíî òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà

T 6 2a|sin aω

2
|, (2.6)

à íåðàâåíñòâî (2.5) âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà aω < π è

T > 2a tg
aω

2
. (2.7)

Òåïåðü ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíóþ ëåììó.

Ëåììà 8. Ïóñòü a > 0, aω 6= 2πk, k = 1, 2, . . ., è ïóñòü çàäàíî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñ-

ëî T . Òîãäà çàäà÷à (2.1)�(2.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðàõ

T : C → L ñ íîðìîé ‖T‖ = T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(1) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.6) è ïðè âñåõ T1, T2, τ1, τ2, c, d, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

(1.6), âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∆ > 0

èëè, åñëè aω < π, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.7) è ïðè âñåõ T1, T2, τ1, τ2, c, d, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì (1.6), âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∆ 6 0;

(2) âûïîëíåíî óñëîâèå (3) ëåììû 4.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 3. Ïðè aω = 2πk, k = 1, 2, . . ., äîêàçàòåëüñòâî
ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì äàííîãî ñëó÷àÿ â òåîðåìå 1.

�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà aω ∈ (0, π) è íåðàâåíñòâî (2.7) âûïîëíåíî. Êàê è ïðè äîêà-

çàòåëüñòâå òåîðåìû (1), ëåãêî âèäåòü, ÷òî �óíêöèÿ �ðèíà G(t, s), îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì

(1.4), íåîòðèöàòåëüíà, ïðè÷åì

max
t,s∈[0,ω]

G(t, s) =
1

2a sin aω
2

= G(θ +
ω

2
, θ) = G(τ, τ +

ω

2
), τ, θ ∈ [0, ω/2],

min
t,s∈[0,ω]

G(t, s) =
cos aω

2

2a sin aω
2

= G(θ, θ) = G(ω, 0) = G(0, ω), θ ∈ [0, ω].

Îáîçíà÷èì α ≡ mint,s∈[0,ω]G(t, s), β ≡ maxt,s∈[0,ω]G(t, s). Èìååì β > α > 0. Ïðè �èêñèðî-

âàííûõ T1 è T2 ìàêñèìóì ∆ íå áîëüøå îäíîãî èç ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé:

∆1 = 1− T1α− T2α,
∆2 = 1− T1α− T2β + T1T2(αβ − α2),

∆3 = 1− T1β − T2β + T1T2(β2 − α2).

Î÷åâèäíî, ÷òî ∆1 > 0, åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.7). Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ∆3 ïðè-

íèìàåò, åñëè T1 = T2 = T /2. Òîãäà

∆3 = 1− T
2a sin aω

2

+
T 2

4

1

4a2 sin2 aω
2

(
1− cos2

aω

2

)
= 1− T

2a sin aω
2

+
T 2

16a2
.

Ïîýòîìó ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ∆3 íåïîëîæèòåëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

4a tg
aω

4
6 2a tg

aω

2
6 T 6 4a ctg

aω

4
.

ßñíî, ÷òî åñëè T > T ∗ ≡ 4a ctg aω
4 , òî ∆ ìîæåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ïî-

ýòîìó çàäà÷à íå ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðàõ T ñ

íîðìîé T . Ïðè ðàññìîòðåíèè ∆2 ïîëîæèì T1 = mγT ∗
, T2 = (1−m)γT ∗

, ãäå m ∈ [0, 1],

tg aω
2

2 ctg aω
4

=
sin2 aω

4

1− 2 sin2 aω
4

6 γ 6 1

è sin2 aω
4 6 1/3 (òîëüêî òîãäà ìîãóò áûòü âûïîëíåíû ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà äëÿ γ). Òîãäà

èìååì

∆2 = 1−mγT ∗
cos aω

2

2a sin aω
2

− (1−m)γT ∗
1

2a sin aω
2

+
(1−m)mγ2T ∗2 cos aω

2

4a2(1 + cos aω
2 )

.

Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì, ÷òî

∆2 = 1 + 2γm− 4m(1−m)γ2 +
−γ + 2m(1−m)γ2

sin2 aω
4

.

Ïðè �èêñèðîâàííûõ m è γ âåëè÷èíà ∆2 ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè ìàêñèìàëüíî

âîçìîæíîì çíà÷åíèè sin2 aω
4 = γ

1+2γ . Òîãäà

∆2 = 1 + 2γm− 4m(1−m)γ2 +
−γ + 2m(1−m)γ2

γ/(1 + 2γ)
= 2γ(1−m)2 > 0.

Êðîìå òîãî, ëåãêî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèå (2) ëåììû 8 âûïîëíåíî âî âñåõ ðàçîáðàííûõ

ñëó÷àÿõ.
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Ïóñòü òåïåðü 2π < aω 6= 2πk, k = 1, 2, . . ., è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.6). Íàéäåì, ïðè

êàêèõ T âåëè÷èíà ∆, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (2.4), íåîòðèöàòåëüíà ïðè âñåõ T1, T2, τ1, τ2, c,
d, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1.6).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâà (1.9)�(1.10), ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè aω > 2π

max
t,s∈[0,ω]

G(t, s) =
1

2a|sin aω
2 | , min

t,s∈[0,ω]
G(t, s) =

−1

2a|sin aω
2 | ,

è ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ∆ íåîòðèöàòåëüíî, ïðè÷åì è â ñëó÷àå aω < 2π,

êîãäà mint,s∈[0,ω]G(t, s) =
ctg aω

2

2a .

Ïðèìåíåíèå ëåììû 8 òåïåðü çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî, òàê êàê è â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî

ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèå (2) ýòîé ëåììû âûïîëíåíî. �

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î çíàêå �óíêöèè �ðèíà ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèìåíå-

íèÿ ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü a > 0 è çàäàíî íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî T . Ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à (2.1)�

(2.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà è åå �óíêöèÿ �ðèíà íåîòðèöàòåëüíà ïðè âñåõ ëèíåéíûõ ïîëîæè-

òåëüíûõ îïåðàòîðàõ T : C → L ñ íîðìîé ‖T‖ = T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

aω ∈ (0, π], T 6 2a sin
aω

2
.

� 3. Îòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð ñ ïîòî÷å÷íûìè îãðàíè÷åíèÿìè

�àññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ êðàåâóþ çàäà÷ó (0.1)�(0.2) ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðàõ

T : C → L, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

(T1 )(t) = T , t ∈ [0, ω],

ïðè çàäàííîì íåîòðèöàòåëüíîì ÷èñëå T . Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, íåóëó÷øàåìûå óñëîâèÿ ðàç-

ðåøèìîñòè ïåðèîäè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è ïðè òàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ åùå íå ïîëó÷åíû.

Èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå îáùåå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 9 (ñì. [9, 10℄). Ïóñòü p+, p− ∈ L � íåîòðèöàòåëüíûå �óíêöèè. Äëÿ òîãî ÷òîáû

çàäà÷à

{
ẍ(t) + a2x(t) = (T+x)(t)− (T−x)(t) + f(t), t ∈ [0, ω],

x(0) = x(ω), ẋ(0) = ẋ(ω),

èìåëà òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ïðè âñåõ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðàõ T+
, T− :

C → L, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâàì T+
1 = p+, T−

1 = p−, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû ïðè êàæäîé òàêîé �óíêöèè p2 ∈ L, ÷òî −p− 6 p2 6 p+, è ïðè âñåõ òàêèõ òî÷êàõ τ1,
τ2 ∈ [0, ω], ÷òî τ1 < τ2, çàäà÷à

{
ẍ(t) + a2x(t) = (p+(t)− p−(t)− p2(t))x(τ1) + p2(t)x(τ2), t ∈ [0, ω],

x(0) = x(ω), ẋ(0) = ẋ(ω),
(3.1)

èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Ïóñòü �óíêöèè p+, p− ∈ L îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè

p+ = 0, p− = T −
1 .

Çàäà÷à (3.1) èìååò òîëüêî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò òîëüêî

íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèå

x(t) =

∫ ω

0
G(t, s)

(
(−T − − p2(s))x(t1) + p2(s)x(t2)

)
ds, t ∈ [a, b].
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Ýòî óðàâíåíèå èìååò òîëüêî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò

òîëüêî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìà





x(t1) =

∫ ω

0
G(t1, s)

(
(−T − − p2(s))x(t1) + p2(s)x(t2)

)
ds,

x(t2) =

∫ ω

0
G(t2, s)

(
(−T − − p2(s))x(t1) + p2(s)x(t2)

)
ds,

(3.2)

îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíûõ ïåðåìåííûõ x(t1), x(t2). Ñèñòåìà (3.2) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðå-
øåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣

1−
∫ ω

0
G(t1, s)(−T − − p2(s)) ds −

∫ ω

0
G(t1, s)p2(s) ds

−
∫ ω

0
G(t2, s)(−T − − p2(s)) ds 1−

∫ ω

0
G(t2, s)p2(s) ds

∣∣∣∣∣∣∣
6= 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∫ ω

0
G(t, s) ds = 1/a2 ïðè âñåõ t ∈ [0, ω], èìååì

∆ = (1 + T −/a2) (1 +

∫ ω

0
(G(τ1, s)−G(τ2, s))p2(s) ds).

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî

∫ ω

0
(G(τ1, s) − G(τ2, s)) ds = 0 ïðè âñåõ τ1, τ2 ∈ [0, ω], ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè

âñåõ p2 ∈ L, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ −T − 6 p2(s) 6 0, s ∈ [0, ω], âåëè÷èíà ∆ îòëè÷íà îò

íóëÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

T − max
06τ1<τ26ω

∫ ω

0
g+τ1,τ2(s) ds = T − max

06τ26ω

∫ ω

0
g+0,τ2(s) ds =

= T − max
06τ26ω

∫ ω

0

1

2
|G(0, s) −G(τ2, s)| ds < 1,

ãäå

g+τ1,τ2(s) ≡
{
G(τ1, s)−G(τ2, s), åñëè G(τ1, s) > G(τ2, s),

0, åñëè G(τ1, s) < G(τ2, s).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû çàäà÷à (0.1)�(0.2) áûëà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè âñåõ ëèíåé-

íûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðàõ T : C → L, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ T1 = T , íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

T <
1

max
06τ26ω

∫ ω

0

1

2
|G(0, s) −G(τ2, s)| ds

.
(3.3)

Åñëè ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð T : C → L òàêîâ, ÷òî T1 6 T , è çàäà÷à (0.1)�(0.2)
íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìîé, òî îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (0.1)�(0.2) èìååò íåòðèâèàëüíîå

ðåøåíèå. Ýòî ðåøåíèå ìåíÿåò çíàê, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è

èìåëî áû âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ îäíîãî çíàêà è íå óäîâëåòâîðÿëî ïåðèîäè÷åñêèì êðàåâûì óñëî-

âèÿì. Òàê êàê íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è (0.1)�(0.2) èìååò íóëü, òî ïðè ëþáîé

òàêîé íåîòðèöàòåëüíîé �óíêöèè p ∈ L, ÷òî p > T1 , íàéäåòñÿ òàêîé ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé

îïåðàòîð T̃ : C → L, ÷òî T1 = p è çàäà÷à

{
ẍ(t) + a2x(t) = −(T̃ x)(t), t ∈ [0, ω],

x(0) = x(ω), ẋ(0) = ẋ(ω),

èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Îòñþäà ñëåäóþò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøè-

ìîñòè:
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü 0 < aω 6= 2πk, k = 1, 2, . . ., è çàäàíî íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî T . Äëÿ
òîãî ÷òîáû çàäà÷à (0.1)�(0.2) áûëà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè âñåõ òàêèõ ëèíåéíûõ ïîëîæè-

òåëüíûõ îïåðàòîðàõ T : C → L, ÷òî

vrai sup
t∈[0,ω]

(T1 )(t) 6 T , (3.4)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.3).

�åøèì óðàâíåíèå

G(τ2, s) = G(0, s) (3.5)

ïðè çàäàííîì τ2 ∈ [0, ω]. Èìååì

G(τ2, s)−G(0, s) =
1

a sin aω
2

{
sin(a2 (2s− τ2 − ω)) sin(aτ22 ), s > t2,

sin(a2 (ω − τ2)) sin(
a
2 (τ2 − 2s)), s < t2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

s =

{
τ2+ω
2 + πk

a
, k = 0,±1,±2, . . . , åñëè s ∈ [τ2, ω],

τ2
2 − πk

a
, k = 0,±1,±2, . . . , åñëè s ∈ [0, τ2).

Ïðè a < 2π è ïðè ëþáîì τ2 ∈ (0, ω] íà êàæäîì èç îòðåçêîâ [0, τ2] è [τ2, ω] íàõîäèòñÿ îäèí êîðåíü
óðàâíåíèÿ (3.5): τ2/2 è (τ2+ω)/2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè 0 < a < 2π

∫ ω

0
max

t2∈[0,ω]
g+0,τ2(s) ds = max

t2∈[0,ω]

sin a(ω−τ2)
2 + sin aτ2

2 − sin aω
2

a2 sin aω
2

=
2 sin2 aω

8

a2(1− 2 sin2 aω
8 )

.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè 0 < aω < 2π çàäà÷à (0.1)�(0.2) áûëà îäíîçíà÷íî ðàçðå-

øèìà ïðè âñåõ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðàõ T : C → L, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

T1 = T , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

T <
a2(1− 2 sin2 aω

8 )

2 sin2 aω
8

. (3.6)

Îòñþäà ñëåäóþò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïðè 0 < aω < 2π:

Òåîðåìà 6. Ïóñòü 0 < aω < 2π è çàäàíî íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî T . Äëÿ òîãî ÷òîáû

çàäà÷à (0.1)�(0.2) áûëà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè âñåõ òàêèõ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïå-

ðàòîðàõ T : C → L, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.4), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.6).

Òåîðåìó 6 ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ T1(a) ≡
a2

2 sin2 aω
8

, Ix = x : C → L � îïåðàòîð âëîæåíèÿ.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü 0 < aω < 2π è çàäàíî íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî T . Äëÿ òîãî ÷òîáû

çàäà÷à

{
ẍ(t) = −(Tx)(t) + f(t), t ∈ [0, ω],

x(0) = x(ω), ẋ(0) = ẋ(ω),

áûëà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè âñåõ òàêèõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðàõ T : C → L, ÷òî îïåðàòîð

T − a2I : C → L ïîëîæèòåëåí è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.4), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

T < T1(a).
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Îòìåòèì, ÷òî lim
a→0+

T1(a) =
32

ω2
, lim
a→2π

T1(a) =
4π2

ω2
. Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü,

4π2

ω2
� ïåðâîå

íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ïåðèîäè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è íà îòðåçêå [0, ω] äëÿ îïåðàòîðà

x → −ẍ.
Ïóñòü òåïåðü aω ∈ (2π, 4π). Äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 5 âû÷èñëèì:

g(t) ≡
∫ ω

0

1

2
|G(0, s) −G(τ, s)| ds =





| sin a(ω−τ)
2 − 3 sin aτ

2 − sin aω
2 |

a2|sin aω
2 | , åñëè 0 6 τ 6 ω − 2π

a
,

| sin a(ω−τ)
2 + sin aτ

2 − sin aω
2 |

a2|sin aω
2 | , åñëè ω − 2π

a
6 τ 6

2π

a
,

| − 3 sin a(ω−τ)
2 + sin aτ

2 − sin aω
2 |

a2|sin aω
2 | , åñëè

2π

a
6 τ 6 ω.

Èìååì

max
ω− 2π

a
6τ6 2π

a

g(t) = g(ω/2) =
sin aω

2 − 2 sin aω
4

a2 sin aω
2

=
cos aω

4 − 1

a2 cos aω
4

=
−2 sin2 aω

8

a2(1− 2 sin2 aω
8 )

≡ g1,

max
τ∈[0,ω− 2π

a
]∪[ 2π

a
,ω]

g(t) =
− sin aω

2 −
√

10 + 6 cos aω
2

a2 sin aω
2

≡ g2.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè a ∈ (
2π

ω
,
4π

ω
) íåðàâåíñòâî g1 > g2 âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà a 6 a0 ≈ 9.7
ω
, ãäå a0 � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ tg2

a0ω

4
+cos

a0ω

4
= 0 íà ïðîìåæóòêå

(
2π

ω
,
4π

ω
). Ïóñòü

T2(a) ≡





a2(1− 1

2 sin2 aω
8

), åñëè a ∈ (
2π

ω
, a0],

a2
1

−1−
√

10+6 cos aω

2

sin aω

2

, åñëè a ∈ (a0,
2π

ω
).

Èñïîëüçóÿ òîëüêî ÷òî ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, ñ�îðìóëèðóåì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå

óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü 2π < aω < 4π è çàäàíî íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî T . Äëÿ òîãî ÷òîáû

çàäà÷à (0.1)�(0.2) áûëà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè âñåõ òàêèõ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïå-

ðàòîðàõ T : C → L, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.4), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

T < T2(a). (3.7)

Ïóñòü òåïåðü aω ∈ (4π, 6π), â ýòîì ñëó÷àå

g(t) ≡
∫ ω

0

1

2
|G(0, s) −G(τ, s)| ds=





| sin a(ω−τ)
2 + 5 sin aτ

2 − sin aω
2 |

a2|sin aω
2 | , åñëè 0 6 τ 6 ω − 4π

a
,

| sin a(ω−τ)
2 − 3 sin aτ

2 − sin aω
2 |

a2|sin aω
2 | , åñëè ω − 4π

a
6 τ 6

2π

a
,

| − 3 sin a(ω−τ)
2 − 3 sin aτ

2 − sin aω
2 |

a2|sin aω
2 | , åñëè

2π

a
6τ 6 ω− 2π

a
,

| − 3 sin a(ω−τ)
2 + sin aτ

2 − sin aω
2 |

a2|sin aω
2 | , åñëè ω − 2π

a
6 τ 6

4π

a
,

|5 sin a(ω−τ)
2 + sin aτ

2 − sin aω
2 |

a2|sin aω
2 | , åñëè

4π

a
6 τ 6 ω.
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Èìååì

g1 ≡ max
τ∈[0,ω− 4π

a
]∪[ 4π

a
,ω]

g(t) =





− sin aω
2 +

√
26− 10 cos aω

2

a2 sin aω
2

, a >
2 arccos(1/5) + 4π

ω
,

4

a2
, a <

2 arccos(1/5) + 4π

ω
≈ 4.87π

ω
,

g2 ≡ max
τ∈[ω− 4π

a
, 2π
a
]∪[ω− 2π

a
, 4π
a
]
g(t) =





sin aω
2 +

√
10 + 6 cos aω

2

a2 sin aω
2

, a 6
2 arccos(−1/3) + 4π

ω
,

4

a2
, a >

2 arccos(−1/3) + 4π

ω
≈ 5.2π

ω
,

max
2π

a
6τ6ω− 2π

a

g(t) = g(ω/2) = −cos aω
4 + 3

a2 cos aω
4

≡ g3.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè a ∈ (4π
ω
, 6π

ω
) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî g1 > g3, êðîìå òîãî, g1 6 g2

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a > a3 ≈ 15.8
ω

≈ 5.02π
ω

, ãäå a3 � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

1/ cos a3ω
2 = 1− 32/ sin2 a3ω

2 .

Ïóñòü T3(a) ≡





a2 sin aω
2

sin aω
2 +

√
10 + 6 cos aω

2

, åñëè a ∈ (a3,
6π
ω
),

a2 sin aω
2

− sin aω
2 +

√
26− 10 cos aω

2

, åñëè a ∈ (4π
ω
, a3].

Èñïîëüçóÿ òîëüêî ÷òî ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, ñ�îðìóëèðóåì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå

óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü 4π < aω < 6π è çàäàíî íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî T . Äëÿ òîãî ÷òîáû

çàäà÷à (0.1)�(0.2) áûëà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè âñåõ òàêèõ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïå-

ðàòîðàõ T : C → L, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.4), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

T < T3(a). (3.8)

� 4. Ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð ñ ïîòî÷å÷íûìè îãðàíè÷åíèÿìè

Òåïåðü ïîëó÷èì óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (2.1)�(2.2) ïðè âñåõ ïîëîæè-

òåëüíûõ îïåðàòîðàõ T : C → L, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ T1 = T 1 ïðè çàäàííîì íåîòðèöà-

òåëüíîì ÷èñëå T . Îïÿòü èñïîëüçóåì îáùåå óòâåðæäåíèå 9, ãäå ïîëîæèì p+ = T , p− = 0.

Òîãäà çàäà÷à (3.1) èìååò òîëüêî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò

òîëüêî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèå

x(t) =

∫ ω

0
G(t, s) ((T − p2(s))x(t1) + p2(s)x(t2)) ds, t ∈ [a, b].

Ýòî óðàâíåíèå èìååò òîëüêî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò

òîëüêî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìà





x(t1) =

∫ ω

0
G(t1, s) ((T − p2(s))x(t1) + p2(s)x(t2)) ds,

x(t2) =

∫ ω

0
G(t2, s) ((T − p2(s))x(t1) + p2(s)x(t2)) ds,

(4.1)
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îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíûõ ïåðåìåííûõ x(t1), x(t2). Ñèñòåìà (4.1) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðå-
øåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣

1−
∫ ω

0
G(t1, s)(T − p2(s)) ds −

∫ ω

0
G(t1, s)p2(s) ds

−
∫ ω

0
G(t2, s)(T − p2(s)) ds 1−

∫ ω

0
G(t2, s)p2(s) ds

∣∣∣∣∣∣∣
6= 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∫ ω

0
G(t, s) ds = 1/a2 ïðè âñåõ t ∈ [0, ω], èìååì

∆ = (1− T /a2) (1 +

∫ ω

0
(G(τ1, s)−G(τ2, s))p2(s) ds).

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî

∫ ω

0
(G(τ1, s) − G(τ2, s)) ds = 0 ïðè âñåõ τ1, τ2 ∈ [0, ω], ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè

âñåõ p2 ∈ L, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 0 6 p2(s) 6 T , s ∈ [0, ω], âåëè÷èíà ∆ îòëè÷íà îò íóëÿ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T 6= a2 è

T max
06τ1<τ26ω

∫ ω

0
g+τ1,τ2(s) ds = T max

06τ26ω

∫ ω

0
g+0,τ2(s) ds = T max

06τ26ω

∫ ω

0

1

2
|G(0, s) −G(τ2, s)| ds < 1,

ãäå

g+τ1,τ2(s) ≡
{
G(τ1, s)−G(τ2, s), åñëè G(τ1, s) > G(τ2, s),

0, åñëè G(τ1, s) < G(τ2, s).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû çàäà÷à (2.1)�(2.2) áûëà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè âñåõ ëèíåé-

íûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðàõ T : C → L, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ T1 = T , íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû T 6= a2 è áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.3).

Åñëè ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð T : C → L òàêîâ, ÷òî T1 6 T , îïåðàòîð T − a2I
ïîëîæèòåëåí è çàäà÷à (2.1)�(2.2) íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìîé, òî îäíîðîäíàÿ çàäà÷à

(2.1)�(2.2) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, êîòîðîå ìåíÿåò çíàê, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è èìåëî áû âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ îäíîãî çíàêà è íå óäîâëåòâîðÿëî

ïåðèîäè÷åñêèì êðàåâûì óñëîâèÿì. Òàê êàê íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è (2.1)�

(2.2) èìååò íóëü, òî ïðè ëþáîé òàêîé íåîòðèöàòåëüíîé �óíêöèè p ∈ L, ÷òî p > T1 , íàéäåòñÿ
òàêîé ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð T̃ : C → L, ÷òî T̃1 = p è çàäà÷à

{
ẍ(t) + a2x(t) = (T̃ x)(t), t ∈ [0, ω],

x(0) = x(ω), ẋ(0) = ẋ(ω),

èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðå-

øèìîñòè â ýòîì ñëó÷àå íå îòëè÷àþòñÿ îò óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè äëÿ çàäà÷è ñ îòðèöàòåëüíûì

îïåðàòîðîì.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü 0 < aω 6= 2πk, k = 1, 2, . . ., è çàäàíî íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî T >
a2. Äëÿ òîãî ÷òîáû çàäà÷à (2.1)�(2.2) áûëà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè âñåõ òàêèõ ëèíåéíûõ

ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðàõ T : C → L, ÷òî îïåðàòîð T − a2I ïîëîæèòåëåí è âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî (3.4), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.3).

Òåîðåìà 11. Ïóñòü çàäàíî íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî T > a2. Äëÿ òîãî ÷òîáû çàäà÷à (2.1)�

(2.2) áûëà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè âñåõ òàêèõ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðàõ T :
C → L, ÷òî îïåðàòîð T − a2I ïîëîæèòåëåí è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.4), íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.6) ïðè aω ∈ (0, 2π), íåðàâåíñòâî (3.7) ïðè
aω ∈ (2π, 4π) è íåðàâåíñòâî (3.8) ïðè aω ∈ (4π, 6π).
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