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Î ÊÎÌÏÀÊÒÍÛÕ T1-Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ

�àññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâà, âñÿêèå ïîäïðîñòðàíñòâà êîòîðûõ êîìïàêòíû. Áóäåì íàçûâàòü òàêèå

ïðîñòðàíñòâà íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíûìè. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû î ñóùåñòâîâàíèè è ñïî-

ñîáàõ ïîñòðîåíèÿ íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíûõ T1-òîïîëîãèé. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå 2
τ
ïîïàðíî íåñðàâ-

íèìûõ íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíûõ T1-òîïîëîãèé íà áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå X ìîùíîñòè τ . Ïîëó÷å-

íû õàðàêòåðèñòèêè íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ. Äîêàçàíî, ÷òî òèõîíîâñêîå ïðîèçâåäåíèå

êîíå÷íîãî ÷èñëà íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíûõ T1-ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíûì T1-

ïðîñòðàíñòâîì. Äîêàçàíî, ÷òî òèõîíîâñêîå ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà íåîäíîòî÷å÷íûõ íàñëåä-

ñòâåííî êîìïàêòíûõ T1-ïðîñòðàíñòâ íå ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíûì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìïàêòíîñòü, ìèíèìàëüíàÿ T1-òîïîëîãèÿ, òèõîíîâñêîå ïðîèçâåäåíèå.

Ââåäåíèå

�àáîòà ïîñâÿùåíà íåêîòîðûì âîïðîñàì òåîðèè êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Îñëàáëåíèå óñëîâèÿ îòäåëèìîñòè ïðîñòðàíñòâà X ñ õàóñäîð�îâîñòè äî àêñèîìû T1 ñóùå-

ñòâåííî èçìåíÿåò ñâîéñòâà êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ýòî îïðåäåëÿåòñÿ â áîëüøåé ñòåïåíè òåì,

÷òî â îòëè÷èå îò õàóñäîð�îâûõ êîìïàêòîâ ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ è ñåìåéñòâî êîìïàêòíûõ

ïîäìíîæåñòâ â ñëó÷àå T1-êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ ìîãóò íå ñîâïàäàòü. Âîïðîñû, ñâÿçàííûå

ñ ýòîé îñîáåííîñòüþ T1-êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ, èçó÷àëèñü ß. äå �ðîîòîì [1℄ (îí èññëåäî-

âàë c- è c∗-ïðîñòðàíñòâà), À.Â. Àðõàíãåëüñêèì [2℄ (ðàññìàòðèâàâøèì êëàññ ñàìîñîïðÿæåííûõ

ïðîñòðàíñòâ).

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàí-

ñòâà, òî åñòü ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî. Â ñëó÷àå õàóñäîð-

�îâûõ ïðîñòðàíñòâ íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî îêàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì.

Â ñëó÷àå T1-ïðîñòðàíñòâ ñèòóàöèÿ èíàÿ. Èçâåñòíûì ïðèìåðîì íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíîãî

T1-ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîå ïðîñòðàíñòâî X ñ ìèíèìàëüíîé T1-òîïîëîãèåé.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè íà äàííîì ìíîæåñòâå äðóãèõ íàñëåä-

ñòâåííî êîìïàêòíûõ T1-òîïîëîãèé. Åñëè òàêèå ñóùåñòâóþò, òî ñêîëüêî èõ? Âîçíèêàåò âîïðîñ

î ñïîñîáàõ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ òîïîëîãèé. Ýòèì âîïðîñàì è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.

� 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå, ñòàíäàðòíû, è èõ ìîæíî íàéòè â [3, 4℄.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè èç ëþáîãî îòêðûòîãî ïî-

êðûòèÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Îïðåäåëåíèå 2. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå îòäåëèìîñòè T1,

èëè ÿâëÿåòñÿ T1-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x1, x2 ýòîãî ïðîñòðàí-

ñòâà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Ox1 òàêàÿ, ÷òî x2 6∈ Ox1.

Èçâåñòíî, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ T1-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ëþáîå åãî îäíîòî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî çàìêíóòî.
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Îïðåäåëåíèå 3. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ õàóñäîð�îâûì, èëè T2-ïðîñò-

ðàíñòâîì, åñëè ó ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x1 è x2 ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóþò íåïå-

ðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè.

Ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïðîñòðàíñòâî X íàçîâåì íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíûì, åñëè ëþáîå åãî

ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòíî.

Â ñëó÷àå õàóñäîð�îâûõ ïðîñòðàíñòâ âîçíèêàåò

Ïðåäëîæåíèå 1. Íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíîå T2-ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ÏóñòüX íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó

x ∈ X. Ìíîæåñòâî X \ {x} êîìïàêòíî. Èçâåñòíî, ÷òî â T2-ïðîñòðàíñòâå ëþáîå åãî êîìïàêòíîå

ïîäìíîæåñòâî çàìêíóòî. Òîãäà X \ {x} çàìêíóòî â X, à çíà÷èò, {x} îòêðûòî â X.

Òàêèì îáðàçîì, X äèñêðåòíî, à äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî, òîëüêî åñëè îíî êî-

íå÷íî. �

Â ñëó÷àå T1-ïðîñòðàíñòâ ñèòóàöèÿ èíàÿ, è äàëåå â ðàáîòå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî

T1-ïðîñòðàíñòâà.

Èçâåñòíûì ïðèìåðîì íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíîãî T1-ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîå

ïðîñòðàíñòâî X ñ ìèíèìàëüíîé T1-òîïîëîãèåé, òàêæå èçâåñòíîé êàê òîïîëîãèÿ Çàðèññêîãî.

Îïðåäåëåíèå 5. Ìèíèìàëüíîé T1-òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî τm =
{X \K : K êîíå÷íî}.

Â � 2 ðåøàþòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè äðóãèõ íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíûõ T1-òîïîëîãèé

è âîïðîñ îá èõ êîëè÷åñòâå.

� 2. Îäíà êîíñòðóêöèÿ íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíîé òîïîëîãèè

Ïóñòü X � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, A ⊆ X � åãî ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî. Îïðåäåëèì

íà ìíîæåñòâå X ñåìåéñòâî τA, ñîñòîÿùåå èç ìíîæåñòâ ñåìåéñòâà τm è ìíîæåñòâ âèäà A ∩ U ,

ãäå U ∈ τm. Äðóãèìè ñëîâàìè, τA = τm ∪ {A \K : K êîíå÷íî}.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ñåìåéñòâî τA ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå X.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî {Uα : α ∈ E} ⊆ τA. Äîêà-

æåì, ÷òî

⋃
α∈E

Uα ∈ τA. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî α0 ∈ E ìíîæåñòâî Uα0
∈ τm, òî

⋃
α∈E

Uα ∈ τm. Ïóñòü âñå {Uα : α ∈ E} èìåþò âèä Uα = A \Kα, ãäå ìíîæåñòâî Kα êîíå÷íî äëÿ

ëþáîãî α ∈ E. Òîãäà
⋃

α∈E

Uα =
⋃

α∈E

(A \Kα) = A \
⋂

α∈E

Kα è, ñëåäîâàòåëüíî,

⋃
α∈E

Uα ∈ τA.

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ñåìåéñòâî λ = {Ui}i6n ⊆ τA. Äîêàæåì, ÷òî
⋂
i6n

Ui ∈ τA.

�àññìîòðèì Ui òàêèå, ÷òî Ui ∈ τm, è îáîçíà÷èì λ′ = {Ui : Ui ∈ τm}. Òîãäà

⋂

i6n

Ui =
(⋂

{Ui : Ui ∈ λ′}
)⋂(⋂

{Ui : Ui ∈ λ \ λ′}
)
.

Äëÿ

⋂
{Ui : Ui ∈ λ′} èìååì, ÷òî

⋂
{Ui : Ui ∈ λ′} = X \K, ãäå K êîíå÷íî. Òàêæå

⋂
{Ui : Ui ∈

λ \ λ′} = A \K ′
, ãäå K ′

êîíå÷íî.

Òîãäà

⋂
i6n

Ui = (X \K)
⋂
(A \K ′) = A \ (K ∪K ′) è, ñëåäîâàòåëüíî,

⋂
i6n

Ui ∈ τA. �

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ïîðîæäàåò òîïîëîãèþ τA. Íàì áóäåò ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ
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Ëåììà 1. Ïðîñòðàíñòâî X íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ

ëþáîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ γ = {U} ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäñåìåéñòâî γ′ ⊆ γ

òàêîå, ÷òî

⋃
{U : U ∈ γ′} =

⋃
{U : U ∈ γ}.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü X íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíî. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ γ = {U} ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäñåìåéñòâî γ′ ⊆ γ òàêîå, ÷òî⋃
{U : U ∈ γ′} =

⋃
{U : U ∈ γ}.

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ γ = {U}. Ïîäìíîæåñòâî
⋃
{U :

U ∈ γ} ⊆ X, çíà÷èò,

⋃
{U : U ∈ γ} êîìïàêòíî. Ñåìåéñòâî γ � îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà⋃

{U : U ∈ γ}. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå γ′ ⊆ γ òàêîå, ÷òî

⋃
{U : U ∈ γ′} =⋃

{U : U ∈ γ}.
Ïóñòü äëÿ êàæäîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ γ = {U} ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäñå-

ìåéñòâî γ′ ⊆ γ òàêîå, ÷òî

⋃
{U : U ∈ γ′} =

⋃
{U : U ∈ γ}. Äîêàæåì, ÷òî X íàñëåäñòâåííî

êîìïàêòíî.

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî X, γ = {U} � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå â A ïîêðûòèå

ìíîæåñòâà A. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî γx = {Ux} îòêðûòûõ â X ìíîæåñòâ, ãäå Ux ∩A = U

äëÿ ëþáîãî U ∈ γ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäñåìåéñòâî γ′x ⊆ γx òàêîå, ÷òî⋃
{Ux : Ux ∈ γ′x} =

⋃
{Ux : Ux ∈ γx}. Çíà÷èò, ñåìåéñòâî γ′ = {U : U = Ux ∩ A,Ux ∈ γ′x} áóäåò

êîíå÷íûì ïîäïîêðûòèåì ìíîæåñòâà A. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå ïîäìíîæåñòâî A ⊆ X êîìïàêòíî,

à çíà÷èò, X íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíî. �

Ëåììà 2. Ïðîñòðàíñòâî X ñ òîïîëîãèåé τA ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíûì

T1-ïðîñòðàíñòâîì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü X0 � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî X è λ = {U} � ïðîèç-

âîëüíîå îòêðûòîå ïîêðûòèå X0, òî åñòü X0 ⊆
⋃
{U : U ∈ λ}. Äîêàæåì, ÷òî X0 � êîìïàêòíî.

Åñëè X0 \ A 6= ∅, òî íàéäåòñÿ U ∈ λ òàêîå, ÷òî U ∈ τm, ñëåäîâàòåëüíî, X0 \ U êîíå÷íî. Òîãäà

íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ èç λ, ïîêðûâàþùèõ X0 \ U . Ïóñòü X0 ⊆ A. Íî òîãäà äëÿ

ëþáîãî U ∈ λ èìååì, ÷òî X0 \ U êîíå÷íî, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ

èç λ, ïîêðûâàþùèõ X0 \ U . Ñëåäîâàòåëüíî, X íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíî. �

Íàïîìíèì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 6. Òîïîëîãèÿ τA ìàæîðèðóåò òîïîëîãèþ τB, τB 6 τA, åñëè τB ⊆ τA. Åñëè

íàéäóòñÿ U ∈ τA è V ∈ τB òàêèå, ÷òî U 6∈ τB è V 6∈ τA, òî òîïîëîãèè íàçûâàþòñÿ íåñðàâíèìûìè.

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A,B ∈ τA \ τm òàêèõ, ÷òî A \ B áåñêîíå÷íî, ñëåäóåò,

÷òî òîïîëîãèÿ τA íåñðàâíèìà ñ òîïîëîãèåé τB.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî A 6∈ τB . Äåéñòâèòåëüíî, íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü ìíî-

æåñòâî A â âèäå A = B \ K, òàê êàê ïî óñëîâèþ A ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê, íå

ëåæàùèõ â B. Ïîêàæåì, ÷òî B 6∈ τA. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî B íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå

B = A \K, òàê êàê ïî óñëîâèþ ìíîæåñòâî A \B áåñêîíå÷íî. �

Íàïîìíèì, ÷òî ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî A △ B =
(A \B) ∪ (B \ A).

Îïðåäåëåíèå 7. Ñåìåéñòâî σ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X íàçîâåì ñóùåñòâåííûì, åñëè äëÿ

ëþáûõ A,B ∈ σ òàêèõ, ÷òî A 6= B, ñëåäóåò A △ B áåñêîíå÷íî.

Íà ìíîæåñòâå âñåõ ñóùåñòâåííûõ ñåìåéñòâ ìîæíî ââåñòè îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà

ïî âêëþ÷åíèþ, òî åñòü σ1 6 σ2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà σ1 ⊆ σ2 êàê ïîäñåìåéñòâî.

Ëåììà 4. Ïóñòü X � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè τ . Òîãäà íà X íàéäåòñÿ ñóùå-

ñòâåííîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ σ ïîäìíîæåñòâ X òàêîå, ÷òî |σ| = 2τ .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Σ � ìíîæåñòâî âñåõ ñóùåñòâåííûõ ñåìåéñòâ ïîäìíîæåñòâ

X, óïîðÿäî÷åííûõ ñ óêàçàííûì ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì. Ïîêàæåì, ÷òî â Σ ñóùåñòâóåò ìàêñè-

ìàëüíûé ýëåìåíò.

�àññìîòðèì ξ = {σ}� ïðîèçâîëüíóþ öåïü, ñîñòîÿùóþ èç ñóùåñòâåííûõ ñåìåéñòâ. Ïîêàæåì,

÷òî â Σ äëÿ ξ ñóùåñòâóåò ìàæîðèðóþùèé ýëåìåíò. Ïóñòü σ̂ =
⋃
{σ : σ ∈ ξ}. Òîãäà σ̂ òàêæå

ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ñåìåéñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A,B ∈ σ̂. Òîãäà íàéäóòñÿ σ1 ∈ ξ

è σ2 ∈ ξ òàêèå, ÷òî A ∈ σ1 è B ∈ σ2. Òàê êàê σ1 è σ2 åñòü ýëåìåíòû öåïè ξ, òî îíè ñðàâíèìû.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè σ1 6 σ2, òî åñòü σ1 ⊆ σ2. Òîãäà A,B ∈ σ2, è òàê êàê σ2 ñóùåñòâåííî,

òî A △ B áåñêîíå÷íî.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî σ ∈ ξ èìååì σ 6 σ̂, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ìàæîðèðóþùèé

ýëåìåíò. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ öåïü èç Σ èìååò ìàæîðèðóþùèé ýëåìåíò, ñëåäîâàòåëüíî, ïî

ïðèíöèïó ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà âî âñåì ìíîæåñòâå Σ íàéäåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò.

Ïóñòü expX � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X. �àññìîòðèì ìàêñèìàëüíûé ýëå-

ìåíò σ0 ∈ Σ. Òîãäà expX \ σ0 ñîñòîèò òîëüêî èç ìíîæåñòâ A, äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ U ∈ σ0
òàêîå, ÷òî A △ U êîíå÷íî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå A∪σ0 � ñóùåñòâåííîå ñåìåéñòâî è σ0 ⊆ A∪σ0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè σ0.

Äëÿ êàæäîãî U ∈ σ0 ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî λU = {A ⊆ X : A △ U êîíå÷íî}. Âñÿ-
êîå A ∈ λU ïîëó÷àåòñÿ èç U âû÷èòàíèåì èëè äîáàâëåíèåì êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê èç

X. Ñëåäîâàòåëüíî, |λU | = τ . Òàêèì îáðàçîì, expX = σ0 ∪
⋃
{λU : U ∈ σ0}. Ïîëó÷àåì, ÷òî

|
⋃
{λU : U ∈ σ0}| = |σ0| · τ . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 2τ = |expX| = |σ0| · τ . Çíà÷èò, |σ0| = 2τ . �

Èç ëåìì 3 è 4 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Íà ìíîæåñòâå X ìîùíîñòè τ ñóùåñòâóåò 2τ ïîïàðíî íåñðàâíèìûõ íàñëåä-

ñòâåííî êîìïàêòíûõ T1-òîïîëîãèé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ëåììû 4 íà ìíîæåñòâå X íàéäåòñÿ ñóùåñòâåííîå ñåìåé-

ñòâî ìíîæåñòâ σ òàêîå, ÷òî |σ| = 2τ . Ïî ëåììå 3 äëÿ ëþáûõ A,B ∈ σ ïîëó÷àåì, ÷òî òîïîëîãèè

τA è τB íåñðàâíèìû. �

Çàìå÷àíèå 1. Â ìàêñèìàëüíîì ñóùåñòâåííîì ñåìåéñòâå ïîäìíîæåñòâ áåñêîíå÷íîãî ìíî-

æåñòâà X ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ìíîæåñòâî

âèäà X \K, ãäå K êîíå÷íî.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáîãî A ∈ τm èìååì τA = τm.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü σ0 � ìàêñèìàëüíîå ñóùåñòâåííîå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ áåñêîíå÷-

íîãî ìíîæåñòâà X, T = {τA : A ⊆ X} � ñåìåéñòâî âñåõ τA-òîïîëîãèé íà ìíîæåñòâå X.

Òîãäà

(1) äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A,B ∈ σ0 \ τm íå ñóùåñòâóåò òîïîëîãèè τC ∈ T ìàæîðè-

ðóþùåé òîïîëîãèè τA è τB;

(2) äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà A ∈ expX \ (σ0 ∪ τm) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå B ∈ σ0 \ τm
òàêîå, ÷òî äëÿ τA è τB åñòü ìàæîðàíòà τC ∈ T .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. (1) Ïóñòü A,B ∈ σ0 \ τm. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò C ⊆
X òàêîå, ÷òî τA ⊆ τC è τB ⊆ τC . Òîãäà A,B ∈ τC , ñëåäîâàòåëüíî, îíè ïîëó÷àþòñÿ èç C

âûáðàñûâàíèåì êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî A △ B áåñêîíå÷íî.

(2) Ïóñòü A ∈ expX \(σ0∪τm). Â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè ñåìåéñòâà σ0 íàéäåòñÿ B ∈ σ0 òàêîå,

÷òî A △ B êîíå÷íî. Òîãäà τA ⊆ τA∪B è τB ⊆ τA∪B.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü B. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò C ∈ σ0, C 6= B, òàêîå, ÷òî

äëÿ A è C íàéäåòñÿ D ∈ expX òàêîå, ÷òî τA ⊆ τD è τC ⊆ τD. Òîãäà A è C ïîëó÷àþòñÿ èç

D âûáðàñûâàíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, ñëåäîâàòåëüíî, A △ C êîíå÷íî. Ïðè ýòîì A △ B

êîíå÷íî. Òîãäà A △ B êîíå÷íî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî A è B ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû. �

Òåîðåìà 3. Òîïîëîãèÿ, ìàæîðèðóþùàÿ âñå íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíûå T1-òîïîëîãèè íà

ìíîæåñòâå X, ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàæäîå ìíîæåñòâî A ⊆ X ïîðîæäàåò ñîîòâåòñòâåííî òîïîëîãèþ

τA. Â òîïîëîãèè τA ìíîæåñòâî A îòêðûòî.

�àññìîòðèì ñåìåéñòâî σ = {τA : A ⊆ X}. Ìàæîðàíòîé ñåìåéñòâà σ áóäåò òîïîëîãèÿ τσ
òàêàÿ, ÷òî τA ⊆ τσ äëÿ ëþáîãî A ⊆ X. Ñëåäîâàòåëüíî, â òîïîëîãèè τσ ëþáîå ìíîæåñòâî A ⊆ X

áóäåò îòêðûòî, à çíà÷èò, τσ � äèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ. �

� 3. Ñâîéñòâà íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ

Íàðÿäó ñ èçâåñòíûì êðèòåðèåì î òîì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âñÿêàÿ öåíòðèðîâàííàÿ ñèñòåìà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, ïîëó-

÷åíà

Òåîðåìà 4. Ïðîñòðàíñòâî X íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ

ëþáîé öåíòðèðîâàííîé ñèñòåìû çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ γ = {F} íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîäñè-

ñòåìà γ′ ⊆ γ òàêàÿ, ÷òî

⋂
{F : F ∈ γ′} =

⋂
{F : F ∈ γ}.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü X íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíî. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ

öåíòðèðîâàííóþ ñèñòåìó çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ γ = {F}. Òîãäà λ = {UF = X \ F : F ∈ γ} �

ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Â ñèëó ëåììû 1 ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäñåìåéñòâî λ′ ⊆ λ

òàêîå, ÷òî

⋃
{UF : UF ∈ λ′} =

⋃
{UF : UF ∈ λ}. Îáîçíà÷èì ñèñòåìó ìíîæåñòâ F òàêèõ, ÷òî

UF ∈ λ′
÷åðåç γ′. Òîãäà

⋃
{UF : UF ∈ λ′} =

⋃
{X \ F : F ∈ γ′} = X \

⋂
{F : F ∈ γ′} è⋃

{UF : UF ∈ λ} = X \
⋂
{F : F ∈ γ}. Òîãäà

⋂
{F : F ∈ γ} =

⋂
{F : F ∈ γ′}, ñëåäîâàòåëüíî,

{F : F ∈ γ′} � èñêîìîå êîíå÷íîå ïîäñåìåéñòâî ñèñòåìû γ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîé öåíòðèðîâàííîé ñèñòåìû çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ γ = {F} íàé-
äåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà γ′ ⊆ γ òàêàÿ, ÷òî

⋂
{F : F ∈ γ′} =

⋂
{F : F ∈ γ}. Äîêàæåì, ÷òî X

íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíî.

Ïóñòü λ = {U} � ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò

êîíå÷íîå ïîäñåìåéñòâî λ′ ⊆ λ òàêîå, ÷òî

⋃
{U : U ∈ λ′} =

⋃
{U : U ∈ λ}. Ïðåäïîëîæèì

ïðîòèâíîå, ïóñòü èç ñåìåéñòâà λ íåëüçÿ âûäåëèòü òàêîãî êîíå÷íîãî ïîäñåìåéñòâà.

�àññìîòðèì ñèñòåìó ìíîæåñòâ γ = {FU = X \ U : U ∈ λ}. Òîãäà, â ñèëó íàøåãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, ñèñòåìà γ öåíòðèðîâàíà è ñîñòîèò èç çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ

êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà γ′ ⊆ γ òàêàÿ, ÷òî

⋂
{FU : FU ∈ γ′} =

⋂
{FU : FU ∈ γ}. Òîãäà λ′ = {U =

X \FU : FU ∈ γ′} ⊆ λ � êîíå÷íîå ïîäñåìåéñòâî λ òàêîå, ÷òî

⋃
{U : U ∈ λ′} =

⋃
{U : U ∈ λ}. Ïî-

ëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî èç ñåìåéñòâà λ íåëüçÿ âûäåëèòü òàêîãî êîíå÷íîãî

ïîäñåìåéñòâà. Â ñèëó ëåììû 1 ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíûì. �

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò ñâÿçü ïðîèçâîëüíîãî íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà è ìèíèìàëüíîãî T1-ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà 5. Ïðîñòðàíñòâî X íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ëþ-

áîì áåñêîíå÷íîì ïîäìíîæåñòâå A ⊆ X åñòü áåñêîíå÷íîå T1-ìèíèìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò áåñêîíå÷íîå A ⊆ X òàêîå, ÷òî â A íåò áåñêîíå÷íîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ñ ìèíèìàëüíîé

T1-òîïîëîãèåé.

Ïîñòðîèì ñèñòåìó îòêðûòûõ ìíîæåñòâ {Ui : i ∈ ω} òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ ω âûïîëíåíû

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) A \ {Ui : i 6 n} áåñêîíå÷íî;
(2) Un+1 \ {Ui : i 6 n} 6= ∅.

Èç íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî A êàê ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà X íå ÿâëÿåòñÿ

ìèíèìàëüíûì T1-ïðîñòðàíñòâîì. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ îòêðûòîå â X ìíîæåñòâî U0 òàêîå,

÷òî A \ U0 áåñêîíå÷íî.

Ïóñòü äëÿ n ∈ ω ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî {Ui : i 6 n}, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (1), (2).

Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî Un+1. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, X ′ = A \ {Ui : i 6 n} áåñêîíå÷íî è íå
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ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì T1-ïðîñòðàíñòâîì. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ îòêðûòîå â X ìíîæåñòâî

U òàêîå, ÷òî U ∩X ′ 6= ∅ è X ′ \U áåñêîíå÷íî. Ïîëîæèì Un+1 = U . Ïðîâîäÿ èíäóêöèþ ïî âñåì

n ∈ ω, ïîëó÷èì ñèñòåìó îòêðûòûõ ìíîæåñòâ γ = {Ui : i ∈ ω}, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

(1), (2).

Èç ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû γ äëÿ êàæäîãî n ∈ ω èìååì, ÷òî

⋃
i6n

Ui 6=
⋃
i∈ω

Ui è Un+1 \
⋃
i6n

Ui 6= ∅.

Òîãäà èç ñèñòåìû γ íåëüçÿ âûäåëèòü êîíå÷íîé ïîäñèñòåìû γ′ òàêîé, ÷òî
⋃
{Ui : Ui ∈ γ′} =⋃

{Ui : Ui ∈ γ}. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 1 X íå ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíûì,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Òîãäà â ëþáîì áåñêîíå÷íîì ïîäìíîæåñòâå A ⊆ X åñòü

áåñêîíå÷íîå T1-ìèíèìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Ïóñòü â ëþáîì áåñêîíå÷íîì ïîäìíîæåñòâå A ⊆ X åñòü áåñêîíå÷íîå T1-ìèíèìàëüíîå ïîä-

ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæåì, ÷òî X íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíî.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü ñóùåñòâóåò íå êîìïàêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî A ⊆ X. Ïî-

ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi ∈ A : i ∈ ω} è ñèñòåìó îòêðûòûõ ìíîæåñòâ {Ui : i ∈ ω} òàêèå,

÷òî

(1) xi ∈ Ui;

(2) A \
⋃
{Ui : i 6 n} áåñêîíå÷íî äëÿ ëþáîãî n ∈ ω;

(3) xn 6∈
⋃
{Ui : i < n}.

Ïóñòü γ = {U} � îòêðûòîå ïîêðûòèå A, èç êîòîðîãî íåëüçÿ âûäåëèòü êîíå÷íîãî ïîäïî-

êðûòèÿ. Ïóñòü x0 ∈ A � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Òàê êàê γ � ïîêðûòèå, òî íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî

U0 ∈ γ òàêîå, ÷òî x0 ∈ U0. Â ñèëó íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ î γ ñëåäóåò, ÷òî A \U0 � áåñêîíå÷íî.

Ïóñòü ïîñòðîåíû {xi : i < n} è {Ui : i < n}. Ñòðîèì xn è Un ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

A \
⋃
{Ui : i < n} áåñêîíå÷íî, çíà÷èò, íàéäåòñÿ xn ∈ A \

⋃
{Ui : i < n}. Òàê êàê γ � ïîêðûòèå

A, òî íàéäåòñÿ U ∈ γ òàêîå, ÷òî xn ∈ U . Îáîçíà÷èì ýòî U ÷åðåç Un. Ïðîâîäÿ èíäóêöèþ äëÿ

âñåõ n ∈ ω, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi ∈ A : i ∈ ω} è ñèñòåìó îòêðûòûõ ìíîæåñòâ

{Ui : i ∈ ω}, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (1)�(3).

Îáîçíà÷èì F = {xi ∈ A : i ∈ ω}. Ïîêàæåì, ÷òî â F íåò áåñêîíå÷íîãî ìèíèìàëüíîãî

T1-ïîäïðîñòðàíñòâà. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå áåñêîíå÷íîå F ′ ⊆ F . Çà�èêñèðóåì n0 ∈ ω

è ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî F ′′ = {xn ∈ F ′ : n 6 n0}. Íî F ′′ = F ′
⋂
(
⋃

i6n0

Ui) ÿâëÿåòñÿ îò-

êðûòûì è êîíå÷íûì ïîäìíîæåñòâîì F ′
. Ñëåäîâàòåëüíî, â F íåò áåñêîíå÷íîãî ìèíèìàëüíîãî

T1-ïðîñòðàíñòâà, òàê êàê â íåì îòêðûòû òîëüêî áåñêîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà, ÿâëÿþùèåñÿ äî-

ïîëíåíèÿìè äî êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, ÷òî ñóùåñòâóåò íå êîìïàêòíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî A ⊆ X. Ñëåäîâàòåëüíî, X íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíî. �

Â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ íàñëåäñòâåííîé êîìïàêòíîñòè

ïðè ïðîèçâåäåíèÿõ ïðîñòðàíñòâ. Íàì ïîòðåáóåòñÿ

Ëåììà 5 (Äæ. Àëåêñàíäåð, ñì. [5, ñ. 39�40℄). Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûäåëåíèå êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ äîïóñêàåò êàæäîå ïîêðûòèå,

ñîñòàâëåííîå èç ýëåìåíòîâ ïðåäáàçû åãî òîïîëîãèè.

Òåîðåìà 6. Òèõîíîâñêîå ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíûõ

T1-ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíûì T1-ïðîñòðàíñòâîì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü X =
n∏

i=1

Xi � òèõîíîâñêîå ïðîèçâåäåíèå è Xi � íàñëåä-

ñòâåííî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ êàæäîãî i 6 n. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âîñïîëüçó-

åìñÿ ëåììîé Àëåêñàíäåðà. �àññìîòðèì ïðåäáàçó òèõîíîâñêîé òîïîëîãèè B = {W = π−1

i (U) :
U îòêðûòî â Xi}, ñîñòàâëåííóþ èç ïðîîáðàçîâ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâ Xi.

Ïóñòü A ⊆ X � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî òèõîíîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Òîãäà ñåìåéñòâî

BA = {W ∩A : W ∈ B} ÿâëÿåòñÿ ïðåäáàçîé òîïîëîãèè ïîäïðîñòðàíñòâà A.

Ïóñòü λ = {W} � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà A ýëåìåíòàìè ïðåäáàçû B.

Ïîêàæåì, ÷òî èç λ ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.
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Âñÿêîå ìíîæåñòâî W ∈ λ èìååò âèä W = π−1

i (U), ãäå U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Xi. Äëÿ

êàæäîãî W ∈ λ íàéäåòñÿ íîìåð i òàêîé, ÷òî W = π−1

i (πi(W )). Îáîçíà÷èì òàêîé íîìåð ÷åðåç

i(W ). Äëÿ âñåõ i 6 n ïóñòü λi = {W ∈ λ : i(W ) = i}.

�àññìîòðèì λ̂i = {πi(W ) : W ∈ λi} � ñèñòåìó îòêðûòûõ â Xi ìíîæåñòâ. Òàê êàê Xi

íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíî, òî â ñèëó ëåììû 1 íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà λ̂′

i = {πi(Wj)}j6ki

òàêàÿ, ÷òî

⋃
j6ki

πi(Wj) =
⋃
{πi(W ) : W ∈ λi}. Îáîçíà÷èì λ′

i = {Wj = π−1

i (πi(W ))}j6ki =

{Wj}j6ki .

Ïóñòü Oi =
⋃
{Wj : Wj ∈ λ′

i}. Ïóñòü x ∈ A. Òîãäà íàéäåòñÿ W ∈ λ òàêîå, ÷òî x ∈ W . Íî

W ∈ λi äëÿ íåêîòîðîãî i, ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ Oi =
⋃
{Wj : Wj ∈ λ′

i}. Òàêèì îáðàçîì,

⋃
i6n

λ′

i

è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì êîíå÷íûì ïîäïîêðûòèåì ïîêðûòèÿ λ.

Òîãäà ïî ëåììå 5 A êîìïàêòíî, ñëåäîâàòåëüíî, X íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíî. �

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îòâå÷àåò íà âîïðîñ, ñîõðàíÿåòñÿ ëè íàñëåäñòâåííàÿ êîìïàêòíîñòü ïðè

áåñêîíå÷íîì ÷èñëå ñîìíîæèòåëåé â ïðîèçâåäåíèè.

Òåîðåìà 7. Òèõîíîâñêîå ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà íåîäíîòî÷å÷íûõ íàñëåäñòâåííî

êîìïàêòíûõ T1-ïðîñòðàíñòâ íå ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííî êîìïàêòíûì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (xα) ∈
∏
α∈A

Xα òèõîíîâñêîãî

ïðîèçâåäåíèÿ. Òîãäà Xα \ {xα} � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Xα äëÿ êàæäîãî α ∈ A. Ñëåäîâà-

òåëüíî, π−1
α (Xα \ {xα}) � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â

∏
α∈A

Xα äëÿ êàæäîãî α ∈ A. Òîãäà ñèñòåìà

γ = {π−1
α (Xα \ {xα}) : α ∈ A} ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîêðûòèåì

∏
α∈A

Xα \ (xα), èç êîòîðîãî íåëüçÿ

âûäåëèòü êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå γ′ = {π−1
α (Xα \{xα}) : α ∈

A′, A′ ⊆ A êîíå÷íî}. Òîãäà

∏

α∈A

Xα \
⋃

{π−1
α (Xα \ {xα}) : π

−1
α (Xα \ {xα}) ∈ γ′} = {(yα) : yα = xα, α ∈ A′},

ñëåäîâàòåëüíî, γ′ íå ÿâëÿåòñÿ ïîäïîêðûòèåì γ. Òîãäà
∏
α∈A

Xα íå ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííî êîì-

ïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì. �
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M.E. Voronov

On ompat T1-spaes

Keywords: ompatness, minimal T1-topology, Tyhono� produt.

Mathematial Subjet Classi�ations: 54D10, 54D30

We onsider spaes, any subspaes of whih are ompat. We all suh spaes hereditarily ompat. The

present work overs questions on the existene and methods of onstruting hereditarily ompat T1-

topologies. We prove the existene of 2τ pairwise inomparable hereditarily ompat T1-topologies on an

in�nite set X of power τ . The harateristis of hereditarily ompat spaes are obtained. It is proved that

the Tyhono� produt of a �nite number of hereditarily ompat T1-spaes is a hereditarily ompat T1-

spae, but the Tyhono� produt of an in�nite number of nonsingleton hereditarily ompat T1-spaes is not

hereditarily ompat.
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