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�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà äëÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, îïèñû-

âàåìîé îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, è �óíêöèîíàëà êà÷åñòâà, íåïðåðûâíî çàâèñÿ-

ùåãî îò òðàåêòîðèè ñèñòåìû. Çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ è ïîìåõè îãðàíè÷åíû â êàæäûé ìîìåíò êîìïàêòíû-

ìè ìíîæåñòâàìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî ïîìåõà ñòåñíåíà íåêîòîðûì íåèçâåñòíûì �óíêöèîíàëü-

íûì îãðàíè÷åíèåì èç çàäàííîãî ñåìåéñòâà îãðàíè÷åíèé.

Ïîêàçàíî, ÷òî â äàííîé çàäà÷å îïòèìàëüíûé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì

íèæíåé (ìàêñèìèííîé) èãðû. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ý��åêòèâíî ðåàëèçóåìûõ àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ óêàçû-

âàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ïðàâóþ ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû è ïîäõîäÿùèå

ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãàðàíòèðîâàííîå óïðàâëåíèå, ñòðàòåãèè ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ, íèæíÿÿ èãðà.

Ââåäåíèå

�àáîòà ïðèìûêàåò ê èññëåäîâàíèÿì ïî òåîðèè ãàðàíòèðóþùåãî ïîçèöèîííîãî óïðàâëåíèÿ,

ïðîâîäèìûì øêîëîé Í.Í. Êðàñîâñêîãî (ñì. [1�3℄ è áèáë. â ýòèõ ðàáîòàõ), è ïîñâÿùåíà çàäà÷å

óïðàâëåíèÿ ñ ¾íåéòðàëüíîé¿ ïîìåõîé, òî åñòü ñ ïîìåõîé íå ñâÿçàííîé â ñâîèõ ïðîÿâëåíèÿõ

ñ äåéñòâèÿìè óïðàâëÿþùåé ñòîðîíû è ñîñòîÿíèåì óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû. Â ïîñòàíîâêå çàäà÷è

ýòî ñâîéñòâî ïîìåõè âûðàæàåòñÿ òåìè èëè èíûìè äîïîëíèòåëüíûìè �óíêöèîíàëüíûìè îãðà-

íè÷åíèÿìè.

Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì. Óïðàâ-

ëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ è ïîìåõè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ëåæàò â èçâåñòíûõ êîìïàêòíûõ ìíî-

æåñòâàõ. �åàëèçàöèè ïîìåõè, êðîìå òîãî, ñòåñíåíû íåêîòîðûì íåèçâåñòíûì �óíêöèîíàëüíûì

îãðàíè÷åíèåì èç çàäàííîãî ñåìåéñòâà �óíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé. �åàëèçàöèè óïðàâëåíèÿ

�îðìèðóþòñÿ ïîçèöèîííûìè ñòðàòåãèÿìè ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ. Ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà, îïðåäåëåí-

íûé íà äâèæåíèÿõ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíûì íà ñîîòâåòñòâóþùåì

ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ �óíêöèé.

Â ðàáîòå À.Â.Êðÿæèìñêîãî [4℄ äëÿ îäíîãî êëàññà ñèñòåì, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîìåõè

ñîäåðæàòñÿ â íåêîòîðîì çàðàíåå íå îïðåäåëåííîì ìíîæåñòâå, êîìïàêòíîì â Lp, áûëî óñòàíîâ-

ëåíî ðàâåíñòâî îïòèìàëüíûõ ãàðàíòèðîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ, äîñòèãàåìûõ â êëàññàõ ïîçèöèîí-

íûõ ñòðàòåãèé ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ è êâàçèñòðàòåãèé � íåóïðåæäàþùèõ ïðîãðàììíûõ îòêëèêîâ

íà ðåàëèçàöèè ïîìåõ (ñì. [3, ñ. 24℄). Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýòîãî ñâîéñòâà ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé

ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ â [4℄ áûë ââåäåí òåðìèí ¾íåóëó÷øàåìîñòü¿. Â ðàáîòå [9℄ áûëî ïðîäîëæåíî

èçó÷åíèå çàäà÷è â ïîñòàíîâêå [4℄ è ïîëó÷åíû íîâûå óñëîâèÿ íåóëó÷øàåìîñòè.

Ïðèâîäèìûå â äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû óñèëèâàþò óòâåðæäåíèÿ èç [9℄, ñóùåñòâåííî ðàñ-

øèðÿÿ êëàññ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, â êîòîðûõ èìååò ìåñòî íåóëó÷øàåìîñòü ñòðàòåãèé ñ ïîëíîé

ïàìÿòüþ. Âìåñòå ñ òåì ïðåäëàãàåìàÿ êîíñòðóêöèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè â îáùåì ñëó÷àå

òðóäíà äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ý��åêòèâíûõ àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ óêà-

çûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ïðàâóþ ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

è äðóãèå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè.

1

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà �ÀÍ ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ¿

ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÓðÎ �ÀÍ (ïðîåêò 12�Ï�1�1002), à òàêæå ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ (ïðîåêò

12�01�00290).
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� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

�àññìîòðèì óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó, çàäàííóþ îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

ẋ(τ) = f(τ, x(τ), u(τ), v(τ)), τ ∈ T :=[t0, ϑ] ⊂ R, (1.1)

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = z0 ∈ G0 ⊂ R
n
, ãäå ¾:=¿ îçíà÷àåò ¾ðàâíî ïî îïðåäåëåíèþ¿.

�åàëèçàöèè óïðàâëåíèÿ u(·) è ïîìåõè v(·) ïðåäïîëàãàþòñÿ èçìåðèìûìè ïî Ëåáåãó �óíêöèÿìè,
óäîâëåòâîðÿþùèìè ãåîìåòðè÷åñêèì îãðàíè÷åíèÿì

u(τ) ∈ P ⊂ R
p, v(τ) ∈ Q ⊂ R

q, τ ∈ T.

Ìíîæåñòâà G0, P è Q ïðåäïîëàãàþòñÿ êîìïàêòíûìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ. ×åðåç U è V îáîçíà÷èì ìíîæåñòâà âñåõ òàêèõ ðåàëèçàöèé óïðàâëåíèÿ è ïîìåõè ñîîòâåò-

ñòâåííî. Â îòíîøåíèè �óíêöèè f(·) áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíà

� îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ â îáëàñòè R
n+1 ×P ×Q;

� ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ïî âòîðîé ïåðåìåííîé:

‖f(τ, x1, u, v) − f(τ, x2, u, v)‖ 6 Lf (S)‖x1 − x2‖, (τ, x1), (τ, x2) ∈ S, u ∈ P, v ∈ Q,

ãäå S � ëþáîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî èç R
n+1

;

� óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà:

‖f(τ, x, u, v)‖ 6 K(1 + ‖x‖), (τ, x, u, v) ∈ T × R
n × P ×Q, K > 0.

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ðåøåíèå â ñìûñëå Êàðàòåîäîðè çàäà÷è Êîøè (1.1) ñóùåñòâóåò íà âñåì

èíòåðâàëå [t0, ϑ] äëÿ ëþáûõ ðåàëèçàöèé óïðàâëåíèÿ u(·) ∈ U è ïîìåõè v(·) ∈ V [7, ãë. 2℄. Äëÿ

âñåõ (t∗, x∗) ∈ T × R
n
, u(·) ∈ U , v(·) ∈ V îáîçíà÷èì x(·, t∗, z∗, u(·), v(·)) ðåøåíèå â ñìûñëå

Êàðàòåîäîðè çàäà÷è (1.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t∗) = x∗.
Âûäåëèì êîìïàêòíîå â R

n+1
ïîäìíîæåñòâî G ñîñòîÿíèé ñèñòåìû (1.1), ñîäåðæàùåå âñå

äâèæåíèÿ, íà÷èíàþùèåñÿ èç G0:

G := clT×Rn

{

(τ, x) ∈ T × R
n | x = x(τ, t0, z0, u(·), v(·)), z0 ∈ G0, u(·) ∈ U , v(·) ∈ V

}

,

çäåñü è äàëåå clX Z îáîçíà÷àåò çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Z ⊆ X â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ (t∗, z∗) ∈ G, v(·) ∈ V è u(·) ∈ U îáîçíà÷èì

X(t∗, z∗,U , v(·)) := clC([t∗,ϑ];Rn)

{

x(·, t∗, z∗, u(·), v(·)) | u(·) ∈ U
}

,

X(z0,U , v(·)) :=X(t0, z0,U , v(·)), X(G0) := clC(T ;Rn)

⋃

z0∈G0
v(·)∈V

X(z0,U , v(·)),

ãäå C([t∗, ϑ];R
n) � ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé èç [t∗, ϑ] â R

n
ñ íîðìîé ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè.

Ìíîæåñòâî ∆ :=(τi)i∈0..n∆
, τ0 = t0, τi−1 < τi, τn∆

= ϑ, íàçîâåì ðàçáèåíèåì èíòåðâàëà T .
Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ðàçáèåíèé îáçíà÷èì ∆T . Äëÿ ëþáûõ ∆ ∈ ∆T è t ∈ T îïðåäåëèì

it := max
i∈0..n∆

τi6t

i, d(∆) := min
i∈1..(n∆−1)

(τi − τi−1), D(∆) := max
i∈1..n∆

(τi − τi−1);

òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ t ∈ T âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå t ∈ [τit , τit+1). Âñÿêîå ðàçáèåíèå

∆ :=(τi)i∈0..n∆
ìîæíî ¾ïðîðåäèòü¿ äî íåêîòîðîãî ðàçáèåíèÿ ∆′ ∈ ∆T òàê, ÷òî ïîëó÷åííîå ðàç-

áèåíèå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì ∆′ ⊆ ∆, D(∆′) /d(∆′) 6 3 è D(∆′) 6 3D(∆). Ïðîöåäóðà
ïåðåõîäà îò ∆ ê ∆′


 óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

∆′ :=
{

τ ′n
∆′

:=ϑ, τ ′i := argmin{τ ∈ ∆ | τ > i2D(∆)}, i ∈ N, 0 6 i 6 (ϑ − t0)/(2D(∆))
}

.
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Ñëåäóÿ [4℄, íàçîâåì îáðàòíîé ñâÿçüþ ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ íà ðàçáèåíèè ∆ = (τi)i∈0..n∆
è îáî-

çíà÷èì U∆ :=(U∆
i )i∈0..(n∆−1) âñÿêîå êîíå÷íîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ âèäà U∆

i : C([t0, τi],R
n) 7→

U|[τi,τi+1), i ∈ 0..(n∆ − 1); ñèìâîëàìè U|[τi,τi+1) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî ñóæåíèé ýëåìåíòîâ èç U íà

èíòåðâàë [τi, τi+1). Íàçîâåì ñòðàòåãèåé ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ è îáîçíà÷èì U ñåìåéñòâî (U∆)∆∈∆T

îáðàòíûõ ñâÿçåé ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ, çàäàííûõ íà âñåõ ðàçáèåíèÿõ ∆ ∈ ∆T . Ìíîæåñòâî âñåõ

ñòðàòåãèé (óïðàâëåíèÿ) ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ îáîçíà÷èì S.

Îïðåäåëèì ïîøàãîâîå äâèæåíèå x(·) := x(·, z0,U
∆, v(·)) ∈ X(z0,U , v(·)) è ðåàëèçàöèþ óïðàâ-

ëåíèÿ u(·) := u(·, z0,U
∆, v(·)) ∈ U , ïîðîæäåííûå èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ z0 ∈ G0 îáðàòíîé

ñâÿçüþ U∆ = (U∆
i (·))i∈0..(n∆−1) ïðè ïîìåõå v(·) ∈ V ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

x(·) = x(·, t0, z0, u(·), v(·)), u(t) = U∆
it
(x(·)|[t0,τit ]), t ∈ [t0, ϑ).

Ïóñòü èìåþòñÿ z0 ∈ G0, U ∈ S è V ⊆ V. Îïðåäåëèì ïó÷îê äâèæåíèé X(z0,U,V) êàê

ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ x(·) ∈ C(T ;Rn), äëÿ êîòîðûõ íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(z0k, vk(·),∆k,U
∆k)k∈N, (z0k, vk(·),∆k,U

∆k) ∈ G0 ×V×∆T × U, k ∈ N,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì lim
k→∞

z0k = z0, lim
k→∞

D(∆k) = 0,

lim
k→∞

‖x(·) − x(·, z0k,U
∆k , vk(·))‖C(T ;Rn) = 0.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðè âèäà �óíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïîìåõó. Ïåðâûé � îòñóò-

ñòâèå êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé. Âòîðîé âèä îãðàíè÷åíèé ïîäðàçóìåâàåò ïðèíàäëåæíîñòü ïî-

ìåõè íåêîòîðîìó Lp-êîìïàêòíîìó ïîäìíîæåñòâó V (p > 1). Ïîñëåäíèé âèä äîïóñêàåò òîëüêî

ïðîãðàììíûå ïîìåõè, òî åñòü êàæäûé ýëåìåíò èç V ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îãðàíè÷åíèå

íà ïîìåõó.

Äëÿ êàæäîãî z0 ∈ G0 è êàæäîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ U ∈ S, ñëåäóÿ óêàçàííûì âèäàì

îãðàíè÷åíèé íà ïîìåõó, îïðåäåëèì ïó÷êè äâèæåíèé ñèñòåìû èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ z0, ïî-
ðîæäåíûå ñòðàòåãèåé U ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïîìåõàõ, Lp-êîìïàêòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõó

è ïðè ïðîãðàììíûõ ïîìåõàõ:

X (z0,U) := X(z0,U,V),

X



(z0,U) :=
⋃

V∈compLp
(V)

X(z0,U,V),

X
p

(z0,U) :=
⋃

v(·)∈V

X(z0,U, {v(·)});

çäåñü compLp
(V) îáîçíà÷àåò ñåìåéñòâî âñåõ Lp(T ;R

q)-êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ V.

Çàìå÷àíèå 1. Ïó÷îê X (z0,U) îòâå÷àåò îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà êîíñòðóêòèâíûõ äâèæå-

íèé, ïîðîæäåííûõ ïîçèöèîííîé ñòðàòåãèåé óïðàâëåíèÿ (ñì. [1℄). Îïðåäåëåíèå ïó÷êà X



(z0,U)
ñëåäóåò [4℄.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèÿìè âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ X
p

(z0,U) ⊆ X



(z0,U) ⊆ X (z0,U)
äëÿ âñåõ z0 ∈ G0 è U ∈ S. Â [8℄ ïîêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå X

p

(z0,U) 6= X (z0,U). Ïîõîæèìè
ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ X




(z0,U) 6= X (z0,U).

Êà÷åñòâî äâèæåíèÿ áóäåì îöåíèâàòü �óíêöèîíàëîì γ(·) : C(T ;Rn) 7→ R, íåïðåðûâíûì

â ðàâíîìåðíîé íîðìå ïðîñòðàíñòâà C(T ;Rn).

�àðàíòèðîâàííûì ðåçóëüòàòîì Γ(z0,U) äëÿ ñòðàòåãèè U ∈ S â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè z0 ∈ G0

ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïîìåõàõ íàçîâåì âåëè÷èíó (ñì. [1, 3℄)

Γ(z0,U) := sup
x(·)∈X (z0,U)

γ(x(·)).
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Îïòèìàëüíûì ãàðàíòèðîâàííûì ðåçóëüòàòîì Γ(z0) â êëàññå S äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

z0 ∈ G0 ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïîìåõàõ íàçîâåì âåëè÷èíó

Γ(z0) := inf
U∈S

Γ(z0,U).

Îïðåäåëèì âåëè÷èíó Γ



(z0,U) ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà ñòðàòåãèè U ∈ S äëÿ íà÷àëü-

íîãî ñîñòîÿíèÿ z0 ïðè Lp-êîìïàêòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõó,

Γ



(z0,U) := sup
x(·)∈X




(z0,U)
γ(x(·)),

è âåëè÷èíó Γ



(z0) îïòèìàëüíîãî ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà â êëàññå S äëÿ íà÷àëüíîãî ñî-

ñòîÿíèÿ z0 ∈ G0 ïðè Lp-êîìïàêòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõó,

Γ



(z0) := inf
U∈S

Γ



(z0,U).

Îïðåäåëèì âåëè÷èíó Γ
p

(z0,U) ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà ñòðàòåãèè U ∈ S â íà÷àëüíîì

ñîñòîÿíèè z0 ∈ G0 ïðè ïðîãðàììíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõó,

Γ
p

(z0,U) := sup
x(·)∈X

p

(z0,U)
γ(x(·)),

è âåëè÷èíó Γ
p

(z0) îïòèìàëüíîãî ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà â êëàññå S äëÿ íà÷àëüíîãî ñî-

ñòîÿíèÿ z0 ∈ G0 ïðè ïðîãðàììíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõó,

Γ
p

(z0) := inf
U∈S

Γ
p

(z0,U).

Íàðÿäó ñî ñòðàòåãèÿìè èç êëàññà S ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êâàçèñòðàòåãèè: ñëåäóÿ [3, ñ. 24℄,

íàçîâåì êâàçèñòðàòåãèåé âñÿêîå îòîáðàæåíèå α(·) : V 7→ U òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ τ ∈ T ,
v(·), v′(·) ∈ V òàêèõ, ÷òî v(·)|[t0 ,τ ] = v′(·)|[t0,τ ], âûïîëíÿåòñÿ α(v(·))|[t0 ,τ ] = α(v′(·))|[t0,τ ]. Äëÿ
x0 ∈ R

n
è êâàçèñòðàòåãèè α(·) ýëåìåíòû ìíîæåñòâà

X (z0, α(·)) :={x(·, t0, z0, α(v(·)), v(·)) | v(·) ∈ V}

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâèæåíèÿ èç z0 ∈ G0, ïîðîæäåííûå êâàçèñòðàòåãèåé α(·). Ïóñòü Q �

ìíîæåñòâî âñåõ êâàçèñòðàòåãèé. Äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ z0 ∈ G0 âåëè÷èíû

Γ
q

(z0, α(·)) := sup
x(·)∈X (z0,α(·))

γ(x(·)), Γ
q

(z0) := inf
α(·)∈Q

Γ
q

(z0, α(·))

ñóòü ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò êâàçèñòðàòåãèè α(·) è îïòèìàëüíûé ãàðàíòèðîâàííûé ðå-

çóëüòàò â êëàññå êâàçèñòðàòåãèé ïðè îòñóòñòâèè �óíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïîìåõè.

Çàìå÷àíèå 2. Ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî âûøå, ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü îïòèìàëü-

íûé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò â êëàññå êâàçèñòðàòåãèé ïðè Lp-êîìïàêòíûõ èëè ïðîãðàìì-

íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõè; îäíàêî ýòè îïðåäåëåíèÿ ïðèâåäóò ê îäèíàêîâûì âåëè÷èíàì:

êâàçèñòðàòåãèè ñ òî÷êè çðåíèÿ îïòèìàëüíîãî ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà íå÷óâñòâèòåëüíû ê

�óíêöèîíàëüíûì îãðàíè÷åíèÿì íà ïîìåõè.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.

Òåîðåìà 1. Äëÿ êàæäîãî z0 ∈ G0 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Γ
q

(z0) 6 Γ
p

(z0) 6 Γ



(z0) 6 Γ(z0). (1.2)
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Çàìå÷àíèå 3. Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ [1�3℄, âñå íåðàâåíñòâà öåïî÷êè (1.2) ïðè âñÿêîì

z0 ∈ G0 îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ñåäëîâîé òî÷êè:

min
u∈P

max
v∈Q

〈l, f(t, x, u, v)〉 = max
v∈Q

min
u∈P

〈l, f(t, x, u, v)〉

ïðè âñåõ t ∈ T , l, x ∈ R
n
; çäåñü è äàëåå 〈·, ·〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â R

n
. Ìû ïðåäïîëàãàåì,

÷òî ïîñëåäíåå óñëîâèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíåíî. Â ýòîé ñèòóàöèè îòäåëüíûå íåðàâåíñòâà

öåïî÷êè (1.2) ìîãóò áûòü ñòðîãèìè. Ïðèìåðû ñèòóàöèé, êîãäà ðàçëè÷àþòñÿ ïåðâûé è ïîñëåäíèé

ýëåìåíòû öåïî÷êè (1.2), õîðîøî èçâåñòíû â òåîðèè ãàðàíòèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ (ñì. [3, ãë.VI,

� 1℄). Äëÿ �óíêöèîíàëà ïëàòû γ, ðàâíîìåðíî (L1, δ)-íåïðåðûâíîãî íà ìíîæåñòâå âñåõ äâèæåíèé
ñèñòåìû (1.1), ïðèìåð ñèòóàöèè, êîãäà ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî öåïî÷êè (1.2) ñòðîãîå, ïðèâåäåí

â [4℄. Äëÿ íåïðåðûâíîãî �óíêöèîíàëà ïðèìåð àíàëîãè÷íîãî íåðàâåíñòâà ïðèâîäèòñÿ â [9℄.

Â ñèëó íåðàâåíñòâ (1.2) îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òå �óíêöèîíàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà

ïîìåõè è òå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèé îïòèìàëüíûé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò

â êëàññå ñòðàòåãèé ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ ñîâïàäàåò ñ îïòèìàëüíûì ãàðàíòèðîâàííûì ðåçóëüòàòîì

â êëàññå êâàçèñòðàòåãèé. Â ýòîì ñëó÷àå êëàññ S ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìûì â òîì ñìûñëå, ÷òî èñ-

ïîëüçîâàíèå ïðè âûðàáîòêå çíà÷åíèé äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ ëþáîé èí�îðìàöèè î ïðîøëûõ

è òåêóùèõ çíà÷åíèÿõ ðåàëèçóåìîé äîïóñòèìîé ïîìåõè íå ÿâëÿåòñÿ äëÿ óïðàâëÿþùåé ñòîðîíû

ñóùåñòâåííîé � íå ïîçâîëÿåò åé óëó÷øèòü çíà÷åíèå ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà.

Ñîãëàñíî [4℄, äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ íåóëó÷øàåìîñòè êëàññà ñòðàòåãèé ñ ïîëíîé ïà-

ìÿòüþ ïðè L2-êîìïàêòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõè ÿâëÿåòñÿ âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü îòîá-

ðàæåíèÿ v 7→ f(t, x, u, v) ïðè âñåõ (t, x, u) ∈ T × R
n × P. Â ðàáîòå [9℄ ðåçóëüòàòû [4℄ â ÷àñòè

íåóëó÷øàåìîñòè êëàññà S óñèëèâàþòñÿ äëÿ �óíêöèîíàëîâ êà÷åñòâà íåïðåðûâíûõ â C(T ;Rn).
Íî è â ðàáîòå [9℄ óñëîâèÿ íåóëó÷øàåìîñòè áûëè äîñòàòî÷íî îáðåìåíèòåëüíû. Òàê, äëÿ ñèñòåì

âèäà

ẋ(t) = g1(t, x(t), u(t)) + g2(t, x(t), u(t)) · h(t, x(t), v(t)), (1.3)

ãäå g2(·)� ìàòðèöà-�óíêöèÿ ðàçìåðíîñòè n×m, g1(·)� âåêòîð-�óíêöèÿ (ñòîëáåö) ðàçìåðíîñòè

n, h(·) � âåêòîð-�óíêöèÿ ðàçìåðíîñòè m, ýòè óñëîâèÿ ñâîäèëèñü ê òðåáîâàíèþ íåçàâèñèìîñòè

ÿäðà îòîáðàæåíèÿ g2(t, x, u) : R
m 7→ R

n
îò óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà u ∈ P ïðè âñåõ (t, x) ∈ G.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ïðèâåñòè áîëåå îáùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåóëó÷øàåìîñòè ñòðà-

òåãèé ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ è óêàçàòü ñëó÷àè, äîïóñêàþùèå ý��åêòèâíóþ ÷èñëåííóþ ðåàëèçàöèþ

ñîîòâåòñòâóþùåé îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè.

� 2. Íåóëó÷øàåìîñòü êëàññà S

Äàëåå îïðåäåëÿåòñÿ ñåìåéñòâî (Uε)ε>0 (Uε ∈ S, ε > 0) ñòðàòåãèé, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò

íåðàâåíñòâà Γ



(z0,Uε) 6 Γ
q

(z0) + ϕ(ε) äëÿ íåêîòîðîé �óíêöèè ϕ(·) : (0, 1) 7→ (0, 1) òàêîé,

÷òî (ϕ(ε) →
ε→0

0). Ýòè ñîîòíîøåíèÿ âëåêóò ðàâåíñòâî îïòèìàëüíîãî ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòà-

òà â êëàññå êâàçèñòðàòåãèé è îïòèìàëüíîãî ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà â êëàññå ñòðàòåãèé

ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ ïðè ïðîãðàììíûõ è ïðè Lp-êîìïàêòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõó.

Ñòðàòåãèè (Uε)ε>0 ïðè �îðìèðîâàíèè óïðàâëåíèÿ ñèìóëèðóþò äâèæåíèå âñïîìîãàòåëüíîé

óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû � y-ìîäåëè. Äëÿ âûáîðà ïîìåõè, äåéñòâóþùåé â y-ìîäåëè, íà ìàëîì çà-

âåðøàþùåì ó÷àñòêå ïðåäûäóùåãî èíòåðâàëà ðàçáèåíèÿ â óïðàâëåíèè èñõîäíîé ñèñòåìû (1.1)

èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíî âûáðàííàÿ ñåðèÿ òåñòîâûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé. Ïî íàáëþäå-

íèÿì çà ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåàêöèÿìè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ðåøàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à äèíà-

ìèêè [5, 6℄ � ñòðîèòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîìåõè, ðåàëüíî äåéñòâóþùåé â óïðàâëÿåìîé ñèñòåìå

(1.1). Ýòà àïïðîêñèìàöèÿ ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå ïîìåõè â y-ìîäåëè. Óïðàâëåíèå â y-ìîäåëè
îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîíòðóïðàâëåíèå (ñì. [1℄), ýêñòðåìàëüíîå ê íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó îïòèìàëü-

íûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû, ïîðîæäåííîìó êâàçèñòðàòåãèÿìè. Âûáðàííîå òàêèì îáðàçîì óïðàâ-

ëåíèå èñïîëüçóåòñÿ è â ¾ðåàëüíîé¿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìå (1.1) íà âñåì èíòåðâàëå ðàçáèåíèÿ,

çà èñêëþ÷åíèåì çàâåðøàþùåãî ¾òåñòîâîãî¿ ó÷àñòêà. Ïðè ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ñîãëàñîâàííîì
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óìåíüøåíèè øàãà ðàçáèåíèÿ è ìåðû ¾òåñòîâûõ¿ ó÷àñòêîâ äâèæåíèÿ y-ìîäåëè áóäóò ñõîäèòüñÿ

â C(T ;Rn) ê îïòèìàëüíûì äâèæåíèÿì, à äâèæåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû � ê ñîîòâåòñòâóþùèì

äâèæåíèÿì y-ìîäåëè. Òàêàÿ ñõîäèìîñòü îáåñïå÷èâàåò áëèçêèå ê îïòèìàëüíûì çíà÷åíèÿ ïî-

êàçàòåëÿ êà÷åñòâà íà äâèæåíèÿõ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû è, êàê ñëåäñòâèå, èñêîìûå ñâîéñòâà

ñåìåéñòâà ñòðàòåãèé (Uε)ε>0.

Äàäèì �îðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ. Â ïîñòðîåíèè èñïîëüçóþòñÿ ¾öåëåâûå¿ ìíîæåñòâàW(z) ⊆
C(T ;Rn), ïîëó÷åííûå èç òðàåêòîðèé, ïîðîæäàåìûõ ¾ïî÷òè îïòèìàëüíûìè¿ êâàçèñòðàòåãèÿìè:

W(z) :=
⋂

δ>0

clC(T ;Rn)

{

⋃

Γ
q

(z,α(·))
6Γ

q

(z)+δ

X (z, α(·))
}

, z ∈ G0, (2.1)

è ïðîåêöèÿ w(·|τ, y(·)) ∈ W(y(t0))|[t0,τ ] íåêîòîðîãî ýëåìåíòà y(·) ∈ C([t0, τ ],R
n) íà ñóæåíèå

ýòîãî ìíîæåñòâà íà îòðåçîê [t0, τ ]:

w(·|τ, y(·)) ∈ argmin
w(·)∈W(y(t0))|[t0,τ ]

‖w(·) − y(·)‖C([t0,τ ],Rn). (2.2)

Âûáåðåì è çà�èêñèðóåì íåêîòîðîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ¾òî÷íîñòè¿ ε èç èíòåðâàëà (0, 1).
Îáîçíà÷èì (uεj)j∈1..nε íåêîòîðóþ ε-ñåòü â êîìïàêòå P � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ïîäìíîæå-

ñòâî èç P òàêîå, ÷òî supu∈P min j∈1..nε
‖u− uεj‖ 6 ε.

Ïóñòü ∆ :=(τi)i∈0..n∆
� ðàçáèåíèå èíòåðâàëà T . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî

äëÿ ðàçáèåíèÿ ∆ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî D(∆) /d(∆) 6 3 (ïðè íåîáõîäèìîñòè ¾ïðîðåæàåì¿

ðàçáèåíèå ∆ óêàçàííûì ñïîñîáîì). Îáîçíà÷èì

τ ′i := τi − εd(∆), i ∈ 1..(n∆ − 1), (2.3)

çàäàäèì äîïîëíèòåëüíûå ìîìåíòû ðàçáèåíèÿ èíòåðâàëà T :

τ ′ij := τ ′i +
j(τi − τ ′i)

nε
, j ∈ 0..nε, i ∈ 1..(n∆ − 1) (2.4)

(áëàãîäàðÿ (2.3) τ ′ij ∈ (τi−1, τi]), è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x(·) ∈ C(T ;Rn) çàäàäèì âåëè÷èíû

dij(x(·)) :=
x(τ ′ij)− x(τ ′

i(j−1))

τ ′ij − τ ′
i(j−1)

, j ∈ 1..nε, i ∈ 1..(n∆ − 1).

Çà�èêñèðóåì íåêîòîðûå u∗ ∈ P, v∗ ∈ Q è îïðåäåëèì îáðàòíóþ ñâÿçü ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ

U∆
ε = (U∆

εi(·))i∈0..(n∆−1) íà ðàçáèåíèè ∆ èíäóêòèâíî.

Áàçà èíäóêöèè: äëÿ âñåõ x0(·) ∈ C([t0, τ0],R
n) ïîëîæèì

y0(τ0) = x0(τ0), v̄0 := v∗, u0 :=u∗, (2.5)

U∆
ε0(x0(·))(t) :=

{

u0, t ∈ [τ0, τ
′
1),

uεj , t ∈ [τ ′1(j−1), τ
′
1j), j ∈ 1..nε.

(2.6)

Øàã èíäóêöèè: åñëè ïðè íåêîòîðîì i ∈ 1..(n∆ − 1) äëÿ âñåõ xi−1(·) ∈ C([t0, τi−1],R
n) îïðå-

äåëåíû çíà÷åíèÿ U∆
ε(i−1)(xi−1(·)) è ýëåìåíòû yi−1(τk) ∈ R

n
, ui−1 ∈ P, v̄i−1 ∈ Q, òî äëÿ ëþáûõ

xi(·) ∈ C([t0, τi],R
n) ïîëîæèì

yi(τ) = yi−1(τi−1) +

∫ τ

τi−1

f(t, yi(t), ui−1, v̄i−1)dt, τ ∈ [τi−1, τi], (2.7)

v̄i ∈ argmin
v∈Q

max
j∈1..nε

‖dij(xi(·)) − f(τi, xi(τi), u
ε
j , v)‖, (2.8)

ui ∈ argmin
u∈P

〈yi(τi)−w(τi | τi, yi(·)), f(τi, yi(τi), u, v̄i)〉, (2.9)

U∆
εi(xi(·))(t) :=

{

ui, t ∈ [τi, τ
′
i+1),

uεj, t ∈ [τ ′(i+1)(j−1), τ
′
(i+1)j), j ∈ 1..nε.

(2.10)
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Îáðàòíàÿ ñâÿçü ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ U∆
ε íà ðàçáèåíèè ∆ ∈ ∆T îïðåäåëåíà. Òåì ñàìûì îïðåäå-

ëåíà è ñòðàòåãèÿ Uε :=(U∆
ε )∆∈∆T

. Â ïðèñâîåíèÿõ (2.10) ïåðâàÿ ñòðî÷êà îïðåäåëÿåò äåéñòâèÿ

óïðàâëÿþùåé ñòîðîíû ïî ìèíèìèçàöèè ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà, âòîðàÿ � ïî èäåíòè�è-

êàöèè ïîìåõè.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî z0 ∈ G0 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

lim sup
ε→0

Γ



(z0,Uε) 6 Γ
q

(z0),

Γ
p

(z0) = Γ



(z0) = Γ
q

(z0).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 â îñíîâíûõ ìîìåíòàõ ñëåäóåò ï. 3 ðàáîòû

2

.

� 3. Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ

Â êîíñòðóêöèè ñòðàòåãèè Uε èìåþòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâà ìåñòà, êîòîðûå ìîãóò ïðåä-

ñòàâëÿòü ñóùåñòâåííûå òðóäíîñòè ïðè ïîïûòêå ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè óêàçàííîé ïðîöåäóðû

óïðàâëåíèÿ. Ïåðâîå ñâÿçàíî ñ âû÷èñëåíèåì ïðîåöèé äâèæåíèé y-ìîäåëè íà ¾öåëåâûå¿ ìíîæå-

ñòâà (ñì. (2.1), (2.2)). Íà èäåéíîì óðîâíå ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà

öåíû ¾íèæíåé¿ (ìàêñèìèííîé) èãðû â òåêóùåì �àçîâîì ñîñòîÿíèè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû.

Íåñìîòðÿ íà òðóäíîñòü äàííîé çàäà÷è, îíà äàâíî èçâåñòíà, âñåñòîðîííå èçó÷åíà è âî ìíîãèõ

âàæíûõ ñëó÷àÿõ èìååò ý��åêòèâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ.

Âòîðîé òðóäíîñòüþ ïðè ðåàëèçàöèè ñòðàòåãèè Uε ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûé è äîñòàòî÷íî

áûñòðûé ðîñò ìíîæåñòâà (uεj)j∈1..nε ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà ε. Ýòî âåäåò ê çíà÷èòåëüíîìó

ðîñòó ðàçìåðíîñòè çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îáðàòíîé äèíàìèêè (2.8). Ýòó

òðóäíîñòü ìîæíî èçáåæàòü â îòäåëüíûõ êëàññàõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, ðàññìîòðåííûõ íèæå.

1. Ïóñòü óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (1.1) èìååò âèä (1.3) èëè âèä

ẋ(t) = g1(t, x(t), u(t)) + h(t, x(t), v(t)) · g2(t, x(t), u(t)), (3.1)

ãäå òàêæå g1(·) � âåêòîð-�óíêöèÿ (ñòîëáåö) ðàçìåðíîñòè n, g2(·) � âåêòîð-�óíêöèÿ ðàçìåðíî-

ñòè m è h(·) � ìàòðèöà-�óíêöèÿ ðàçìåðíîñòè n×m.

Âûáåðåì è çà�èêñèðóåì íåêîòîðîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî {ūj ∈ P | j ∈ 1..l} è K̄ ∈ R.

Óñëîâèå 1. Äëÿ ëþáûõ (τ, x, u) ∈ G × P íàéäóòñÿ (βj)j∈1..l ∈ R
l
,

∑

j∈1..l |βj | 6 K̄, óäîâëå-

òâîðÿþùèå ðàâåíñòâàì

g2(τ, x, u) =
∑

j∈1..l

βjg2(τ, x, ūj). (3.2)

�àâåíñòâà (3.2) ïîíèìàþòñÿ êàê ðàâåíñòâà âåêòîðîâ â ñëó÷àå ñèñòåìû âèäà (3.1) è êàê

ðàâåíñòâà ìàòðèö â ñëó÷àå ñèñòåìû âèäà (1.3).

Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì v ∈ Q ðåàêöèþ ñèñòåìû íà óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå

u ∈ P ìîæíî âû÷èñëèòü, çíàÿ ðåàêöèþ ñèñòåìû ïðè ýòîì v íà êîíå÷íûé íàáîð òåñòîâûõ

óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé {ūj ∈ P | j ∈ 1..l}. È çíà÷èò, äëÿ âûáîðà àïïðîêñèìèðóþùåãî

çíà÷åíèÿ v̄ (ñì. (2.8)) äîñòàòî÷íî ýòîãî �èêñèðîâàííîãî íàáîðà.
Îïðåäåëèì ñòðàòåãèè Ūε ∈ S, ε > 0, Ūε = (Ū∆

ε )∆∈∆T
, ãäå îáðàòíàÿ ñâÿçü ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ

Ū∆
ε íà ðàçáèåíèè ∆ çàäàíà ñîîòíîøåíèÿìè (2.3)�(2.10), â êîòîðûõ, nε := l è uεj := ūj , j ∈ 1..nε.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (1.1) èìååò âèä (1.3) èëè âèä (3.1). Òîãäà

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 1 äëÿ âñåõ z0 ∈ G0 âåðíû ðàâåíñòâà

lim sup
ε→0

Γ



(z0, Ūε) = Γ



(z0).

Çàìå÷àíèå 4. Èç ïîñòðîåíèÿ âèäíî, ÷òî òåïåðü, â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé èç óòâåð-

æäåíèÿ 1, â çàäà÷å îáðàòíîé äèíàìèêè (2.8) �èêñèðîâàí ðàçìåð äàííûõ.
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Optimal 
ontrol under Lp-
ompa
t 
onstraints on the disturban
e

Keywords: optimal guarantee, strategy with full memory, lower game.

Mathemati
al Subje
t Classi�
ations: 93C15, 49N30, 49N35

The problem of the optimization of a guaranteed result for the 
ontrol system, des
ribed by an ordinary

di�erential equation, and a 
ontinuous payo� fun
tional, is 
onsidered. At every moment the values of the


ontrol and of the disturban
e are in the given 
ompa
t sets. The disturban
es as fun
tions of time are subje
t

to fun
tional 
onstraints belonging to a given family of 
onstraints. The a
tions of 
ontrol are formed by the

strategies with full memory.

It is demonstrated, that optimal guaranteed result in this problem is equal to the value of the lower game.

For the e�e
tiveness of implemented 
ontrol algorithm additional 
onditions on the system and appropriate

ways of 
onstru
ting an optimal strategy are spe
i�ed.
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