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�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáõîäà ìåãàïîëèñîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè â âèäå óñëîâèé ïðåä-

øåñòâîâàíèÿ è (âíóòðåííèìè) ðàáîòàìè, âûïîëíÿåìûìè â ïðåäåëàõ ìåãàïîëèñîâ. Îñîáåííîñòüþ ÿâëÿ-

åòñÿ òî, ÷òî ñòîèìîñòè âíåøíèõ ïåðåìåùåíèé è âíóòðåííèõ ðàáîò ÿâíûì îáðàçîì çàâèñÿò îò ñïèñêà

çàäàíèé. Ïîñòðîåí ìåòîä èòåðàöèé ñ ýëåìåíòàìè äåêîìïîçèöèè ñîâîêóïíîãî ðåøåíèÿ, çàäàâàåìîãî â âè-

äå ïàðû ¾ìàðøðóò�òðàññà¿.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàðøðóò, ìåòîä èòåðàöèé, óñëîâèÿ ïðåäøåñòîâîâàíèÿ.

Ââåäåíèå

Íèæå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ñîêðàùåíèÿ: ÀÝÑ � àòîìíàÿ ýëåêòðîñòàíöèÿ, ÇÊ � çàäà÷à

êîììèâîÿæåðà, ÌÄÏ� ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ÌÈ� ìåòîä èòåðàöèé, ï/ì �

ïîäìíîæåñòâî, ÓÏ � óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà.

Èññëåäóåìàÿ äàëåå çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè íà èäåéíîì óðîâíå âîñõîäèò ê èçâåñòíîé òðóäíî-

ðåøàåìîé çàäà÷å � ÇÊ [1�3℄, íî ñîäåðæèò öåëûé ðÿä ñóùåñòâåííûõ îñîáåííîñòåé ïîñòàíîâêè,

ïîÿâëåíèå êîòîðûõ ñâÿçàíî ñ èíòåðåñàìè èñïîëüçîâàíèÿ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ è, â ÷àñòíîñòè,

â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ, âîçíèêàþùèõ â àòîìíîé ýíåðãåòèêå (ñì. [4, 5℄), ãäå âñå áîëåå àêòóàëü-

íîé ñòàíîâèòñÿ ïðîáëåìà ñíèæåíèÿ îáëó÷àåìîñòè ïåðñîíàëà ÀÝÑ. Ýòè îñîáåííîñòè ïðèâîäÿò

â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ê âîïðîñàì, èíòåðåñíûì è â ìàòåìàòè÷åñêîì îòíîøåíèè. Â ÷àñò-

íîñòè, ýòî êàñàåòñÿ ïðèìåíåíèÿ ÌÄÏ â íåñòàíäàðòíûõ ñèòóàöèÿõ, ïîñòðîåíèÿ ñïåöèàëüíîãî

ÌÈ, êîòîðûé äîïîëíÿåò ÌÄÏ â çàäà÷àõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè è öåëîãî ðÿäà äðóãèõ ìîìåíòîâ.

Â ñâÿçè ñ èñïîëüçîâàíèåì ÌÄÏ äëÿ ðåøåíèÿ ÇÊ îòìåòèì îðèãèíàëüíûå ðàáîòû [6,7℄ (â ñâÿçè

ñ ðåøåíèåì ÇÊ îòìåòèì òàêæå øèðîêî èñïîëüçóåìûé ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö [8℄). Â [9℄ äàíî

ðàçâèòèå ÌÄÏ è ÌÈ, ñâÿçàííîå ñ çàäà÷åé ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáõîäà ìåãàïîëèñîâ ïðè óñëîâèÿõ

ïðåäøåñòâîâàíèÿ (ñì. [1℄, [9, ÷àñòü 2℄); â [10℄ ïðèâåäåíà âåñüìà îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ íà îñíîâå

ÌÈ äëÿ ðåøåíèÿ ìàðøðóòíûõ çàäà÷, îñëîæíåííûõ îãðàíè÷åíèÿìè è âíóòðåííèìè ðàáîòàìè

â ïðåäåëàõ ìåãàïîëèñîâ (ðàçðàáîòêà ñïåöèàëèçèðîâàííîãî ÌÈ áûëà íà÷àòà â [11℄, õîòÿ ðÿä

ïîäãîòîâèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé áûë ââåäåí ðàíåå â [12℄; âàðèàíò ÌÈ äëÿ ñëó÷àÿ çàäà÷è ¾íà

óçêèå ìåñòà¿ ïîñòðîåí â [13℄). Óïîìÿíóòûå ïîñòðîåíèÿ êàñàëèñü ïîñòàíîâêè, â ðàìêàõ êîòîðîé

ñòîèìîñòè ïåðåìåùåíèé íå çàâèñåëè ÿâíî îò ñïèñêà íåâûïîëíåííûõ (íà ìîìåíò ïåðåìåùåíèÿ)

çàäàíèé, ÷òî ÿâëÿåòñÿ òðàäèöèîííûì ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ ìàðøðóòèçàöèè.

Â òî æå âðåìÿ â íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ó÷åòå òàêîãî ðîäà çà-

âèñèìîñòåé. Ýòî êàñàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è î äåìîíòàæå îáîðóäîâàíèÿ ýíåðãîáëîêà ÀÝÑ,

âûâåäåííîãî èç ýêñïëóàòàöèè (ñì. [4,5℄), ãäå èñïîëíèòåëü (èñïîëíèòåëè) íàõîäèòñÿ ïîä âîçäåé-

ñòâèåì ðàäèàöèè, ïîðîæäàåìîé òåìè �ðàãìåíòàìè îáîðóäîâàíèÿ, êîòîðûå íà äàííûé ìîìåíò

åùå íå äåìîíòèðîâàíû (ìîæíî ãîâîðèòü î ìàðøðóòèçàöèè ïðîöåññà ¾âûêëþ÷åíèÿ¿ èñòî÷íèêîâ

ðàäèàöèè). Âàðèàíò ÌÄÏ äëÿ óïîìÿíóòîé ïîñòàíîâêè áûë ïðåäëîæåí â [14℄; â çàäà÷å, ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé â [14℄, ïðåäïîëàãàëîñü, îäíàêî, ÷òî ïóíêò ïðèáûòèÿ è ïóíêò îòïðàâëåíèÿ äëÿ

êàæäîãî ìåãàïîëèñà (èìååòñÿ â âèäó ëîêàëèçîâàííàÿ ñîâîêóïíîñòü �ðàãìåíòîâ îáîðóäîâàíèÿ)

ñîâïàäàþò. Èññëåäîâàíèå âàðèàíòà ÌÈ áåç óïîìÿíóòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ (è ýòî ñóùåñòâåííî)

ñîñòàâëÿåò öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû (ñîîòâåòñòâóþùèå êîíñòðóêöèè íà îñíîâå ÌÄÏ òàêæå áûëè

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (12�01�00537) è ïðîãðàìì �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-

äîâàíèé Ïðåçèäèóìà �ÀÍ (ïðîåêòû 12�Ï�1�1019, 12�Ï�1�1012).
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ïîñòðîåíû íåñêîëüêî ðàíåå). Ïðåäëàãàåìîå èññëåäîâàíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê åñòåñòâåí-

íîå ðàçâèòèå ïîäõîäà [9, ÷àñòü 4℄, [10℄, îðèåíòèðîâàííîå íà ïðèìåíåíèå â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ,

ïîäîáíûõ ðàññìàòðèâàåìûì â [4, 5℄. Âìåñòå ñ òåì èññëåäóåìàÿ äàëåå çàäà÷à ñîäåðæèò îñîáåí-

íîñòè, ïðåäñòàâëÿþùèå èíòåðåñ è ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ.

Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáõîäà ìåãàïîëèñîâ ñ óñëîâèÿìè ïðåäøåñòâî-

âàíèÿ (ïðåäóñìàòðèâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ äëÿ íåêîòîðûõ ïàð ìåãàïîëèñîâ ïîñòó-

ëèðóåòñÿ ïîñåùåíèå îäíîãî èç íèõ òîëüêî ïîñëå äðóãîãî), îñëîæíåííóþ íåîáõîäèìîñòüþ âû-

ïîëíåíèÿ ðàáîò â ïðåäåëàõ ìåãàïîëèñîâ è ÿâíîé çàâèñèìîñòüþ ñòîèìîñòåé ïåðåìåùåíèé è óïî-

ìÿíóòûõ ðàáîò îò ñïèñêà çàäàíèé. Â îòíîøåíèè ðàáîò â ìåãàïîëèñàõ (îíè äàëåå èìåíóþòñÿ

âíóòðåííèìè) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíè ìîãóò íà÷èíàòüñÿ â îäíîì ïóíêòå (ïðèáûòèÿ), à çàâåð-

øàòüñÿ â äðóãîì. Äëÿ äàííîé âåñüìà îáùåé ïîñòàíîâêè ïðåäëàãàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ìàðøðóò-

íîé çàäà÷è (ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à ñ çàâèñèìûìè èëè ñâÿçàííûìè ïåðåìåííûìè ïðåîáðàçóåòñÿ

â çàäà÷ó ñ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè), ïîñëå ÷åãî êîíñòðóèðóåòñÿ ÌÈ, äîïóñêàþùèé èäåé-

íóþ àíàëîãèþ ñ ìåòîäîì ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà.

� 1. Îáùèå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíóþ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííóþ ñèìâîëèêó (êâàíòîðû, ïðîïîçèöèîíàëü-

íûå ñâÿçêè è äð.);

△
= � ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ, ∅ � ïóñòîå ìíîæåñòâî, def çàìåíÿåò �ðàçó

¾ïî îïðåäåëåíèþ¿. Ñåìåéñòâîì íàçûâàåì ìíîæåñòâî, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî � ìíîæåñòâà. Åñ-

ëè x è y � îáúåêòû, òî {x; y} åñòü def ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå x, y è íå ñîäåðæàùåå íèêàêèõ

äðóãèõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ âñÿêîãî îáúåêòà z, êàê îáû÷íî, {z}
△
= {z; z}. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ

äâóõ îáúåêòîâ p è q èìååì [15, . 67℄ â âèäå (p, q)
△
=

{
{p}; {p; q}

}
ÓÏ ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì p

è âòîðûì ýëåìåíòîì q. Åñëè z åñòü ÓÏ, òî îáúåêòû pr1(z) è pr2(z) åñòü def ïåðâûé è âòîðîé

ýëåìåíòû z, äëÿ êîòîðûõ z =
(
pr1(z),pr2(z)

)
; â ñëó÷àå z ∈ A × B, ãäå A è B � ìíîæåñòâà,

èìååì pr1(z) ∈ A è pr2(z) ∈ B. Äëÿ âñÿêèõ òðåõ îáúåêòîâ a, b è c, êàê îáû÷íî [16, . 17℄, ïîëà-

ãàåì (a, b, c)
△
=

(
(a, b), c

)
; êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ òðåõ ìíîæåñòâ A,B è C ïîëàãàåì [16, . 17℄,

÷òî A × B × C
△
= (A × B) × C. Ýòè òðàäèöèîííûå ñîãëàøåíèÿ ñóùåñòâåííû â ïîñëåäóþùèõ

îïðåäåëåíèÿõ îñíîâíîé ÷àñòè ðàáîòû.

×åðåç P(S) (÷åðåç P ′(S)) îáîçíà÷àåì ñåìåéñòâî âñåõ (âñåõ íåïóñòûõ) ï/ì ìíîæåñòâà S, à ÷å-
ðåç Fin(S) � ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ èç P ′(S). Åñëè A è B � íåïóñòûå ìíîæåñòâà,

s : A → B è C ∈ P ′(A), òî ÷åðåç (s|C) îáîçíà÷àåì ñóæåíèå s íà C [16, . 18℄, òî åñòü

(s|C) : C −→ B

è ïðè ýòîì (s|C)(x)
△
= s(x) ∀x ∈ C. Äëÿ �óíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçóåì îáû÷íûå

ïðàâèëà ýêîíîìèè ñêîáîê. Òàê, åñëè A,B,C � ìíîæåñòâà, D ∈ P(A × B), s : D → C, a ∈

A, b ∈ B è z
△
= (a, b) ∈ D, òî íàðÿäó ñ s(z) èñïîëüçóåì òàêæå îáîçíà÷åíèå s(a, b), ïîëàãàÿ

s(a, b)
△
= s(z). Åñëè A,B,C è D � ìíîæåñòâà,

h : A×B ×C −→ D,

a ∈ A, b ∈ B è c ∈ C, òî h(a, b, c)
△
= h(z), ãäå z

△
= (a, b, c); åñëè æå µ ∈ A × B è ν ∈ C, òî â

ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåóïîìÿíóòûì ñîãëàøåíèåì î ïðåäñòàâëåíèè A×B ×C îïðåäåëåí ýëåìåíò

h(µ, ν) ∈ D, òàê êàê (µ, ν) ∈ A×B × C.

Â äàëüíåéøåì R � âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, [0,∞[
△
= {ξ ∈ R| 0 6 ξ} (çàìêíóòàÿ ïîëóïðÿìàÿ),

N
△
= {1; 2; . . .} è N0

△
= {0} ∪ N = {0; 1; 2; . . .};

k, l
△
=
{
t ∈ N0| (k 6 t)&(t 6 l)

}
∀k ∈ N0 ∀l ∈ N0 (1.1)

(â (1.1) äîïóñêàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ∅). ×åðåç R+[S] îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé, äåéñòâó-

þùèõ èç ìíîæåñòâà S â ïîëóïðÿìóþ [0,∞[.
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Íåïóñòîìó êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó K ñîïîñòàâëÿåì åãî ìîùíîñòü |K| ∈ N è (íåïóñòîå) ìíî-

æåñòâî (bi)[K] âñåõ áèåêöèé [17, . 87℄ ¾îòðåçêà¿ 1, |K| íà ìíîæåñòâî K. Åñëè S � ìíîæåñòâî

è K ∈ Fin(S), òî |K| ∈ N è (bi)[K] 6= ∅. Ïóñòü |∅|
△
= 0. Ïåðåñòàíîâêîé íåïóñòîãî ìíîæåñòâà

A íàçûâàåòñÿ [17, . 87℄ âñÿêàÿ áèåêöèÿ A íà ñåáÿ; åñëè α � ïåðåñòàíîâêà A, òî îïðåäåëåíà

ïåðåñòàíîâêà α−1
ìíîæåñòâà A, îáðàòíàÿ ê α : α

(
α−1(a)

)
= α−1

(
α(a)

)
= a ∀a ∈ A.

� 2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â äàëüíåéøåì �èêñèðóåì íåïóñòîå ìíîæåñòâî X, òî÷êó x0 ∈ X, íàçûâàåìóþ áàçîé, ÷èñëî

N ∈ N, äëÿ êîòîðîãî 2 6 N, è êîðòåæ ìíîæåñòâ

(Mi)i∈1,N : 1, N −→ Fin(X), (2.1)

èìåíóåìûõ ìåãàïîëèñàìè. Ïîñòóëèðóåì äàëåå, ÷òî

(x0 /∈ Mj ∀j ∈ 1, N )& (Mp ∩Mq = ∅ ∀p ∈ 1, N ∀q ∈ 1, N \ {p}). (2.2)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.2) ìåãàïîëèñû ÿâëÿþòñÿ ¾îñòðîâàìè¿, íå ñîäåðæàùèìè áàçû. �àññìàòðè-

âàåì ïåðåìåùåíèÿ âèäà

(x0 = x0) → (x1,1 ∈ Mα(1)  x1,2 ∈ Mα(1)) → . . . → (xN,1 ∈ Mα(N)  xN,2 ∈ Mα(N)), (2.3)

ãäå α � ïåðåñòàíîâêà 1, N, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ñòåñíåíà óñëîâèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ.

×åðåç P îáîçíà÷àåì äàëåå ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà 1, N ; ïóñòüK ∈ P(1, N×
1, N). Òîãäà [9, ÷àñòü 2℄

A
△
=

{
α ∈ P|α−1

(
pr1(z)

)
< α−1

(
pr2(z)

)
∀z ∈ K

}
(2.4)

åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê 1, N, äîïóñòèìûõ ïî ïðåäøåñòâîâàíèþ. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî

â (2.3) ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî ïåðåñòàíîâêè α ∈ A, èìåíóåìûå äàëåå ìàðøðóòàìè. Âñþäó
â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì âûïîëíåííûì ñëåäóþùåå

Óñëîâèå 2.1. ∀K0 ∈ P ′(K) ∃z0 ∈ K0 : pr1(z0) 6= pr2(z) ∀z ∈ K0.

Òîãäà (ïðè óïîìÿíóòîì óñëîâèè) èìååì [9, (2.2.53)℄, ÷òî A 6= ∅, òî åñòü A ∈ P ′(P). Êàê
ñëåäñòâèå, A ∈ Fin(P). Â ñâÿçè ñ (2.1) ïîëàãàåì, ÷òî

X
△
= {x0} ∪

( N⋃

i=1

Mi

)
; (2.5)

òîãäà X ∈ Fin(X). Ìû ïîëàãàåì â äàëüíåéøåì, ÷òî

z0
△
= (x0, x0);

òîãäà z0 ∈ X ×X. ×åðåç Z óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé (zi)i∈0,N : 0, N →
X×X. Òîãäà

Zα
△
=

{
(zi)i∈0,N ∈ Z| (z0 = z0)&(zj ∈ Mα(j) ×Mα(j) ∀j ∈ 1, N )

}
∈ Fin(Z) ∀α ∈ P. (2.6)

Åñëè α ∈ A è z ∈ Zα, òî ïàðà (α, z) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ðåøåíèåì. Â äàëüíåéøåì áóäåò

ââåäåíî îäíî íåñóùåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, óäîáíîå â êîíñòðóêöèÿõ ÌÈ.

Ôóíêöèè ñòîèìîñòè. Â äàëüíåéøåì N
△
= P ′(1, N ). Ôèêñèðóåì c ∈ R+[X × X × N], f ∈

R+[X] è êîðòåæ
(ci)i∈1,N : 1, N −→ R+[X×X×N]
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(èòàê, c1 ∈ R+[X×X×N], . . . , cN ∈ R+[X×X×N]). Ñ ó÷åòîì óïîìÿíóòûõ ñîãëàøåíèé î ïðåä-

ñòàâëåíèè X×X×N èìååì ïðè k ∈ 1, N, z ∈ X×X è K ∈ N çíà÷åíèå ck(z,K) ∈ [0,∞[. Èñïîëü-
çóåì c äëÿ îöåíèâàíèÿ âíåøíèõ ïåðåìåùåíèé, c1, . . . , cN � äëÿ îöåíèâàíèÿ (âíóòðåííèõ) ðàáîò

â ïðåäåëàõ ìåãàïîëèñîâ, à f � äëÿ îöåíèâàíèÿ òåðìèíàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (ïîëàãàåì �óíêöèè

c, c1, . . . , cN , f ¾ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûìè¿ â ìåòîäè÷åñêèõ öåëÿõ, äëÿ äàëüíåéøåãî ñóùå-

ñòâåííû èõ ñóæåíèÿ; òàê, íàïðèìåð, ïðè j ∈ 1, N �óíêöèÿ cj ¾ðàáîòàåò¿ íà Mj × Mj × N).
Ñ èñïîëüçîâàíèåì c, c1, . . . , cN , f îïðåäåëÿåì àääèòèâíûé êðèòåðèé. Åñëè α ∈ P è z ∈ Z, òî

Cα[z]
△
=

N−1∑
t=0

c
(
pr2

(
z(t)

)
,pr1

(
z(t+ 1)

)
, {α(j) : j ∈ t+ 1, N}

)
+

+
N∑
t=1

cα(t)
(
z(t), {α(j) : j ∈ t,N}

)
+f

(
pr2(z(N))

) (2.7)

(â (2.7) ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî X×X×N = (X×X)×N). Äëÿ ïîñëåäóþùåãî ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ

ñëó÷àé, êîãäà â (2.7) α ∈ A è z ∈ Zα. Ïðè ýòîì

Cα[(zi)i∈0,N ] = c
(
x0,pr1(z1), 1, N

)
+

N−1∑
t=1

c
(
pr2(zt),pr1(zt+1), {α(j) : j ∈ t+ 1, N}

)
+

+
N∑
t=1

cα(t)
(
zt, {α(j) : j ∈ t,N}

)
+f

(
pr2(zN )

)
∀α ∈ A ∀(zi)i∈0,N ∈ Zα.

(2.8)

Â ñâÿçè ñ (2.6), (2.8) ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äåêàðòîâû ïðîèçâåäåíèÿ ¾êâàäðàòîâ¿ çàíóìåðî-

âàííûõ ìíîæåñòâ M1, . . . ,MN . Èòàê,

Mα
△
=

N∏

i=1

(Mα(i) ×Mα(i)) ∀α ∈ A. (2.9)

Êðîìå òîãî, ïîëàãàåì, ÷òî Y åñòü def ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé (yi)i∈1,N : 1, N → X×X. Åñëè
x ∈ X×X è y ∈ Y, òî ïîëàãàåì, ÷òî x�y ∈ Z:

(
(x�y)(0)

△
= x

)
&
(
(x�y)(t)

△
= y(t) ∀t ∈ 1, N

)
. (2.10)

Ñ ó÷åòîì (2.10) ïîëó÷àåì, ÷òî Zα = {z0�y : y ∈ Mα} ∀α ∈ A. Ïîýòîìó

C
(α)[y]

△
= Cα[z

0�y] = c
(
x0,pr1

(
y(1)

)
, 1, N

)
+

+
N−1∑
t=1

c
(
pr2

(
y(t)

)
,pr1

(
y(t+ 1)

)
, {α(j) : j ∈ t+ 1, N}

)
+

+
N∑
t=1

cα(t)

(
y(t), {α(j) : j ∈ t,N}

)
+f

(
pr2

(
y(N)

))
∈ [0,∞[ ∀α ∈ A ∀y ∈ Mα.

(2.11)

Çàìåòèì, ÷òî Mα ∈ Fin(Y) ∀α ∈ A. Èç (2.11) âûòåêàåò, ÷òî

V
△
= min

α∈A
min
z∈Zα

Cα[z] = min
α∈A

min
y∈Mα

C
(α)[y] ∈ [0,∞[. (2.12)

Ñ ó÷åòîì (2.12) ðàññìàòðèâàåì â êà÷åñòâå îñíîâíîé çàäà÷ó

C
(α)[(yi)i∈1,N ] −→ min, α ∈ A, (yi)i∈1,N ∈ Mα. (2.13)

Òîãäà V � çíà÷åíèå çàäà÷è (2.13); ÓÏ

(
α0, (y0i )i∈1,N

)
, äëÿ êîòîðîé α0 ∈ A, (y0i )i∈1,N ∈ Mα0 è

C
(α0)[(y0i )i∈1,N ] = V, ÿâëÿåòñÿ (îïòèìàëüíûì) ðåøåíèåì (2.13). Â ñâÿçè ñ (2.13) ââåäåì (íåïó-

ñòîå) ìíîæåñòâî

S
△
=

{
(α,y) ∈ A×Y|y ∈ Mα

}
∈ Fin(A×Y) (2.14)
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âñåõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è (2.13). Ïóñòü, êðîìå òîãî,

W : S −→ [0,∞[ (2.15)

îïðåäåëÿåòñÿ òåì óñëîâèåì, ÷òî W (s)
△
= C

(pr1(s))[pr2(s)] ∀s ∈ S. Òîãäà

W
(
α, (yi)i∈1,N

)
= C

(α)[(yi)i∈1,N ] ∈ [0,∞[ ∀α ∈ A ∀(yi)i∈1,N ∈ Mα.

Çàäà÷à (2.13) ïðåîáðàçóåòñÿ (ñì. (2.14)) ê âèäó

W (s) −→ min, s ∈ S. (2.16)

Êàê ñëåäñòâèå, èìååì èç (2.12), (2.14) ðàâåíñòâî

V = min
s∈S

W (s). (2.17)

Â ñâîþ î÷åðåäü, èç (2.14) è îïðåäåëåíèÿ W (2.15) âûòåêàåò, ÷òî ýêñòðåìàëüíîå ìíîæåñòâî

çàäà÷è (2.16) íåïóñòî è èìååò ñëåäóþùèé âèä:

D
△
=

{
s0 ∈ S|W (s0) = V

}
∈ P ′(S). (2.18)

Â (2.16)�(2.18) èìååì èñ÷åðïûâàþùóþ õàðàêòåðèçàöèþ îñíîâíîé çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèè. Â ýòîé

ñâÿçè íàïîìíèì, ÷òî (ñì. (2.11), (2.14))

W
(
α, (yi)i∈1,N

)
= c

(
x0,pr1(y1), 1, N

)
+

N−1∑
t=1

c
(
pr2(yt),pr1(yt+1), {α(j) : j ∈ t+ 1, N}

)
+

+
N∑
t=1

cα(t)
(
yt, {α(j) : j ∈ t,N}

)
+f

(
pr2(yN )

)
∀α ∈ A ∀(yi)i∈1,N ∈ Mα.

(2.19)

Çàäà÷à (2.16) ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè çíà÷åíèé (2.19); â äàëüíåéøåì ýòà çàäà÷à áóäåò ýêâè-

âàëåíòíûì îáðàçîì ïðåîáðàçîâàíà ê ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å ñ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè.

� 3. Ïðåîáðàçîâàíèå îñíîâíîé çàäà÷è

�àññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷åé ñî ñâÿçàííûìè (çà-

âèñèìûìè) ïåðåìåííûìè; òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ìàðøðóò è òðàññà. Ïîñëåäíÿÿ äîëæíà áûòü ñî-

ãëàñîâàíà ñ ìàðøðóòîì. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðåîáðàçîâàíèå äàííîé çàäà÷è ê îïòèìèçàöèîí-

íîé çàäà÷å ñ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, ÷òî îáëåã÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäóþùåå ïîñòðîåíèå

ÌÈ. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå êîíñòðóèðóåòñÿ òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïóñòü

M
△
=

N∏

i=1

(Mi ×Mi) =
{
(yi)i∈1,N ∈ Y| yj ∈ Mj ×Mj ∀j ∈ 1, N

}
∈ Fin(Y). (3.1)

Ýëåìåíòû M (3.1) ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå ñèñòåì ¾ãîðîäîâ¿ (òî÷íåå, ñèñòåì ÓÏ,

ýëåìåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ¾ãîðîäàìè¿ â ñîñòàâå ìåãàïîëèñîâ). Òîãäà M × A ∈ Fin(Y × P).
Ââåäåì w ∈ R+[M× A] ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè h ∈ M× A, òî

w(h)
△
= c

(
x0,pr1(yα(1)), 1, N

)
+

N−1∑
t=1

c
(
pr2(yα(t)),pr1(yα(t+1)), {α(j) : j ∈ t+ 1, N}

)
+

+
N∑
t=1

cα(t)
(
yα(t), {α(j) : j ∈ t,N}

)
+f

(
pr2(yα(N))

)
,

(3.2)

ãäå (yi)i∈1,N = pr1(h) è α = pr2(h). Ïîñðåäñòâîì (3.2) îïðåäåëåíà �óíêöèÿ íà äåêàðòîâîì

ïðîèçâåäåíèè; òîãäà

w(h) −→ min, h ∈ M× A, (3.3)
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åñòü ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à ñ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè. Èìååì

V
△
= min

h∈M×A

w(h) = min
(zi)i∈1,N∈M

min
α∈A

w
(
(zi)i∈1,N , α

)
∈ [0,∞[, (3.4)

ïîëó÷àÿ çíà÷åíèå (ýêñòðåìóì) çàäà÷è (3.3); êðîìå òîãî,

D
△
= {h0 ∈ M× A|w(h0) = V} ∈ P ′(M× A) (3.5)

åñòü (íåïóñòîå) ìíîæåñòâî (îïòèìàëüíûõ) ðåøåíèé çàäà÷è (3.3). Â (3.3)�(3.5) îïðåäåëåíà íîâàÿ

çàäà÷à, ñâÿçü êîòîðîé ñ èñõîäíîé çàäà÷åé ìàðøðóòèçàöèè áóäåò óñòàíîâëåíà íèæå. Â ñâÿçè ñ

(3.3), (3.4) ïîëåçíî âûäåëèòü òàêæå ñëåäóþùèå ¾÷àñòè÷íûå¿ çàäà÷è: ïðè (zi)i∈1,N ∈ M ðàñ-

ñìàòðèâàåì çàäà÷ó

w
(
(zi)i∈1,N , α

)
−→ min, α ∈ A. (3.6)

Êàæäàÿ òàêàÿ çàäà÷à (êóðüåðà) õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèåì è íåïóñòûì ìíîæåñòâîì (îïòè-

ìàëüíûõ) ðåøåíèé: åñëè (zi)i∈1,N ∈ M, òî

(val)[(zi)i∈1,N ]
△
= min

α∈A
w
(
(zi)i∈1,N , α

)
∈ [0,∞[, (3.7)

(sol)[(zi)i∈1,N ]
△
=

{
α0 ∈ A|w

(
(zi)i∈1,N , α0

)
= (val)[(zi)i∈1,N ]

}
∈ P ′(A). (3.8)

Â (3.7) ìû èìååì ñòîèìîñòü ñèñòåìû ¾ãîðîäîâ¿. Îáðàùàÿñü ê ïðîáëåìå ðåêîíñòðóêöèè, ââîäèì

çàäà÷ó

(val)[(zi)i∈1,N ] −→ min, (zi)i∈1,N ∈ M,

â òåðìèíàõ êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå çíà÷åíèÿ (3.4):

V = min
(zi)i∈1,N∈M

[
(val)(zi)i∈1,N

]
. (3.9)

Âîçâðàùàÿñü ê îñíîâíîé çàäà÷å, óìåñòíî è òàì âûäåëèòü ¾÷àñòè÷íóþ¿ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó,

ñâÿçàííóþ ñ îïòèìèçàöèåé òðàññû ïðè âûáðàííîì ìàðøðóòå. Èòàê, ïðè α ∈ A ðàññìàòðèâàåì

çàäà÷ó

W
(
α, (yi)i∈1,N

)
−→ min, (yi)i∈1,N ∈ Mα; (3.10)

ñ çàäà÷åé (3.10) ñâÿçûâàåì çíà÷åíèå (ýêñòðåìóì) è íåïóñòîå ìíîæåñòâî (îïòèìàëüíûõ) ðåøå-

íèé:

V[α]
△
= min

(yi)i∈1,N∈Mα

W
(
α, (yi)i∈1,N

)
∈ [0,∞[, (3.11)

(SOL)[α]
△
=

{
(y0i )i∈1,N ∈ Mα|W

(
α, (y0i )i∈1,N

)
= V[α]

}
∈ P ′(Mα). (3.12)

Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, èìååì î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî

V = min
α∈A

V[α]. (3.13)

Ïðåîáðàçîâàíèå òðàññû â ñèñòåìó ãîðîäîâ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

z ◦ α−1 =
(
z
(
α−1(k)

))
k∈1,N

∈ M ∀α ∈ A ∀z ∈ Mα; (3.14)

ñâîéñòâî, ïîäîáíîå (3.14), ðàññìàòðèâàëîñü â [9, ðàçäåë 4.2℄, [10℄. Ñ ó÷åòîì (3.14) îïðåäåëÿåì

îòîáðàæåíèå

t : S −→ M (3.15)

ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåãî ïðàâèëà: åñëè s ∈ S, òî t(s)
△
= z ◦ α−1, ãäå α = pr1(s) è z = pr2(s).

Òîãäà

t
(
α, (zi)i∈1,N

)
= (zα−1(k))k∈1,N ∀α ∈ A ∀(zi)i∈1,N ∈ Mα. (3.16)
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Â ñâîþ î÷åðåäü, íà îñíîâå (3.15), (3.16) îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå

T : S −→ M×A (3.17)

ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåãî ïðàâèëà (ïîäîáíîãî [9, ðàçäåë 4.2℄, [10℄):

T(s)
△
=

(
t(s),pr1(s)

)
∀s ∈ S. (3.18)

Èç (3.18) ñëåäóåò, êîíå÷íî, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà ðàâåíñòâ

T
(
α, (zi)i∈1,N

)
=

(
t
(
α, (zi)i∈1,N

)
, α

)
∀α ∈ A ∀(zi)i∈1,N ∈ Mα. (3.19)

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíà êîìïîçèöèÿ w ◦T îòîáðàæåíèé T è w; ïðè ýòîì

w ◦T =
(
w
(
T(s)

))

s∈S
∈ R+[S].

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî W = w ◦T.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò â èäåéíîì îòíîøåíèè îáîñíîâàíèå ñâîéñòâà 2o) â [10, . 276℄.

Çàìåòèì, ÷òî

(zα(i))i∈1,N ∈ Mα ∀(zi)i∈1,N ∈ M ∀α ∈ A.

Êàê ñëåäñòâèå, èìååì ïðè (zi)i∈1,N ∈ M è α ∈ A, ÷òî
(
α, (zα(i))i∈1,N

)
∈ S, à ïîòîìó îïðåäåëåí

êîðòåæ t
(
α, (zα(i))i∈1,N

)
∈ M. Âïîëíå î÷åâèäíî

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Åñëè (zi)i∈1,N ∈ M è α ∈ A, òî

t
(
α, (zα(i))i∈1,N

)
= (zi)i∈1,N .

Ñëåäñòâèå 3.1. Åñëè (zi)i∈1,N ∈ M è α ∈ A, òî

T
(
α, (zα(i))i∈1,N

)
=

(
(zi)i∈1,N , α

)
.

Ñëåäñòâèå 3.2. Îòîáðàæåíèå T åñòü ñþðúåêöèÿ S íà M× A.

Äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèé î÷åâèäíû.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Îòîáðàæåíèå T åñòü áèåêöèÿ S íà M× A.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñ ó÷åòîì ñëåäñòâèÿ 3.2 ïðîâåðêè òðåáóåò ëèøü ñâîéñòâî èíúåê-

òèâíîñòè. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî u ∈ S è v ∈ S, äëÿ êîòîðûõ T(u) = T(v). Òîãäà α
△
= pr1(u) ∈ A,

(gi)i∈1,N
△
= pr2(u) ∈ Mα, β

△
= pr1(v) ∈ A è (hi)i∈1,N

△
= pr2(v) ∈ Mβ . Ñ ó÷åòîì (3.18) èìååì ïî

âûáîðó (u, v), ÷òî (
t(u) = t(v)

)
&(α = β). (3.20)

Âòîðîå ðàâåíñòâî â (3.20) îçíà÷àåò, ÷òî α−1 = β−1. Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì ïåðâîãî ðàâåíñòâà èìååì,

÷òî

gα−1(t) = hα−1(t) ∀t ∈ 1, N. (3.21)

Ïóñòü t ∈ 1, N. Òîãäà α(t) ∈ 1, N è α−1
(
α(t)

)
= t. Èç (3.21) ñëåäóåò, ÷òî

gt = gα−1(α(t)) = hα−1(α(t)) = ht.

Ïîñêîëüêó âûáîð t áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî ðàâåíñòâî (gi)i∈1,N = (hi)i∈1,N . Ñ ó÷åòîì

(3.20) ïîëó÷àåì, ÷òî

u =
(
α, (gi)i∈1,N

)
=

(
β, (hi)i∈1,N

)
= v. �

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.3 ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëåíà áèåêöèÿ

T−1 : M× A −→ S,

îáðàòíàÿ ê T; T−1
(
T(s)

)
= s ïðè s ∈ S, T

(
T−1(h)

)
= h ïðè h ∈ M× A.
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Ïðåäëîæåíèå 3.4. Åñëè (zi)i∈1,N ∈ M è α ∈ A, òî T−1
(
(zi)i∈1,N , α

)
=

(
α, (zα(i))i∈1,N

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 3.1. Ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 3.3 èìååì, ÷òî

(
M× A = {T(s) : s ∈ S}

)
&
(
S = {T−1(h) : h ∈ M× A}

)
. (3.22)

Èç (3.22) è ïðåäëîæåíèÿ 3.1 ëåãêî ñëåäóåò ðàâåíñòâî

V = V, (3.23)

à òàêæå ñâîéñòâî îòîæäåñòâèìîñòè ýêñòðåìàëüíûõ ìíîæåñòâ

(
D = {T(s) : s ∈ D}

)
&
(
D = {T−1(h) : h ∈ D}

)
. (3.24)

Èç (3.23), (3.24) èìååì �àêò ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷ (2.16) è (3.3).

Ïðåäëîæåíèå 3.5. Åñëè α ∈ A, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

V(α) = min
z∈M

w(z, α). (3.25)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ×åðåç ν îáîçíà÷èì ÷èñëî â ïðàâîé ÷àñòè (3.25). Ñ ó÷åòîì (3.12)

âûáåðåì x0 ∈ (SOL)[α], ïîëó÷àÿ ðàâåíñòâî W (α,x0) = V[α], ãäå s0
△
= (α,x0) ∈ S, à ïîòîìó

T(s0) =
(
t(s0), α

)
∈ M× A. Ïîýòîìó

ν 6 w
(
T(s0)

)
= W (s0)

(ñì. ïðåäëîæåíèå 3.1) è ν 6 V[α]. Îñòàëîñü óñòàíîâèòü ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî. Èñïîëü-
çóÿ îïðåäåëåíèå ν, ïîäáåð¼ì z∗ ∈ M òàê, ÷òî w(z∗, α) = ν. Òîãäà (z∗, α) ∈ M × A è, ñîãëàñíî

ïðåäëîæåíèþ 3.4, T−1(z∗, α) = (α, z∗ ◦ α) ∈ S, ãäå z∗ ◦ α ∈ Mα. Ñ ó÷åòîì (3.11) ïîëó÷àåì

íåðàâåíñòâî V[α] 6W (α, z∗ ◦ α), ãäå

W (α, z∗ ◦ α) = (w ◦T)
(
T−1(z∗, α)

)
= w(z∗, α) = ν.

Ïîëó÷èëè òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî V[α] 6 ν. �

� 4. Ìåòîä èòåðàöèé

Íàñòîÿùèé è ïîñëåäóþùèé ðàçäåëû ïîñâÿùåíû ïîñòðîåíèþ ÌÈ, äîïóñêàþùåãî èäåéíóþ àíà-

ëîãèþ ñ ìåòîäîì ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà; ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ,

óñòàíîâëåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Îäíàêî ñíà÷àëà áóäåò ââåäåíà îäíà îöåíî÷íàÿ ìèíî-

ðàíòíàÿ çàäà÷à. Ïóñòü

M0
△
= {x0}; (4.1)

ðàññìàòðèâàåì òåïåðü êîðòåæ (Mi)i∈0,N : 0, N → Fin(X). Ââåäåì òàêæå ìèíîðàíòíûå �óíêöèè

ñòîèìîñòè, ïîëàãàÿ, ÷òî

Π(i, j,K)
△
= min

z∈Mi×Mj

c(z,K) ∀i ∈ 0, N ∀j ∈ 0, N ∀K ∈ N. (4.2)

Êðîìå òîãî, ïîëàãàåì â äàííîì ïîñòðîåíèè, ÷òî

π[t;K]
△
= min

z∈Mt×Mt

ct(z,K) ∀t ∈ 1, N ∀K ∈ N. (4.3)

Ïîëàãàåì òàêæå, ÷òî π[0;K]
△
= 0 ∀K ∈ N. Èòàê, çíà÷åíèÿ π[t;K] ∈ [0,∞[ îïðåäåëåíû ïðè

t ∈ 0, N è K ∈ N. Íàêîíåö, ïîëàãàåì, ÷òî

fj
△
= min

x∈Mj

f(x) ∀j ∈ 0, N. (4.4)



96 À.À. ×åíöîâ, À. �. ×åíöîâ

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2013. Âûï. 3

Â òåðìèíàõ (4.3)�(4.4) îïðåäåëÿåì ñëåäóþùóþ (ìèíîðàíòíóþ) çàäà÷ó:

Π(0, α(1), 1, N ) +
N−1∑
t=1

Π
(
α(t), α(t + 1), {α(k) : k ∈ t+ 1, N}

)
+

+
N∑
t=1

π[α(t); {α(k) : k ∈ t,N}] + fα(N) −→ min, α ∈ A.

(4.5)

Çàäà÷å (4.5) îòâå÷àåò çíà÷åíèå (ýêñòðåìóì)

v
△
= min

α∈A

[
Π
(
0, α(1), 1, N

)
+

N−1∑
t=1

Π
(
α(t), α(t + 1), {α(k) : k ∈ t+ 1, N}

)
+

+
N∑
t=1

π[α(t); {α(k) : k ∈ t,N}] + fα(N)

]
∈ [0,∞[,

(4.6)

à òàêæå (íåïóñòîå) ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé

sol
△
=

{
α0 ∈ A|Π

(
0, α0(1), 1, N

)
+

N−1∑
t=1

Π
(
α0(t), α0(t+ 1), {α0(k) : k ∈ t+ 1, N}

)
+

+
N∑
t=1

π[α0(t); {α0(k) : k ∈ t,N}] + fα0(N) = v
}
∈ P ′(A).

(4.7)

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî v 6 V.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé. �àññìîòðèì ñåé÷àñ íà ñòðóêòóðíîì óðîâíå èòåðà-

öèîííóþ ïðîöåäóðó, èñïîëüçóþùóþ îöåíêó, äîñòàâëÿåìóþ ïðåäëîæåíèåì 4.1.

Èòàê, ðåøàåì çàäà÷ó (4.5), îïðåäåëÿÿ ïðè ýòîì íèæíþþ îöåíêó v (ñì. ïðåäëîæåíèå 4.1) è

êàêîå-ëèáî ðåøåíèå

ω0 ∈ sol. (4.8)

Èìååì èç (4.7), ÷òî ω0 ∈ A; òåì ñàìûì îïðåäåëåí âàðèàíò çàäà÷è (3.10), äëÿ êîòîðîãî

α = ω0. Ýòîé çàäà÷å îòâå÷àþò çíà÷åíèå V[ω0] ∈ [0,∞[ è (íåïóñòîå) ýêñòðåìàëüíîå ìíîæåñòâî

(SOL)[ω0] ∈ P ′(Mω0). �åøàåì çàäà÷ó

W
(
ω0, (yi)i∈1,N

)
−→ min, (yi)i∈1,N ∈ Mω0 , (4.9)

îïðåäåëÿÿ V[ω0] è êàêîå-ëèáî ðåøåíèå

(y
(0)
i )i∈1,N ∈ (SOL)[ω0]; (4.10)

ïîëó÷àåì (ñì. (3.12), (4.9), (4.10)), ÷òî (y
(0)
i )i∈1,N ∈ Mωo è ïðè ýòîì

W
(
ω0, (y

(0)
i )i∈1,N

)
= V[ω0]. (4.11)

Èìååì ¾âèëêó¿ v 6 V 6 V[ω0], à òàêæå ðåøåíèå

λ0
△
=

(
ω0, (y

(0)
i )i∈1,N

)
∈ S, (4.12)

äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

W (λ0) = V[ωo]. (4.13)

Êîíñòðóèðóåì ñèñòåìó ¾ãîðîäîâ¿, ïîëàãàÿ

(z
(0)
i )i∈1,N

△
= t(λ0) ∈ M. (4.14)
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Òîãäà T(λ0) =
(
(z

(0)
i )i∈1,N , ω0

)
∈ M×A. Ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 3.1 ïîëó÷àåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

(ñì. (4.13))

w
(
(z

(0)
i )i∈1,N , ω0

)
= (w ◦T)(λ0) = W (λ0) = V[ω0]. (4.15)

Ñ ó÷åòîì (4.14) ðàññìîòðèì çàäà÷ó (3.6) ïðè (zi)i∈1,N = (z
(0)
i )i∈1,N , òî åñòü çàäà÷ó

w
(
(z

(0)
i )i∈1,N , α

)
−→ min, α ∈ A. (4.16)

�åøàåì çàäà÷ó (4.16), îïðåäåëÿÿ (val)[(z
(0)
i )i∈1,N ] è êàêîé-ëèáî ìàðøðóò

ω1 ∈ (sol)[(z
(0)
i )i∈1,N ]. (4.17)

Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, (val)[(z
(0)
i )i∈1,N ] 6 w

(
(z

(0)
i )i∈1,N , ω0

)
, à ïîòîìó (ñì. (4.15))

(val)[(z
(0)
i )i∈1,N ] 6 V[ω0]. (4.18)

Êðîìå òîãî, èç (3.8) è (4.17) ñëåäóåò, ÷òî ω1 ∈ A ðåàëèçóåò ðàâåíñòâî

w
(
(z

(0)
i )i∈1,N , ω1

)
= (val)[(z

(0)
i )i∈1,N ].

Ñîãëàñíî (4.18), ïîëó÷àåì, êàê ñëåäñòâèå, ÷òî

w
(
(z

(0)
i )i∈1,N , ω1

)
6 V[ω0]. (4.19)

Ñ ó÷åòîì (4.14) è (4.17) èìååì âêëþ÷åíèå

(
(z

(0)
i )i∈1,N , ω1

)
∈ M× A è

ρ0
△
= T−1

(
(z

(0)
i )i∈1,N , ω1

)
∈ S. (4.20)

Èç (4.20) è ïðåäëîæåíèÿ 3.4 âûòåêàåò ðàâåíñòâî ρ0 =
(
ω1, (z

(0)
ω1(i)

)i∈1,N
)
è, ñ ó÷åòîì ïðåäëîæå-

íèÿ 3.1 è (4.19),

W (ρ0) = (w ◦T)
(
T−1

(
(z

(0)
i )i∈1,N , ω1

))
= w

(
(z

(0)
i )i∈1,N , ω1

)
6 V[ω0]. (4.21)

�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó (3.10) ïðè α = ω1:

W
(
ω1, (yi)i∈1,N

)
−→ min, (yi)i∈1,N ∈ Mω1 . (4.22)

�åøàåì çàäà÷ó (4.22), îïðåäåëÿÿ V[ω1] ∈ [0,∞[ è êàêîå-ëèáî ðåøåíèå

(y
(1)
i )i∈1,N ∈ (SOL)[ω1]. (4.23)

Ñ ó÷åòîì (3.12) è (4.23) èìååì, êîíå÷íî, ÷òî (y
(1)
i )i∈1,N ∈ Mω1 è ïðè ýòîì

V[ω1] = W
(
ω1, (y

(1)
i )i∈1,N

)
. (4.24)

Âìåñòå ñ òåì èç (4.20) ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî (z
(0)
ω1(i)

)i∈1,N ∈ Mω1 , à ïîòîìó (ñì. (3.11))

V[ω1] 6W
(
ω1, (z

(0)
ω1(i)

)i∈1,N
)
= W (ρ0).

Ñ ó÷åòîì (4.21) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî V[ω1] 6 V[ω0], à òîãäà (ñì. (3.13) è ïðåäëîæåíèå 4.1)

èìååì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

v 6 V 6 V[ω1] 6 V[ω0]. (4.25)
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Èç (4.25) èçâëåêàåòñÿ íîâàÿ ¾âèëêà¿ v 6 V 6 V[ω1]. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî (4.24), ÓÏ

λ1
△
=

(
ω1, (y

(1)
i )i∈1,N

)
∈ S (4.26)

ðåàëèçóåò íîâóþ îöåíêó ñâåðõó, ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî (4.24),

W (λ1) = V[ω1]. (4.27)

Çàìåòèì, ÷òî (3.15) ðåàëèçóåò ñèñòåìó ¾ãîðîäîâ¿

(z
(1)
i )i∈1,N

△
= t(λ1) ∈ M. (4.28)

Òîãäà T(λ1) =
(
(z

(1)
i )i∈1,N , ω1

)
∈ M× A è îïðåäåëåíî (ñì. ïðåäëîæåíèå 3.1) çíà÷åíèå

w
(
(z

(1)
i )i∈1,N , ω1

)
= w

(
T(λ1)

)
= W (λ1) = V[ω1]. (4.29)

�àñïîëàãàÿ ñèñòåìîé (4.28), ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèé âàðèàíò çàäà÷è (3.6): ðåøàåì çàäà÷ó

w
(
(z

(1)
i )i∈1,N , α

)
−→ min, α ∈ A. (4.30)

Äëÿ ýòîé çàäà÷è îïðåäåëåíû çíà÷åíèå (val)[(z
(1)
i )i∈1,N ] ∈ [0,∞[ è (íåïóñòîå) ìíîæåñòâî

(sol)[(z
(1)
i )i∈1,N ] ∈ P ′(A). Ñ ó÷åòîì (3.7) è (4.29) èìååì îöåíêó

(val)[(z
(1)
i )i∈1,N ] 6 w

(
(z

(1)
i )i∈1,N , ω1

)
= V[ω1]. (4.31)

Íà ýòàïå ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.30) îïðåäåëÿåì ìàðøðóò ω2 ∈ (sol)[(z
(1)
i )i∈1,N ]. Òîãäà, ñîãëàñíî

(3.8), ω2 ∈ A è ïðè ýòîì

w
(
(z

(1)
i )i∈1,N , ω2

)
= (val)[(z

(1)
i )i∈1,N ]. (4.32)

Èç (4.31) è (4.32) âûòåêàåò ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî:

w
(
(z

(1)
i )i∈1,N , ω2

)
6 V[ω1], (4.33)

ãäå

(
(z

(1)
i )i∈1,N , ω2

)
∈ M× A è, êàê ñëåäñòâèå, îïðåäåëåíà ÓÏ

ρ1
△
= T−1

(
(z

(1)
i )i∈1,N , ω2

)
∈ S. (4.34)

Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.4, èìååì ðàâåíñòâî

ρ1 =
(
ω2, (z

(1)
ω2(i)

)i∈1,N
)

è, ñ ó÷åòîì (4.34), (z
(1)
ω2(i)

)i∈1,N ∈ Mω2 . Êðîìå òîãî, èç ïðåäëîæåíèÿ 3.1 ñëåäóåò, ÷òî

W (ρ1) =
(
w ◦T)(ρ1) = w

(
(z

(1)
i )i∈1,N , ω2

)
.

Èñïîëüçóÿ (4.33), ïîëó÷àåì î÷åâèäíóþ îöåíêó

W (ρ1) 6 V[ω1]. (4.35)

�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó (3.10) ïðè α = ω2:

W
(
ω2, (yi)i∈1,N

)
−→ min, (yi)i∈1,N ∈ Mω2 . (4.36)
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�åøàåì çàäà÷ó (4.36), îïðåäåëÿÿ V[ω2] ∈ [0,∞[ è êàêîå-ëèáî åå ðåøåíèå

(y
(2)
i )i∈1,N ∈ (SOL)[ω2]. (4.37)

Ïðè ýòîì (ñì. (3.1), (4.34)) èìååì î÷åâèäíóþ îöåíêó ýêñòðåìóìà

V[ω2] 6W
(
ω2, (z

(1)
ω2(i)

)i∈1,N
)
,

òî åñòü îöåíêó V[ω2] 6W (ρ1), à òîãäà èç (4.35) âûòåêàåò, ÷òî

V[ω2] 6 V[ω1]. (4.38)

Ñ ó÷åòîì (3.13), (4.25) è (4.38) ïîëó÷àåì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

v 6 V 6 V[ω2] 6 V[ω1] 6 V[ω0], (4.39)

îïðåäåëÿþùóþ íîâóþ ¾âèëêó¿ v 6 V 6 V[ω2]. Â òî æå âðåìÿ, ñîãëàñíî (3.12) è (4.37), äëÿ

(y
(2)
i )i∈1,N ∈ Mω2 èìååì, ÷òî ÓÏ

λ2
△
=

(
ω2, (y

(2)
i )i∈1,N

)
∈ S (4.40)

îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ðåàëèçàöèè ýêñòðåìóìà V[ω2]:

W (λ2) = V[ω2]. (4.41)

Èç (4.13), (4.27) è (4.41) ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèÿ λ0, λ1 è λ2 ðåàëèçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîå óòî÷íåíèå

(ñì. (4.39)) âåðõíåé îöåíêè ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà; â ýòîé ñâÿçè ñì. (4.12), (4.26) è (4.40).

Êàæäîå èç óïîìÿíóòûõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ ÓÏ ¾ìàðøðóò�òðàññà¿.

� 5. �åãóëÿðíûé øàã ïðîöåäóðû

�àññìîòðèì öåïî÷êó ïðåîáðàçîâàíèé λ0 → λ1 → λ2 ñ òî÷êè çðåíèÿ îáùåãî ïðàâèëà, îïðåäå-

ëÿþùåãî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ â S. Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî, ñîãëàñíî (2.14), ïðè s ∈ S

èìååì ñâîéñòâî pr2(s) ∈ Mpr1(s)
è, êðîìå òîãî, îïðåäåëåíî (ñì. (3.11)) çíà÷åíèå V[pr1(s)] (èìååì

òàêæå W (s) ∈ [0,∞[). Ïóñòü

S0 △
=

{
s ∈ S|W (s) = V[pr1(s)]

}
. (5.1)

Â ñâÿçè ñ (5.1) îòìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî (4.13), (4.27) è (4.41), λ0 ∈ S0, λ1 ∈ S0
è λ2 ∈ S0.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè s ∈ S, ñîãëàñíî (3.15), îïðåäåëåíà ñèñòåìà ¾ãîðîäîâ¿ t(s) ∈ M, äëÿ
êîòîðîé ïî ïðàâèëó (3.8) êîíñòðóèðóåòñÿ (íåïóñòîå) ìíîæåñòâî (sol)[t(s)] ∈ P ′(A); åñëè ê òîìó
æå α ∈ (sol)[t(s)], òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.11), (3.12) èìååì V[α] ∈ [0,∞[ è (SOL)[α] ∈ P ′(Mα),
ïðè÷åì (α,y) ∈ S ∀y ∈ (SOL)[α].

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Åñëè s ∈ S0, α ∈ (sol)[t(s)] è y ∈ (SOL)[α], òî s̃
△
= (α,y) ∈ S0

è, êðîìå

òîãî, W (s̃) 6W (s).

Äîêàçàòåëüñòâî ïîäîáíî îáîñíîâàíèþ ïðåäëîæåíèÿ 5.1 ðàáîòû [10℄. Ïóñòü

S̃0
λ

△
=

⋃

α∈(sol)[t(λ)]

{
(α,y) : y ∈ (SOL)[α]

}
∀λ ∈ S. (5.2)

�àçóìååòñÿ, â (5.2) îïðåäåëåíû íåïóñòûå ï/ì S.Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.1 è (5.2) ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè,
÷òî

S̃0
λ ∈ P ′(S0) ∀s ∈ S0. (5.3)
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Âîçâðàùàÿñü ê ïîñòðîåíèÿì ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà è ó÷èòûâàÿ (5.3), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îïðå-

äåëåíû ìíîæåñòâà S̃0
λ0

∈ P ′(S0), S̃0
λ1

∈ P ′(S0), S̃0
λ2

∈ P ′(S0), ïðè÷åì λ1 ∈ S̃0
λ0

è λ2 ∈ S̃0
λ1
.

Ó÷èòûâàÿ íåïóñòîòó ìíîæåñòâ (5.3), äàííîå ïîñòðîåíèå ìîæíî ïðîäîëæàòü, êîíñòðóèðóÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü (λk)k∈N0 â S0, äëÿ êîòîðîé

λk ∈ S̃0
λk−1

∀k ∈ N. (5.4)

Èç (5.2) è ïðåäëîæåíèÿ 5.1 âèäíî, ÷òî ïðè ýòîì

W (λk) 6W (λk−1) ∀k ∈ N. (5.5)

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî ïðîöåäóðà (5.4) áûñòðî ñòàáèëèçèðóåòñÿ. Â ýòîé

ñâÿçè îòìåòèì

Ïðåäëîæåíèå 5.2. Åñëè λ ∈ S0
è ïðè ýòîì λ ∈ S̃0

λ, òî äëÿ ÓÏ Λ
△
= T(λ) ∈ M × A

ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî âíóòðåííåé ýêñòðåìàëüíîñòè:

pr2(Λ) ∈ (sol)[pr1(Λ)].

Äîêàçàòåëüñòâî ïîäîáíî â èäåéíîì îòíîøåíèè îáîñíîâàíèþ ïðåäëîæåíèÿ 5.2 ðàáîòû [10℄.

Âïîëíå î÷åâèäíî

Ñëåäñòâèå 5.1. Åñëè ÓÏ λ ∈ S0
òàêîâà, ÷òî λ ∈ S̃0

λ, òî Λ
△
= T(λ) ∈ M × A ðåàëèçóåò

öåïî÷êó ðàâåíñòâ

w(Λ) = min
α∈A

w
(
pr1(Λ), α

)
= min

z∈M
w
(
z,pr2(Λ)

)
.

Èç ñëåäñòâèÿ 5.1 âèäíî, ÷òî òî÷êè ñòàáèëèçàöèè èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû (îáíàðóæåííûå

ïðè ïðîâåäåíèè îáøèðíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà) âñåãäà îáëàäàþò íåêîòîðûì ñâîé-

ñòâîì ëîêàëüíîé ïîêîìïîíåíòíîé îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷å (3.3).

� 6. Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå â çàäà÷å îïòèìèçàöèè òðàññû

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è (3.10) ïðè �èêñèðîâàííîì (â ïðåäåëàõ

íàñòîÿùåãî ðàçäåëà) ìàðøðóòå

α ∈ A. (6.1)

Ñòàâèì ñâîåé öåëüþ îïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ V[α] (3.11) è êàêîãî-ëèáî ðåøåíèÿ èç ìíîæåñòâà

(3.12). Ïîñòðîåíèÿ íàñòîÿùåãî ðàçäåëà äîïóñêàþò èäåéíóþ àíàëîãèþ ñ [10, ðàçäåë 6℄. Ïîýòîìó

íåêîòîðûå ðàññóæäåíèÿ áóäóò îïóùåíû ïî ñîîáðàæåíèÿì îáúåìà. Çàäà÷à (3.10) ìîæåò ðàñ-

ñìàòðèâàòüñÿ êàê çàäà÷à ïîñëåäîâàòåëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Ââåäåì åå

åñòåñòâåííîå ðàñøèðåíèå. Åñëè m ∈ 0, N − 1 è x ∈ X, òî ÷åðåç Z
(α)
m [x] îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî

âñåõ êîðòåæåé

(zi)i∈0,N−m : 0, N −m −→ X×X, (6.2)

äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ z0 = (x, x) è, êðîìå òîãî,

zj ∈ Mα(m+j) ×Mα(m+j) ∀j ∈ 1, N −m; (6.3)

ðàçóìååòñÿ, Z
(α)
m [x] � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Óñëîâèìñÿ òàêæå î ñëåäóþùåì ñîãëàøåíèè

äëÿ êðèòåðèàëüíûõ çàâèñèìîñòåé, îöåíèâàþùèõ êîðòåæè (6.2), (6.3): ïðè m ∈ 0, N − 1 è x ∈ X

ïîëàãàåì, ÷òî îòîáðàæåíèå F
(α)
m [x] : Z

(α)
m [x] −→ [0,∞[ îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì

F
(α)
m [x]

(
(zt)t∈0,N−m

)△
=

N−(m+1)∑
t=0

c
(
pr2(zt),pr1(zt+1), {α(j) : j ∈ m+ t+ 1, N}

)
+

+
N−m∑
t=1

cα(m+t)

(
zt, {α(j) : j ∈ m+ t,N}

)
+f

(
pr2(zN−m)

)
∀(zt)t∈0,N−m ∈ Z

(α)
m [x].

(6.4)
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�àñøèðåíèå çàäà÷è (3.10) ñâÿçûâàåòñÿ ñî ñëåäóþùåé ñåðèåé çàäà÷:

F (α)
m [x]

(
(zt)t∈0,N−m

)
−→ min, (zt)t∈0,N−m ∈ Z

(α)
m [x], (6.5)

ãäå m ∈ 0, N − 1 è x ∈ X. Êàæäàÿ èç çàäà÷ (6.5) õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèåì (ýêñòðåìóìîì) è

íåïóñòûì ìíîæåñòâîì îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé: ïðè m ∈ 0, N − 1 è x ∈ X èìååì

Vm(x|α)
△
= min

(zt)t∈0,N−m
∈Z

(α)
m [x]

F (α)
m [x]

(
(zt)t∈0,N−m

)
∈ [0,∞[, (6.6)

(α− Sol)[m;x]
△
=

{
(z0t )t∈0,N−m ∈ Z

(α)
m [x]| F (α)

m [x]
(
(z0t )t∈0,N−m

)
= Vm(x|α)

}
∈ P ′(Z(α)

m [x]). (6.7)

Ïîëàãàåì òàêæå, ÷òî VN (x|α)
△
= f(x) ∀x ∈ X.

Ïðåäëîæåíèå 6.1. Åñëè m ∈ 0, N − 1 è x ∈ X, òî

Vm(x|α) = min
z∈Mα(m+1)×Mα(m+1)

[
c
(
x,pr1(z), {α(j) : j ∈ m+ 1, N}

)
+

+cα(m+1)(z, {α(j) : j ∈ m+ 1, N}) +Vm+1

(
pr2(z)|α

)]
.

(6.8)

Äîêàçàòåëüñòâî â ñóùåñòâåííîé ÷àñòè ïîäîáíî îáîñíîâàíèþ ïðåäëîæåíèÿ 6.1 ðàáîòû [10℄.

Ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ñîâñåì êðàòêèì îáñóæäåíèåì ñõåìû, ïîëàãàÿ, ÷òî ω � âûðàæåíèå â ïðà-

âîé ÷àñòè (6.8), è îïóñêàÿ ðàññìîòðåíèå âåñüìà î÷åâèäíîãî ñëó÷àÿ m = N − 1. Èòàê, ïîëàãàåì,
÷òî m ∈ 0, N − 2, ïîëó÷àÿ m + 1 ∈ 0, N − 1. Ñ ó÷åòîì (6.7) âûáèðàåì z0 ∈ (α − Sol)[m;x],
ïîëó÷àÿ ðàâåíñòâî

F (α)
m [x](z0) = Vm(x|α); (6.9)

ω 6 c
(
x,pr1

(
z0(1)

)
, {α(j) : j ∈ m+ 1, N}

)
+ cα(m+1)

(
z0(1), {α(j) : j ∈ m+ 1, N}

)
+

+Vm+1

(
pr2

(
z0(1)

)
|α
)
.

(6.10)

Îïðåäåëÿåì êîðòåæ z̃0 : 0, N − (m+ 1) −→ X × X ïî ïðàâèëó z̃0(k)
△
= z0(k + 1) ∀k ∈

0, N − (m+ 1). Çàòåì èçìåíÿåì åãî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå, ïîëàãàÿ, ÷òî ẑ0 äåéñòâóåò èç ìíîæå-
ñòâà 0, N − (m+ 1) â X×X ïî ïðàâèëó

(
ẑ0(0) =

(
pr2

(
z0(1)

)
,pr2

(
z0(1)

)))
&
(
ẑ0(t)

△
= z̃0(t) ∀t ∈ 1, N − (m+ 1)

)
.

Òîãäà ẑ0 ∈ Z
(α)
m+1[pr2

(
z0(1)

)
], à ïîòîìó (ñì. (6.6)) Vm+1

(
pr2

(
z0(1)

)
|α
)
6 F

(α)
m+1[pr2

(
z0(1)

)
](ẑ0).

Ñ ó÷åòîì (6.9), (6.10) èìååì òåïåðü ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé íåðàâåíñòâî

ω 6 Vm(x|α). (6.11)

Âûáåðåì òåïåðü u ∈ Mα(m+1) ×Mα(m+1) òàê, ÷òî

ω = c
(
x,pr1(u), {α(j) : j ∈ m+ 1, N}

)
+

+cα(m+1)

(
u, {α(j) : j ∈ m+ 1, N}

)
+Vm+1

(
pr2(u)|α

)
.

(6.12)

Ñ ó÷åòîì (6.7) âûáåðåì ïðîèçâîëüíî w ∈ (α− Sol)[m+1; pr2(u)]. Òîãäà w ∈ Z
(α)
m+1[pr2(u)] è ïðè

ýòîì

Vm+1

(
pr2(u)|α

)
= F

(α)
m+1[pr2(u)](w). (6.13)

Ïîëàãàåì, ÷òî w̃ äåéñòâóåò èç 0, N − (m+ 1) â X × X ïî ïðàâèëó

(
w̃(0)

△
= u

)
&
(
w̃(k)

△
=

w(k) ∀k ∈ 1, N − (m+ 1)
)
. Çàòåì îïðåäåëÿåì ŵ ∈ Z

(α)
m [x] ïîñðåäñòâîì óñëîâèé

(
ŵ(0)

△
= (x, x)

)
&(ŵ(t)

△
= w̃(t− 1) ∀t ∈ 1, N −m

)
. (6.14)
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Èç (6.6) èìååì îöåíêó Vm(x|α) 6 F
(α)
m [x](ŵ), êîòîðàÿ (ñ ó÷åòîì (6.13), (6.14)) ëåãêî ïðåîáðà-

çóåòñÿ ê íåðàâåíñòâó

Vm(x|α) 6 c
(
x,pr1(u), {α(j) : j ∈ m+ 1, N}

)
+

+cα(m+1)

(
u, {α(j) : j ∈ m+ 1, N}

)
+Vm+1

(
pr2(u)|α

)
.

Ñ ó÷åòîì (6.12) ïîëó÷àåì, ÷òî Vm(x|α) 6 ω, ÷òî â ñî÷åòàíèè ñ (6.11) äîñòàâëÿåò (6.8). �

Â äàëüíåéøåì óäîáíî èñïîëüçîâàòü îòîáðàæåíèÿ

V
(α)
m

△
=

(
Vm(x|α)

)
x∈Mα(m)

∈ R+[Mα(m)] ∀m ∈ 1, N. (6.15)

Îòìåòèì, ÷òî èç (6.15), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ðàâåíñòâî

V
(α)
N = (f |Mα(N)). (6.16)

Ëåãêî âèäåòü, êðîìå òîãî, ÷òî Z
(α)
0 [x0] = Zα, à ïîòîìó (ñì. (3.10)) èìååì ðàâåíñòâî

V[α] = V0(x
0|α). (6.17)

�àâåíñòâî (6.17) ïîçâîëÿåò òðàêòîâàòü ñèñòåìó çàäà÷ (6.5) êàê ðàñøèðåíèå (3.10). Èç (6.17) è

ïðåäëîæåíèÿ 6.1 èìååì ðàâåíñòâî

V[α] = min
z∈Mα(1)×Mα(1)

[
c
(
x0,pr1(z), 1, N

)
+cα(1)(z, 1, N ) +V

(α)
1

(
pr2(z)

)]
. (6.18)

Èç (6.15) è ïðåäëîæåíèÿ 6.1 èìååì, â ñâîþ î÷åðåäü, ÷òî

V
(α)
m (x) = min

z∈Mα(m+1)×Mα(m+1)

[
c
(
x,pr1(z), {α(j) : j ∈ m+ 1, N}

)
+

+cα(m+1)

(
z, {α(j) : j ∈ m+ 1, N}

)
+V

(α)
m+1

(
pr2(z)

)]
∀m ∈ 1, N − 1 ∀x ∈ Mα(m).

(6.19)

Â (6.19) îïðåäåëåíû ïðåîáðàçîâàíèÿ V
(α)
s+1 → V

(α)
s , s ∈ 1, N − 1. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ V

(α)
N íàì

èçâåñòíà (ñì. (6.16)), ìû, èñïîëüçóÿ (6.18), ïîëó÷àåì ðåàëèçóåìóþ ðåêóððåíòíóþ ïðîöåäóðó

V
(α)
N −→ V

(α)
N−1 −→ . . . −→ V

(α)
1 −→ V[a] (6.20)

(â (6.20) ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî N > 2), îáåñïå÷èâàþùóþ ïîñòðîåíèå âñåõ �óíêöèé (6.15) è

îïðåäåëåíèå ýêñòðåìóìà V[α].
Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîé òðàññû. Ïîëàãàåì ñåé÷àñ, ÷òî âñå �óíêöèè (6.15) íàì èçâåñò-

íû, à òàêæå èçâåñòíî çíà÷åíèå V[α]. Ñ ó÷åòîì (6.18) âûáèðàåì y01 ∈ Mα(1) ×Mα(1) òàê, ÷òî ïðè

ýòîì

V[α] = c
(
x0,pr1(y

0
1), 1, N

)
+cα(1)(y

0
1, 1, N ) +V

(α)
1

(
pr2(y

0
1)
)
. (6.21)

Ïðè ýòîì pr2(y
0
1) ∈ Mα(1), îïðåäåëåíî çíà÷åíèå V

(α)
1

(
pr2(y

0
1)
)
, äëÿ êîòîðîãî ðåàëèçóåòñÿ ñîîò-

âåòñòâóþùèé âàðèàíò (6.8), (6.19); ñ ó÷åòîì ýòîãî âûáèðàåì y02 ∈ Mα(2) ×Mα(2) ñî ñâîéñòâîì

V
(α)
1

(
pr2(y

0
1)
)
= c

(
pr2(y

0
1),pr1(y

0
2), {α(j) : j ∈ 2, N}

)
+

+cα(2)
(
y02, {α(j) : j ∈ 2, N}

)
+V

(α)
2

(
pr2(y

0
2)
)
.

(6.22)

Èç (6.21) è (6.22) èìååì, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

V[α] = c
(
x0,pr1(y

0
1), 1, N

)
+c

(
pr2(y

0
1),pr1(y

0
2), {α(j) : j ∈ 2, N}

)
+

+
2∑

t=1
cα(t)

(
y0t , {α(j) : j ∈ t,N}

)
+V

(α)
2

(
pr2(y

0
2)
)

(6.23)
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(ó÷òåíî ñâîéñòâî ñþðúåêòèâíîñòè α). Ïóñòü òåïåðü r ∈ 2, N è óæå ïîñòðîåí êîðòåæ

(y0i )i∈1,r : 1, r −→ X×X, (6.24)

äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1') y0j ∈ Mα(j) ×Mα(j) ∀j ∈ 1, r;

(2') ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(
V[α] = c

(
x0,pr1(y

0
1), 1, N

)
+cα(1)(y

0
1 , 1, N ) +V

(α)
1

(
pr2(y

0
1)
))

&
(
V

(α)
j−1

(
pr2(y

0
j−1)

)
=

= c
(
pr2(y

0
j−1),pr1(y

0
j ), {α(k) : k ∈ j,N}

)
+cα(j)

(
y0j , {α(k) : k ∈ j,N}

)
+V

(α)
j

(
pr2(y

0
j )
)

∀j ∈ 2, r
)
;

(3') V[α] = c
(
x0,pr1(y

0
1), 1, N

)
+

r∑
j=2

c
(
pr2(y

0
j−1),pr1(y

0
j ), {α(k) : k ∈ j,N}

)
+

+
r∑

j=1
cα(j)

(
y0j , {α(k) : k ∈ j,N}

)
+V

(α)
r

(
pr2(y

0
r )
)
.

Çàìå÷àíèå 6.1. Åñëè r = 2, òî óñëîâèÿ (1')�(3') î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíåíû ïî ñïîñîáó

ïîñòðîåíèÿ y01 è y02. �

Âîçâðàùàÿñü ê îáùåìó ñëó÷àþ êîðòåæà (6.24), îòìåòèì, ÷òî âîçìîæåí îäèí èç ñëåäóþùèõ

ñëó÷àåâ: r = N, r ∈ 2, N − 1. Ýòè ñëó÷àè ðàññìîòðèì îòäåëüíî.

(a) Ïóñòü r = N. Òîãäà (y0i )i∈1,r = (y0i )i∈1,N ∈ Y è ñ ó÷åòîì (1') (y0i )i∈1,N ∈ Mα (ñì. (2.9)).

Èç (3') èìååì â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî

V[α] = W
(
α, (y0i )i∈1,N

)
,

îçíà÷àþùåå, ñîãëàñíî (3.12), ÷òî (y0i )i∈1,N ∈ (SOL)[α]. Èòàê, â ñëó÷àå (à) ìû óæå ðàñïîëàãàåì

α�îïòèìàëüíîé òðàññîé.

(á) Ïóñòü r ∈ 2, N − 1. Òîãäà r + 1 ∈ 3, N è îïðåäåëåíà (ñì. (6.15)) �óíêöèÿ V
(α)
r+1 ∈

R+[Mα(r+1)]. Èç (6.19) èìååì, ïîñêîëüêó pr2(y
0
r) ∈ Mα(r), ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

V
(α)
r

(
pr2(y

0
r )
)
= min

z∈Mα(r+1)×Mα(r+1)

[
c
(
pr2(y

0
r),pr1(z), {α(j) : j ∈ r + 1, N}

)
+

+cα(r+1)

(
z, {α(j) : j ∈ r + 1, N}

)
+V

(α)
r+1

(
pr2(z)

)]
.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âûáèðàåì y0r+1 ∈ Mα(r+1) ×Mα(r+1) òàê, ÷òî ïðè ýòîì

V
(α)
r

(
pr2(y

0
r)
)
= c

(
pr2(y

0
r ),pr1(y

0
r+1), {α(j) : j ∈ r + 1, N}

)
+

+cα(r+1)

(
y0r+1, {α(k) : k ∈ r + 1, N}

)
+V

(α)
r+1

(
pr2(y

0
r+1)

)
.

(6.25)

Òåïåðü èìååì êîðòåæ (y0i )i∈1,r+1 : 1, r + 1 −→ X×X ñî ñâîéñòâîì

(1�) y0j ∈ Mα(j) ×Mα(j) ∀j ∈ 1, r + 1.
Äàëåå, èç (2') è (6.25) ñëåäóåò ñâîéñòâî

(2�). Ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà ðàâåíñòâ

(
V[α] = c

(
x0,pr1(y

0
1), 1, N

)
+cα(1)(y

0
1 , 1, N ) +V

(α)
1

(
pr2(y

0
1)
))

&

&
(
V

(α)
j−1

(
pr2(y

0
j−1)

)
= c

(
pr2(y

0
j−1),pr1(y

0
j ), {α(k) : k ∈ j,N}

)
+

+ cα(j)
(
y0j , {α(k) : k ∈ j,N}

)
+V

(α)
j

(
pr2(y

0
j )
)

∀j ∈ 2, r + 1
)
.

Íàêîíåö, èç (3') è (6.25) âûòåêàåò òàêæå, ÷òî

(3�) V[α] = c
(
x0,pr1(y

0
1), 1, N

)
+

r+1∑
j=2

c
(
pr2(y

0
j−1),pr1(y

0
j ), {α(k) : k ∈ j,N}

)
+

+
r+1∑
j=1

cα(j)
(
y0j , {α(k) : k ∈ j,N}

)
+V

(α)
r+1

(
pr2(y

0
r+1)

)
.
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Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå (á) ìû ñìîãëè ïðîäîëæèòü êîðòåæ (6.24) åùå íà îäèí øàã ñ ñî-

õðàíåíèåì âñåõ åãî îñíîâíûõ ñâîéñòâ: ñèñòåìà (1')�(3') ïðåîáðàçîâàíà â (1�)�(3�).

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ N ðåãóëÿðíûõ øàãîâ òèïà (á), âêëþ÷àÿ âûáîð y01 ïî ïðàâèëó (6.21), ìû
íåèçáåæíî ïðèäåì ê ñèòóàöèè ñëó÷àÿ (à), òî åñòü ê îïòèìàëüíîé îòíîñèòåëüíî ìàðøðóòà α
òðàññå.

� 7. Çàäà÷à êóðüåðà, îñëîæíåííàÿ çàâèñèìîñòüþ �óíêöèé ñòîèìîñòè

îò ñïèñêà çàäàíèé

Ïðè ðåàëèçàöèè ÌÈ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ðåøåíèè çàäà÷è êóðüåðà [1℄ â óñëîâèÿõ, êîãäà

ñòîèìîñòè ïåðåìåùåíèé çàâèñÿò îò ñïèñêà çàäàíèé, êîòîðûå íà äàííûé ìîìåíò íå âûïîëíå-

íû. Ýòî êàñàåòñÿ çàäà÷è (3.6), à òàêæå ìèíîðàíòíîé çàäà÷è (4.5). Ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è

(3.6) ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ïðåäñòàâëåíèå (3.2). Ñðàâíèâàÿ äâà âûøåóïîìÿíóòûõ âàðèàíòà çà-

äà÷è êóðüåðà, îòìåòèì, ÷òî îíè ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàæäûé êàê âåñüìà ÷àñòíûé ñëó÷àé

çàäà÷è [14℄. �àññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ êîíêðåòèçàöèþ. Â ýòîé ñâÿçè ïîëåçíî ñëåäóþùåå

ñîãëàøåíèå: åñëè α ∈ P, òî ÷åðåç 0♦α îáîçíà÷àåì îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå â ìíîæåñòâå 0, N
è òàêîå, ÷òî (

(0♦α)(0)
△
= 0

)
&
(
(0♦α)(k)

△
= α(k) ∀k ∈ 1, N

)
. (7.1)

�àññìîòðèì òåïåðü îäíó âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òðè ïðîèçâîëüíûå

�óíêöèè: (
Γ ∈ R+[0, N × 0, N ×N]

)
&
(
Θ ∈ R+[0, N ×N]

)
&
(
F ∈ R+[0, N ]

)
. (7.2)

Â ýòèõ òåðìèíàõ ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

N−1∑
t=0

Γ
(
(0♦α)(t), (0♦α)(t + 1), {α(k) : k ∈ t+ 1, N}

)
+

+
N∑
t=1

Θ
(
α(t), {α(k) : k ∈ t,N}

)
+F

(
(0♦α)(N)

)
−→ min, α ∈ A.

(7.3)

Èç (7.1) ñëåäóåò, ÷òî (7.3) ñâîäèòñÿ íà ñàìîì äåëå ê çàäà÷å

Γ
(
0, α(1), 1, N

)
+

N−1∑
t=1

Γ
(
α(t), α(t + 1), {α(k) : k ∈ t+ 1, N}

)
+

+
N∑
t=1

Θ
(
α(t), {α(k) : k ∈ t,N}

)
+F

(
α(N)

)
−→ min, α ∈ A.

(7.4)

Çàìå÷àíèå 7.1. Çàäà÷à (7.3), (7.4) åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è, ðàññìàòðèâàåìîé â [14℄. Â

ñàìîì äåëå, ïóñòü â ïðåäåëàõ äàííîãî çàìå÷àíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïàðàìåòðû X,x0,M1, . . . ,MN , c
è f ðàáîòû [14℄ â ïðèâîäèìîé íèæå êîíêðåòèçàöèè: X = 0, N, x0 = 0, Mi = {i} ∀i ∈ 1, N ; òîãäà,
ñîãëàñíî [14, (1.2)℄,

c : 0, N × 0, N ×N −→ [0,∞[, f : 0, N −→ [0,∞[ (7.5)

(íàïîìíèì, ÷òî â íàøèõ ïîñòðîåíèÿõ N = P ′(1, N ) ñîîòâåòñòâóåò R â [14℄). Ìû îïðåäåëÿåì

ñ ó÷åòîì (7.5) �óíêöèþ c ðàáîòû [14℄ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè i ∈ 0, N, j ∈ 0, N è K ∈ N

c(i, j,K)
△
= Γ(i, j,K) + Θ(j,K). (7.6)

Ïîëàãàåì òàêæå, ÷òî f(k)
△
= F (k) ∀k ∈ 0, N . Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû N è K â [14℄ ñîîò-

âåòñòâóþò ñîãëàøåíèÿì íàñòîÿùåé ðàáîòû. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ïðèíÿòîé êîíêðåòèçàöèè

ìíîæåñòâî X ðàáîòû [14℄ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ îòîáðàæåíèé, äåéñòâóþùèõ â 0, N. Ïðè
α ∈ P îòîáðàæåíèå Cα [14, (1.3)℄ èìååò âèä

Cα

(
(ki)i∈0,N

)
= Γ(0, k1, 1, N ) + Θ(k1, 1, N ) +

N−1∑
i=1

Γ
(
ki, ki+1, {α(j) : j ∈ i+ 1, N}

)
+

+
N−1∑
i=1

Θ
(
ki+1, {α(l) : l ∈ i+ 1, N}

)
+F (kN ),

(7.7)



Ìåòîä èòåðàöèé â îáîáùåííîé çàäà÷å êóðüåðà 105

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2013. Âûï. 3

ãäå (ki)i∈0,N ∈ X. �àçóìååòñÿ, â (7.7) íàì äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü êîðòåæè (ki)i∈0,N , ÿâëÿþ-
ùèåñÿ òðàññàìè â ñìûñëå [14℄, ÷òî îòâå÷àåò ñëó÷àþ (ki)i∈0,N ∈ Xα, ãäå Xα � ñîîòâåòñòâóþùàÿ

êîíêðåòíàÿ âåðñèÿ ìíîæåñòâà [14, (1.5)℄. Îäíàêî â íàøåì ñëó÷àå (x0 = 0, Mi = {i} ïðè i ∈ 1, N)
èç [14, (1.5)℄ ñëåäóåò, ÷òî

Xα = {0♦α} ∀α ∈ P. (7.8)

Èòàê, ïðè α ∈ A â (7.7) äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ñëó÷àé (ki)i∈0,N = 0♦α, ÷òî ïðèâîäèò ê òîìó,
÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ â [14, ðàçäåë 1℄ îñíîâíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê (7.4). Èòàê,

(7.4) åñòü âàðèàíò çàäà÷è [14, ðàçäåë 1℄. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (7.3), (7.4) ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü (îïòèìàëüíûé) àëãîðèòì ðàáîòû [14℄. �

Òåïåðü ìû îòìåòèì, ÷òî ê çàäà÷å (7.3), (7.4) ñâîäèòñÿ êàæäûé èç âàðèàíòîâ çàäà÷è êóðüåðà,

èñïîëüçóåìûé ïðè ïîñòðîåíèè ÌÈ. Òàê, ïðè (zi)i∈1,N ∈ M çàäà÷à (3.6) èçâëåêàåòñÿ (ñì. (2.10))

èç (7.3), (7.4) ïðè ñëåäóþùåé êîíêðåòèçàöèè �óíêöèé ñòîèìîñòè.

Ïîëàãàåì ïðè z
△
= (zi)i∈1,N ∈ M, ÷òî Γ(k, l,K) = c

(
pr2((z

0� z)(k)),pr1((z
0� z)(l)),K

)
ïðè

k ∈ 0, N, l ∈ 0, N è K ∈ N. Äàëåå, èñïîëüçóåì ïðè K ∈ N ñîãëàøåíèå Θ(i,K) = ci
(
z(i),K

)

â ñëó÷àå i ∈ 1, N è Θ(0,K) = 0. Íàêîíåö, ïîëàãàåì, ÷òî F (s) = f
(
pr2(z

0� z)(s)
)

∀s ∈ 0, N.

Çàìå÷àíèå 7.2. Ñîãëàøåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ êîíêðåòèçàöèåé ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (7.3), (7.4)

â èíòåðåñàõ çàäà÷è (3.6), íåñêîëüêî èçáûòî÷íû; ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñàìà çàäà÷à (7.3), (7.4)

ðàññìàòðèâàëàñü êàê âàðèàíò î÷åíü îáùåé ïîñòàíîâêè [14℄. �

Â óñëîâèÿõ âûøåóïîìÿíóòûõ ñîãëàøåíèé, êàñàþùèõñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ çàäà÷è (3.6), ïîëó-

÷àåì ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî pr2(z
0) = x0, ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

Γ
(
0, α(1), 1, N

)
+

N−1∑
t=1

Γ
(
α(t), α(t + 1), {α(k) : k ∈ t+ 1, N}

)
+

+
N∑
t=1

Θ
(
α(t), {α(k) : k ∈ t,N}

)
+F

(
α(N)

)
= c

(
x0,pr1

(
z(α(1))

)
, 1, N

)
+

+
N−1∑
t=1

c
(
pr2

(
z
(
α(t)

))
,pr1

(
z
(
α(t+ 1)

))
, {α(k) : k ∈ t+ 1, N}

)
+

+
N∑
t=1

cα(t)
(
z
(
α(t)

)
, {α(k) : k ∈ t,N}

)
+f

(
pr2

(
z
(
α(N)

)))
= w(z, α) ∀α ∈ A.

Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. (7.4)), çàäà÷à (7.3), (7.4) ïðåâðàùàåòñÿ â çàäà÷ó (3.6).

�àññìîòðèì òåïåðü ïðåäñòàâëåíèå çàäà÷è (4.5) â òåðìèíàõ (7.3), (7.4). Äëÿ ýòîãî ìû ïîëà-

ãàåì, ÷òî

Γ(i, j,K) = Π(i, j,K) ∀i ∈ 0, N ∀j ∈ 0, N ∀K ∈ N. (7.9)

Êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ ðàçäåëà 4, ïîëàãàåì, ÷òî

Θ(j,K) = π[j;K] ∀j ∈ 0, N ∀K ∈ N. (7.10)

Íàêîíåö, ïîëàãàåì, ÷òî F (j) = fj ∀j ∈ 0, N. Ïðè äàííîé êîíêðåòèçàöèè ìû ïîëó÷àåì (ñì.

(7.9), (7.10)) äëÿ êðèòåðèÿ çàäà÷è (7.4) ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

Γ
(
0, α(1), 1, N

)
+

N−1∑
t=1

Γ
(
α(t), α(t + 1), {α(k) : k ∈ t+ 1, N}

)
+

N∑
t=1

Θ
(
α(t), {α(k) : k ∈ t,N}

)
+

+F
(
α(N)

)
= Π

(
0, α(1), 1, N

)
+

N−1∑
t=1

Π
(
α(t), α(t + 1), {α(k) : k ∈ t+ 1, N}

)
+

+
N∑
t=1

π[α(t); {α(k) : k ∈ t,N}] + fα(N) ∀α ∈ A.

Íî â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (7.3), (7.4) ïðåâðàùàåòñÿ â çàäà÷ó (4.5), òî åñòü â ìèíîðàíòíóþ çàäà÷ó

ðàçäåëà 4.

Èòàê, âî âñåõ âîçíèêàþùèõ ïðè ðåàëèçàöèè ÌÈ âàðèàíòàõ çàäà÷è êóðüåðà ìû èìååì ñîîò-

âåòñòâóþùèå êîíêðåòèçàöèè çàäà÷è (7.3), (7.4), à ïîñëåäíÿÿ ìîæåò áûòü, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâå-

äåíà ê îñíîâíîé çàäà÷å ðàáîòû [14℄. Ñòàëî áûòü, äëÿ ðåøåíèÿ âñåõ âûøåóïîìÿíóòûõ âàðèàíòîâ
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çàäà÷è êóðüåðà ïðèãîäíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîöåäóðà ðàáîòû [14℄, â îñíîâå êîòîðîé íàõîäèòñÿ

ýêîíîìè÷íûé âàðèàíò ÌÄÏ, ïðèìåíÿåìûé, îäíàêî, â áîëåå ïðîñòîì ñëó÷àå îäíîýëåìåíòíûõ

ìåãàïîëèñîâ (ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì óïðîùàþùèì îáñòîÿòåëüñòâîì â ñðàâíåíèè ñ

îáùåé ïîñòàíîâêîé [14℄).

� 8. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïîëàãàåì, ÷òî X = R×R. Èòàê, ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàðøðóòíàÿ çàäà÷à

íà ïëîñêîñòè. Èçëàãàåìàÿ íèæå ìîäåëü îðèåíòèðîâàíà íà èñïîëüçîâàíèå â çàäà÷å î äåìîíòàæå

ýíåðãîáëîêà ÀÝÑ, âûâåäåííîãî èç ýêñïëóàòàöèè; â ýòîé ñâÿçè ñì. [18℄. Ìåãàïîëèñû M1, . . . ,MN

ÿâëÿþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, êîíå÷íûìè ïëîñêèìè ìíîæåñòâàìè, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, âëîæå-

íû â ãðàíèöû íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîïàðíî âûïóêëûõ êîìïàêòîâ Y1, . . . , YN , êàæäûé èç êîòîðûõ

ñîäåðæèò âûäåëåííóþ òî÷êó aj , j ∈ 1, N , ðàññìàòðèâàåìóþ â êà÷åñòâå ¾èçëó÷àòåëÿ¿. Èñïîë-

íèòåëü âûáèðàåò ó êàæäîãî ìåãàïîëèñà òî÷êó âõîäà (ïóíêò ïðèáûòèÿ), èç êîòîðîé ïåðåìåùà-

åòñÿ ê ¾èçëó÷àòåëþ¿, äåìîíòèðóåò åãî, òî åñòü ¾âûêëþ÷àåò¿, ïîñëå ÷åãî ïåðåìåùàåòñÿ ê òî÷êå

âûõîäà (ïóíêò îòïðàâëåíèÿ). Ìíîæåñòâà Y1, . . . , YN îïðåäåëÿþò îñîáûå áëèæíèå çîíû, â êîòî-

ðûõ ïðîâîäÿòñÿ ðàáîòû ïî äåìîíòèðîâàíèþ ¾èçëó÷àòåëåé¿. Ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè M1, . . . ,MN

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ¾âõîäû-âûõîäû¿, à òî÷íåå ïóíêòû íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ ðàáîò ïî äå-

ìîíòèðîâàíèþ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ïðîöåññå ýòèõ, âíóòðåííèõ ïî ñìûñëó, ðàáîò èñïîëíèòåëü

ïîëó÷àåò áîëåå èíòåíñèâíîå ðàäèàöèîííîå âîçäåéñòâèå, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðîãî èñïîëüçóåòñÿ

âñÿêèé ðàç ñïåöèàëüíàÿ ìîäåëü áëèæíåé çîíû (ýòî êàñàåòñÿ, êîíå÷íî, âîçäåéñòâèÿ ñî ñòîðî-

íû äåìîíòèðóåìîãî èñòî÷íèêà). Â ïðîöåññå ïåðåìåùåíèé ìåæäó ìåãàïîëèñàìè èñïîëíèòåëü

èñïûòûâàåò âîçäåéñòâèÿ êàæäîãî èç íåäåìîíòèðîâàííûõ íà ìîìåíò ïåðåìåùåíèÿ èñòî÷íèêîâ;

ýòè âîçäåéñòâèÿ ñóììèðóþòñÿ. Â òî æå âðåìÿ êàæäûé îòäåëüíî âçÿòûé (íåäåìîíòèðîâàííûé)

èñòî÷íèê âîçäåéñòâóåò íà èñïîëíèòåëÿ ñ èíòåíñèâíîñòüþ, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé êâàä-

ðàòó ðàññòîÿíèÿ îò èñòî÷íèêà äî èñïîëíèòåëÿ. �àçóìååòñÿ, òàêèå ýëåìåíòàðíûå âîçäåéñòâèÿ

îáðàçóþò çàâèñèìîñòü, êîòîðóþ òðåáóåòñÿ èíòåãðèðîâàòü âäîëü ñîîòâåòñòâóþùåãî �ðàãìåíòà

òðàåêòîðèè èñïîëíèòåëÿ.

Â äàííîé ìîäåëè äîïóñêàåòñÿ òàêæå ïðîõîæäåíèå íåêîòîðûõ áëèæíèõ çîí ¾ïî ïóòè¿, áåç

èñïîëíåíèÿ êàêèõ-ëèáî ðàáîò. Â ýòîì ñëó÷àå ý��åêò òàêèõ áëèæíèõ çîí èãíîðèðóåòñÿ, ÷òî

â äîñòàòî÷íîé äëÿ öåëåé ¾ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ¿ ñòåïåíè ìîòèâèðóåòñÿ ðàçëè÷èåì â ñêîðîñòÿõ:

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñêîðîñòü âíåøíèõ ïåðåìåùåíèé ñóùåñòâåííî âûøå ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé

ïðè âûïîëíåíèè âíóòðåííèõ ðàáîò.

Ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåé ìîäåëè.

Ïóñòü ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàêëþ÷èòåëüíîãî çàäàíèÿ íå òðåáóåòñÿ âîçâðàùåíèå â íà÷àëüíûé

ïóíêò x0, ïîëàãàåì f(x) ≡ 0. Êðîìå òîãî, ïóñòü ñ êàæäûì èñòî÷íèêîì èçëó÷åíèÿ ai ñâÿçàíà
íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà γi (çäåñü i ∈ 1, N ), õàðàêòåðèçóþùàÿ èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ äàííîãî

èñòî÷íèêà íåïîñðåäñòâåííî â òî÷êå åãî ðàçìåùåíèÿ. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, ïåðåìåùåíèÿ

èñïîëíèòåëÿ óñëîâíî äåëÿòñÿ íà äâà òèïà.

(1) Âíåøíèå ïåðåìåùåíèÿ � ïåðåäâèæåíèå ìåæäó òî÷êàìè ¾âõîäîâ-âûõîäîâ¿ â ìåãàïîëèñû,

à òàêæå ïåðåìåùåíèå èç íà÷àëüíîãî ïóíêòà x0 â òî÷êó âõîäà â ïåðâûé (ïî ïîðÿäêó ïîñåùåíèÿ)
ìåãàïîëèñ.

(2) Âíóòðåííèå ïåðåìåùåíèÿ � ïåðåäâèæåíèå âíóòðè ìåãàïîëèñà. Â íàøåé ìîäåëè äàííûé

òèï ïåðåìåùåíèé ðàçáèâàåòñÿ åùå íà äâà ïîäòèïà:

(2.1) ïåðåìåùåíèå èç òî÷êè âõîäà â ìåãàïîëèñ Mi, ãäå i ∈ 1, N , ê èñòî÷íèêó èçëó÷åíèÿ ai
äëÿ åãî äåìîíòàæà;

(2.2) ïåðåìåùåíèå îò äåìîíòèðîâàííîãî èñòî÷íèêà ai, i ∈ 1, N , ê òî÷êå âûõîäà èç ìåãàïî-

ëèñà.

Èòàê, ñèñòåìà ïåðåìåùåíèé (2.3) ïðèîáðåòàåò âèä

x0 →
(
x1,1 ∈ Mα(1) ⇒ aα(1) →֒ x1,2 ∈ Mα(1)

)
→ . . .

. . . →
(
xN,1 ∈ Mα(N) ⇒ aα(N) →֒ xN,2 ∈ Mα(N)

)
,

(8.1)
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çäåñü äëÿ ñëó÷àÿ (1) èñïîëüçîâàí çíàê ¾→¿, äëÿ ñëó÷àÿ (2.1) � ¾⇒¿, à äëÿ ïåðåìåùåíèÿ âèäà

(2.2) � ñèìâîë ¾→֒¿.

Ïðè êîëè÷åñòâåííîé îöåíêå äîçû îáëó÷åíèÿ áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ åñòåñòâåííîé ìîäåëè,

â êîòîðîé âåëè÷èíà äîçû ðàäèàöèè, ïîëó÷àåìîé èñïîëíèòåëåì â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè,

ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äîç îáëó÷åíèÿ, ïîëó÷àåìûõ èì îò âñåõ íåäåìîíòèðîâàííûõ íà äàííûé ìîìåíò

èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ. Âñÿêèé ðàç íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü äîçà âðåäíîãî âîçäåéñòâèÿ, êîòîðóþ

ïîëó÷èë èñïîëíèòåëü ïðè ïåðåìåùåíèè èç òî÷êè x ∈ X â òî÷êó y ∈ X, ïðè ýòîì ïåðåìåùåíèå

ýòî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç òðåõ òèïîâ äâèæåíèé, ïðèâåäåííûõ âûøå (ñì. (8.1)).

Ñëó÷àé (1): x = x0 èëè x ∈ Mi è ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âûõîäà ìåãàïîëèñà Mi, à òî÷êà y ∈ Mj

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âõîäà ìåãàïîëèñà Mj , ãäå i ∈ 1, N, j ∈ 1, N, i 6= j.
Ñëó÷àé (2.1): x ∈ Mi � òî÷êà âõîäà â ìåãàïîëèñ Mi, à y = ai, òî åñòü y ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì

èçëó÷åíèÿ, àññîöèèðîâàííûì ñ Mi, çäåñü i ∈ 1, N .

Ñëó÷àé (2.2) x = ai, à y ∈ Mi è ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âûõîäà èç ìåãàïîëèñà Mi, i ∈ 1, N .

Ïðè îñóùåñòâëåíèè äâèæåíèé âèäà (1) áóäåì çàïðåùàòü òàêèå ïåðåìåùåíèÿ, êîòîðûå ïðî-

ëåãàþò ÷åðåç îäèí èç íå äåìîíòèðîâàííûõ íà äàííûé ìîìåíò èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ.

Ïðèìåì ìîäåëü, ïðè êîòîðîé äîçà îáëó÷åíèÿ, ïîëó÷àåìàÿ èñïîëíèòåëåì â êàæäûé ìîìåíò

âðåìåíè îò j-ãî íåäåìîíòèðîâàííîãî èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ aj , àññîöèèðîâàííîãî ñ ìíîæåñòâîì
¾âõîäîâ�âûõîäîâ¿ Mj (j ∈ 1, N ), ïðè äâèæåíèè èç òî÷êè x ∈ X â òî÷êó y ∈ X êîëè÷åñòâåííî

âûðàæàåòñÿ âåëè÷èíîé:

äëÿ ñëó÷àåâ (1) è (2.2)

γj

∫ Tx→y

0

dt

r2
s(t)

=
γj

vx→y

∫ ρ(x,y)

0

dl

ρ2(x, s̃(l))
,

ãäå Tx→y � âðåìÿ ïåðåìåùåíèÿ îò òî÷êè x äî òî÷êè y; rs(t) � äëèíà ðàäèóñ-âåêòîðà, íàïðàâ-

ëåííîãî èç èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ aj â òî÷êó s(t) íà òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ èñïîëíèòåëÿ â ìîìåíò
âðåìåíè t; ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ l â ïðàâîé ÷àñòè ñóòü åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x
äî òî÷êè s̃(l) íà òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ èñïîëíèòåëÿ â ìîìåíò âðåìåíè t (çäåñü l = l(t)); vx→y �

ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ èñïîëíèòåëÿ ìåæäó òî÷êàìè x è y; à ρ(x, y) � åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå

ìåæäó òî÷êàìè x è y; çäåñü è íèæå ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ êèíåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàâíîìåðíîãî

ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ.

Äëÿ ñëó÷àÿ (2.1) (çäåñü y åñòü aj , à x � ýòî òî÷êà xj,1 ∈ Mα(j))

3γj

∫ Tx→y

0

dt

r2
s(t) + 1

= 3
γj

vx→y

∫ ρ(x,y)

0

dl

ρ2(s̃(l), y) + 1
,

çäåñü ñìûñë îáîçíà÷åíèé òîò æå, ÷òî è â ðàññìîòðåííîì âûøå ñëó÷àå.

�àññìàòðèâàåìûé â íàñòîÿùåé ñòàòüå àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí â âèäå ïðîãðàììû íà ÿçûêå

ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++ (èñïîëüçîâàíà åãî ðåàëèçàöèÿ Embaradero RAD Studio XE3), ðàáî-

òàþùåé â 64-ðàçðÿäíîé îïåðàöèîííîé ñåìåéñòâà Windows (Windows Vista èëè Windows 7). Âû-

÷èñëèòåëüíàÿ ÷àñòü ïðîãðàììû ðåàëèçîâàíà â îòäåëüíîì îò èíòåð�åéñà ïîëüçîâàòåëÿ ïîòîêå.

Äëÿ ñëó÷àÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ïëîñêîñòè èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ãðà�è÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

ìàðøðóòà è òðàññû; ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò ñîõðàíÿòü äàííûé ðèñóíîê â �àéëå ãðà�è÷åñêîãî

�îðìàòà bmp. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ íà ïîðòàòèâíîì êîìïüþòåðå ñ ïðîöåñ-

ñîðîì Intel Core2Duo T7700  òàêòîâîé ÷àñòîòîé 2.4 ã�ö è îáúåìîì ÎÇÓ 3 ã�á ñ óñòàíîâëåííîé

îïåðàöèîííîé ñèñòåìîé Windows 7 x64 Professional.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ìîäåëüíîì ïðèìåðå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íà÷àëüíàÿ òî÷êà åñòü íà-

÷àëî êîîðäèíàò, òî åñòü x0 = (0, 0), N = 22, à ìåãàïîëèñû (ìíîæåñòâà ¾âõîäîâ-âûõîäîâ¿)

M1, . . . ,M22 ñóòü ðàâíîìåðíûå ñåòêè èç 12 òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íà îêðóæíîñòÿõ, ïðè ýòîì

èçëó÷àþùèå ýëåìåíòû ðàñïîëîæåíû íà ãîðèçîíòàëüíûõ ëèíèÿõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç öåíòðû

îêðóæíîñòåé íà ðàññòîÿíèè 1/2 ðàäèóñà â ñòîðîíó óáûâàíèÿ êîîðäèíàòû ïî îñè àáñöèññ. Òàê-

æå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñêîðîñòè âíåøíèõ ïåðåìåùåíèé (ñì. ñëó÷àé (1), ðàññìîòðåííûé âûøå)

â 4 ðàçà áîëüøå, ÷åì ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé ïðè âûïîëíåíèè âíóòðåííèõ ðàáîò (ïåðåìåùåíèå ê
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èñòî÷íèêó � ñëó÷àé (2.1) è ïîêèäàíèå ìåñòà äåìîíòèðîâàíèÿ èñòî÷íèêà � ñëó÷àé (2.2)). Ïðè

ýòîì ïðîãðàììà ñíà÷àëà ðàññ÷èòûâàåò ìàòðèöû çàòðàò íà ïåðåìåùåíèÿ âèäà (1) è ìàòðèöû

çàòðàò íà ïåðåìåùåíèÿ âíóòðè ìåãàïîëèñîâ (âíóòðåííèå ðàáîòû, ñëó÷àè (2.1) è (2.2)), çàòåì

ðåøàåò çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ïåðåìåùåíèÿ ïî ìåãàïîëèñàì.

Ïî ñîîáðàæåíèÿì îáúåìà íå áóäåì ïðèâîäèòü ïåðå÷èñëåíèå ýëåìåíòîâ ìåãàïîëèñîâ è ïîë-

íûé ñïèñîê èíäåêñîâ ìàðøðóòà è óçëîâ òðàññû.

Ñíà÷àëà ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðàáîòû òî÷íîãî àëãîðèòìà (íà îñíîâå ÌÄÏ):

âåëè÷èíà ñîâîêóïíûõ çàòðàò: V = 195.92;
îáùåå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ: 1 ÷ 11 ìèí 59 ñ;

âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö çàòðàò íà ðàáîòû âíóòðè ìåãàïîëèñîâ: 22 ìèí 24 ñ;

âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö çàòðàò íà ïåðåìåùåíèÿ ìåæäó ìåãàïîëèñàìè: 42 ìèí 3 ñ;

ãðà�èê ìàðøðóòà è òðàññû ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 1.

�èñ. 1. �åçóëüòàò òî÷íîãî àëãîðèòìà: ìàðøðóò è òðàññà îáõîäà ìíîæåñòâ

Äàëåå ðàññìîòðèì ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è, ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî â äàííîé ñòàòüå.

Ïåðâàÿ èòåðàöèÿ (ïîëó÷åíèå ìèíîðàíòíîé îöåíêè ðåçóëüòàòà):

âåëè÷èíà çàòðàò â ÇÊ (4.5): v = 190.31;
âåëè÷èíà çàòðàò â çàäà÷å ïîèñêà òðàññû (4.9): V[ω0] = 196.48;
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îáùåå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ: 58 ìèí 41 ñ;

âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö çàòðàò íà ðàáîòû âíóòðè ìåãàïîëèñîâ: 18 ìèí 3 ñ;

âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö çàòðàò íà ïåðåìåùåíèÿ ìåæäó ìåãàïîëèñàìè: 39 ìèí 20 ñ;

ãðà�èê ìàðøðóòà è òðàññû ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 2.

�èñ. 2. Ïåðâàÿ èòåðàöèÿ: ìàðøðóò è òðàññà îáõîäà ìíîæåñòâ

Âòîðàÿ èòåðàöèÿ:

âåëè÷èíà çàòðàò â ÇÊ (4.16): (val)[(z
(0)
i )i∈1,N ] = 196, 42;

âåëè÷èíà çàòðàò â çàäà÷å ïîèñêà òðàññû (4.22): V[ω1] = 196, 41;
îáùåå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ: 23 ñ.
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�èñ. 3. Âòîðàÿ èòåðàöèÿ: ìàðøðóò è òðàññà îáõîäà ìíîæåñòâ

Òðåòüÿ èòåðàöèÿ ñòàëà çàâåðøàþùåé: èçìåíåíèå ìàðøðóòà è òðàññû ïðåêðàòèëîñü, à

(val)[(z
(1)
i )i∈1,N ] = V[ω2] = 196, 41. Âðåìÿ ñ÷åòà ñîñòàâèëî 23 ñ.

Òàêèì îáðàçîì, âèäíî, ÷òî ïðîèãðûø ïî ðåçóëüòàòó èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû ïî ñðàâíå-

íèþ ñ ãëîáàëüíûì ýêñòðåìóìîì V ñîñòàâèë âñåãî 0.25%. Ïðè ýòîì âðåìÿ ñ÷åòà (òðåõ èòåðàöèé:

ïåðâàÿ è âòîðàÿ ðåçóëüòàòèâíûå è òðåòüÿ êîíòðîëüíàÿ) ñîñòàâèëî 2 ìèí 4 ñ (íàñ èíòåðåñóåò

èìåííî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà, âðåìåíà ñ÷åòà ìàòðèö çàòðàò ìû îòáðàñûâàåì, îòíîñÿ èõ ê

âðåìåííûì çàòðàòàì íà ïîäãîòîâêó èñõîäíûõ äàííûõ). Ïðè ýòîì âðåìÿ ðàáîòû òî÷íîãî àëãî-

ðèòìà (îïÿòü-òàêè óêàçûâàåì âðåìÿ áåç ó÷åòà ïîäãîòîâêè èñõîäíûõ äàííûõ, òî åñòü ìàòðèö

çàòðàò) ñîñòàâèëî 7 ìèí 22 ñ. Èòàê, ìû èìååì âûèãðûø âî âðåìåíè äëÿ èòåðàöèîííîé ïðîöå-

äóðû ïðèìåðíî â 3.5 ðàçà ïðè ñîâñåì íåáîëüøîì ïðîèãðûøå â ðåçóëüòàòå.

Ïðè ýòîì, êàê ìîæíî âèäåòü èç (4.39), ìû ìîãëè âîîáùå íå çíàòü ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà,

íî íà êàæäîé èòåðàöèè èìåëè âåðõíþþ îöåíêó ïðîèãðûøà ïî îòíîøåíèþ ê íåìó:

(1) íà ïåðâîé èòåðàöèè ýòà âåëè÷èíà ñîñòàâèëà |V[ω0]− v| = 6.17, èëè 3.14%;

(2) íà âòîðîé è ïîñëåäóþùèõ èòåðàöèÿõ äàííàÿ îöåíêà ñîñòàâèëà |V[ω1] − v| = 6.1, èëè
3.106%.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óäîâëåòâîðèòåëüíîé îöåíêå ïðîèãðûøà íà n-é èòåðàöèè (n > 1) ìû
ìîæåì óæå íå äåëàòü n+ 1-þ èòåðàöèþ.
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A.A. Chentsov, A.G. Chentsov

The iterations method in generalized ourier problem with singularity in the de�nition of ost

funtions

Keywords: route, iteration method, preeding onditions.

Mathematial Subjet Classi�ations: 28A33

The problem of sequential megalopolis iruit with onstraints in the form of preeding onditions and

(interior) works realized in the megalopolises is onsidered. The singularity is a dependene of osts of exterior

permutations and interior works on the task list. The iteration method with elements of deompositions of

the joint solution de�ned as a pair ¾route�trae¿ is onstruted.
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