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ÎÄÍÎ�Î ÈÇ ÊÎÍÖÎÂ ÑÒÅ�ÆÍß ÏÎ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÌ

×ÀÑÒÎÒÀÌ Å�Î ÊÎËÅÁÀÍÈÉ

�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ áàëêè ïî ïÿòè ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì

åå êîëåáàíèé. Íà îñíîâå óñëîâèé Ïëþêêåðà, âîçíèêàþùèõ ïðè âîññòàíîâëåíèè ìàòðèöû ïî åå ìèíî-

ðàì ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà, ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî êîððåêòíîñòè çàäà÷è è äîêàçàíà êîððåêòíîñòü åå ïî

À.Í. Òèõîíîâó. Íàéäåíî ÿâíîå ðåøåíèå çàäà÷è èäåíòè�èêàöèè ìàòðèöû êðàåâûõ óñëîâèé, âûïèñàí-

íîå â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Ïðèâåäåíû

ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, îáðàòíàÿ çàäà÷à, ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû, áàëêà, ñîñðåäîòî÷åííûé

èíåðöèîííûé ýëåìåíò.

Ââåäåíèå

�àññìîòðèì ñòåðæåíü, çàêðåïëåíèå êîòîðîãî íà ïðàâîì êîíöå íåèçâåñòíî è íåäîñòóïíî äëÿ

âèçóàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ. Åñëè óäàðèòü ïî äîñòóïíîìó äëÿ óäàðà ó÷àñòêó ñòåðæíÿ, òî ýòî âû-

çîâåò èçãèáíûå êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ. Ñïðàøèâàåòñÿ: ìîæíî ëè ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì ýòèõ

êîëåáàíèé îïðåäåëèòü, êàê ñòåðæåíü çàêðåïëåí? Ýòà çàäà÷à ñâÿçàíà ñ íåêîððåêòíûìè çàäà-

÷àìè [1�7℄, ñ çàäà÷àìè îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ðàçëè÷íûõ áàëîê [9�12℄, à òàêæå ñîîò-

âåòñòâóþùèìè îáðàòíûìè çàäà÷àìè � çàäà÷àìè èäåíòè�èêàöèè äå�åêòîâ ñòåðæíåé è äðóãèõ

ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì èõ êîëåáàíèé [13�26℄.

Â ðàáîòàõ [20�26℄ áûëî ïðåäëîæåíî èäåíòè�èöèðîâàòü êðàåâûå óñëîâèÿ, â êîòîðûõ âñå êî-

ý��èöèåíòû êðàåâûõ óñëîâèé ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè (ðàíåå â òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ èäåíòè-

�èöèðîâàëàñü òîëüêî ÷àñòü êîý��èöèåíòîâ, îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû êðàåâûõ óñëîâèé ñ÷èòà-

ëèñü èçâåñòíûìè). Îêàçàëàñü, ÷òî ýòà ïðîáëåìà âîññòàíîâëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé ìîæåò áûòü

ñâåäåíà ê çàäà÷å èäåíòè�èêàöèè ìèíîðîâ ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû êðàåâûõ óñëîâèé.

Ýòà çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé ïî Àäàìàðó, òàê êàê ëþáûå ÷èñëà íå ìîãóò áûòü ìèíîðàìè

ìàòðèöû (äëÿ òîãî ÷òîáû íåêîòîðûå ÷èñëà áûëè ìèíîðàìè ìàòðèöû, òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå

òàê íàçûâàåìûõ óñëîâèé Ïëþêêåðà).

Çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ ñòåðæíÿ óæå ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ [20�

22℄. Â îòëè÷èå îò ðàáîòû [20℄ êðàåâûå óñëîâèÿ èäåíòè�èöèðóþòñÿ íå ïî âñåìó áåñêîíå÷íîìó

íàáîðó ÷àñòîò, à ëèøü ïî ïÿòè ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì. Â îòëè÷èå îò [21, 22℄ â íàñòîÿùåé ñòà-

òüå èäåíòè�èöèðóþòñÿ áîëåå îáùèå êðàåâûå óñëîâèÿ (â [21℄ èäåíòè�èöèðîâàëñÿ òîëüêî âèä

çàêðåïëåíèÿ, à â [22℄ � òîëüêî ñîñðåäîòî÷åííàÿ ìàññà íà êîíöå, à çäåñü èäåíòè�èöèðóåòñÿ è

òî è äðóãîå). Ê òîìó æå íîâûì ÿâëÿåòñÿ è ñàì ïîäõîä ê çàäà÷å èäåíòè�èêàöèè êðàåâûõ óñëî-

âèé. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ðàáîò îí îïèðàåòñÿ íà ìåòîä ïîäáîðà ðåøåíèÿ êîððåêòíûõ ïî

Òèõîíîâó çàäà÷ è ïðåäîñòàâëÿåò íå òîëüêî àëãîðèòì, íî è äàåò ÿâíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

� 1. Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è

Ïåðåä èçëîæåíèåì îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàïîìíèì ïîñòàíîâêó êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñâîáîä-

íûõ èçãèáíûõ êîëåáàíèé îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ, íà ëåâîì êîíöå êîòîðîãî ðåàëèçóåòñÿ çàäåëêà.
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Óðàâíåíèå ñâîáîäíûõ èçãèáíûõ êîëåáàíèé îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ ñ ïîñòîÿííîé æåñòêîñòüþ

íà èçãèá èìååò âèä [10, 
. 152℄:

EI
∂4U(x, t)

∂x4
+ ρF

∂2U(x, t)

∂t2
= 0,

ãäå U(x, t) � ïðîãèá òåêóùåé òî÷êè îñè ñòåðæíÿ, EI � èçãèáíàÿ æåñòêîñòü ñòåðæíÿ, ρ �

ïëîòíîñòü ñòåðæíÿ, F � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ.

Åñëè ëåâûé êîíåö çàäåëàí, òî êðàåâûå óñëîâèÿ íà ëåâîì êîíöå: U = 0, ∂U
∂x

= 0 (ïðè x = 0).
Îñíîâíûå òèïû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïðàâîì êîíöå (ïðè x = 1) çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì

âèäå [10, 
. 153℄:

(1) çàäåëêà U = 0,
∂U

∂x
= 0; (3) ñâîáîäíûé êîíåö

∂3U

∂x3
= 0,

∂2U

∂x2
= 0;

(2) ñâîáîäíîå îïèðàíèå U = 0,
∂2U

∂x2
= 0; (4) ïëàâàþùàÿ çàäåëêà

∂3U

∂x3
= 0,

∂U

∂x
= 0;

(5)�(9) ðàçëè÷íûå âèäû óïðóãîãî çàêðåïëåíèÿ:

(5) EI
∂3U

∂x3
+ c1 U = 0,

∂U

∂x
= 0; (7) EI

∂3U

∂x3
+ c1 U = 0,

∂2U

∂x2
= 0;

(6) U = 0, EI
∂2U

∂x2
+ c2

∂U

∂x
= 0; (8)

∂3U

∂x3
= 0, EI

∂2U

∂x2
+ c2

∂U

∂x
= 0;

(9) EI
∂3U

∂x3
+ c1 U = 0, EI

∂2U

∂x2
+ c2

∂U

∂x
= 0;

(10) ñîñðåäîòî÷åííàÿ ìàññà íà êîíöå EI
∂3U

∂x3
= −m

∂2U

∂t2
, EI

∂2U

∂x2
= 0.

Çàìåòèì, ÷òî ñîñðåäîòî÷åííûé èíåðöèîííûé ýëåìåíò íà êîíöå íàìè íå ðàññìàòðèâàåòñÿ ââèäó

òîãî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèè fij(λ) èç ðàçëîæåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ ∆(λ)
(ñì. íèæå) îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, ÷òî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò çàäà÷ó è òðåáóåò

äðóãèõ ïîäõîäîâ.

Â îáùåì âèäå ðàññìàòðèâàåìûå êðàåâûå óñëîâèÿ (1)�(10) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

a11
∂3U

∂x3
+ a14 U + a15

∂2U

∂t2
= 0,

a22
∂2U

∂x2
+ a23

∂U

∂x
= 0

(x = 1). (1.1)

Ïðè t = 0 äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

U(x, 0) = f(x),
∂U

∂t
(x, 0) = g(x).

Îáîçíà÷èì ρF ω2 / (EI) ÷åðåç λ4. Òîãäà ïîñòàâëåííàÿ âûøå çàäà÷à î ñâîáîäíûõ èçãèáíûõ

êîëåáàíèÿõ ñòåðæíÿ çàìåíîé u(x, t) = y(x) cos(ω t) ñâîäèòñÿ (ñì., íàïðèìåð, [9℄) ê ñëåäóþùåé

ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å:

y(4) = λ4 y, U1(y) = y(0) = 0, U2(y) = y′(0) = 0, U3(y) = 0, U4(y) = 0, (1.2)

ãäå

U3(y) = a11 y
′′′(1) +

(
a14 − a15 λ

4
)
y(1) = 0,

U4(y) = a22 y
′′(1) + a23 y

′(1) = 0
(a11, a14, a15, a22, a23 ∈ R) (1.3)

� ëèíåéíûå �îðìû, õàðàêòåðèçóþùèå çàêðåïëåíèå â òî÷êå x = 1 [10℄.
Ïîñòàâèì ê ýòîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å îáðàòíóþ çàäà÷ó: ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì èçãèáíûõ

êîëåáàíèé ñòåðæíÿ íàéòè íåèçâåñòíûå êðàåâûå óñëîâèÿ U3(y) = 0, U4(y) = 0.
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×òî æå îçíà÷àåò íàéòè êðàåâûå óñëîâèÿ? Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî íàéòè âñå êîý��èöèåíòû a11, a14, a15, a22, a23. Îäíàêî â íàøåì ñëó÷àå ýòî

íå òàê. Äåëî â òîì, ÷òî â êðàåâûõ óñëîâèÿõ (1.3) íåèçâåñòíû âñå êîý��èöèåíòû è ïîýòîìó îäíî

è òî æå êðàåâîå óñëîâèå ìîæåò èìåòü ñîâåðøåííî ðàçíûå êîý��èöèåíòû. Íàïðèìåð, óñëîâèÿ

y′′′(1) = 0 è 5 y′′′(1) = 0 èìåþò ñîâåðøåííî ðàçíûå êîý��èöèåíòû a11. Â ïåðâîì ñëó÷àå ýòî

1, à âî âòîðîì ýòî 5. Îäíàêî ýòè êîý��èöèåíòû ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó è òîìó æå êðàåâîìó

óñëîâèþ. Ïîýòîìó íóæíî èñêàòü íå ñàìè êîý��èöèåíòû, à ìàòðèöó A = ||aij || ñ òî÷íîñòüþ äî

ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê.

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç êîý��èöèåíòîâ aij �îðì U3(y) è U4(y), ÷åðåç A:

A =

∥∥∥∥
a11 0 0 a14 −a15
0 a22 a23 0 0

∥∥∥∥ . (1.4)

×åðåç Mij îáîçíà÷èì ìèíîðû âòîðîãî ïîðÿäêà ýòîé ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå èç åå i-ãî è j-ãî
ñòîëáöîâ:

M12 = a11 a22, M13 = a11 a23, M14 = 0, M15 = 0,

M23 = 0, M24 = −a14 a22, M25 = a15 a22,

M34 = −a14 a23, M35 = a15 a23, M45 = 0.

(1.5)

Â òåðìèíàõ ìàòðèöû A îòûñêàíèå �îðì U3(y), U4(y) ðàâíîñèëüíî íàõîæäåíèþ ìàòðèöû A
ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé åå ñòðîê.

Ïîýòîìó ïîñòàâëåííàÿ âûøå îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé ìîæåò áûòü

ñ�îðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: êîý��èöèåíòû aij �îðì U3(y) è U4(y) çàäà÷è (1.2) íåèç-
âåñòíû; ðàíã ìàòðèöû (1.4) ðàâåí äâóì; èçâåñòíû îòëè÷íûå îò íóëÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λk

çàäà÷è (1.2); òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ìàòðèöó (1.4) ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

ñòðîê.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ïåðå�îðìóëèðîâàíà â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

îïðåäåëèòåëÿ.

Ôóíêöèè

y1(x, λ) =
(
cos λx+ chλx

)
/2, y2(x, λ) =

(
sinλx+ shλx

)
/(2λ),

y3(x, λ) =
(
− cosλx+ chλx

)
/(2λ2), y4(x, λ) =

(
− sinλx+ shλx

)
/(2λ3)

(1.6)

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

y(4)(x, λ) = λ4 y(x, λ), (1.7)

óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì

y
(r−1)
j (0, λ) =

{
0 ïðè j 6= r,
1 ïðè j = r,

j, r = 1, 2, 3, 4 (1.8)

(äðóãèìè ñëîâàìè, ðåøåíèÿ yj(x, λ) (j = 1, 2, 3, 4) îáðàçóþò �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó Êîøè

è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç �óíêöèè Êðûëîâà [10℄).

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.7) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

y(x) = y(x, λ) = C1 y1(x, λ) + C2 y2(x, λ) +C3 y3(x, λ) + C4 y4(x, λ).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò C1, C2, C3, C4 èñïîëüçóþò êðàåâûå óñëîâèÿ èç (1.2):

Ui(y) = Ui(C1 y1 + C2 y2 +C3 y3 + C4 y4) =

= C1 Ui(y1) + C2 Ui(y2) + C3 Ui(y3) + C4 Ui(y4) = 0, i = 1, 2, 3, 4.
(1.9)
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Óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (1.2) ïîëó÷àþò èç óñëîâèÿ ñóùåñòâî-

âàíèÿ íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ Ci èç ñèñòåìû (1.9). Íåíóëåâîå ðåøåíèå äëÿ Ci ñóùåñòâóåò òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâåí íóëþ îïðåäåëèòåëü

∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

U1(y1) U1(y2) U1(y3) U1(y4)
U2(y1) U2(y2) U2(y3) U2(y4)
U3(y1) U3(y2) U3(y3) U3(y4)
U4(y1) U4(y2) U4(y3) U4(y4)

∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.10)

ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû. Ýòîò îïðåäåëèòåëü íàçûâàþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèì îïðåäåëèòåëåì

ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1.2). Åãî íóëè ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè çàäà÷è (1.2) [27℄.

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (1.8), èç (1.10) ïîëó÷àåì

∆(λ) ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
0 1 0 0

U3(y1) U3(y2) U3(y3) U3(y4)
U4(y1) U4(y2) U4(y3) U4(y4)

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
U3(y3) U3(y4)
U4(y3) U4(y4)

∣∣∣∣ . (1.11)

Îòñþäà è èç (1.3) èìååì

∆(λ) ≡

∣∣∣∣
a11 y

′′′

3 (1) +
(
a14 − a15 λ

4
)
y3(1) a11 y

′′′

4 (1) +
(
a14 − a15 λ

4
)
y4(1)

a22 y
′′

3(1) + a23 y
′

3(1) a22 y
′′

4(1) + a23 y
′

4(1)

∣∣∣∣ . (1.12)

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëàïëàñà äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé, ïîëó÷àåì

∆(λ) ≡ M12 f12(λ) +M13 f13(λ) +M24 f24(λ)+

+M25 f25(λ) +M34 f34(λ) +M35 f35(λ),
(1.13)

ãäå

f12(λ) = −
1

2
(1 + cos λ chλ) ,

f13(λ) = −
1

2λ
(sinλ ch λ+ cos λ shλ) ,

f24(λ) =
1

2λ3
(cos λ shλ− sinλ chλ) , f25(λ) = λ4 f24(λ),

f34(λ) =
1

2λ4
(cos λ ch λ− 1) , f35(λ) = λ4 f34(λ),

(1.14)

ãäå ìèíîðû îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (1.5).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó èäåíòè�èêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì â òåðìè-

íàõ �óíêöèè (1.13) ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: êîý��èöèåíòû aij ìàòðèöû
A íåèçâåñòíû; ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí äâóì; èçâåñòíû íåíóëåâûå êîðíè λk õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîãî îïðåäåëèòåëÿ (1.13). Òðåáóåòñÿ èäåíòè�èöèðîâàòü ìàòðèöó A ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê.

� 2. Êîððåêòíîñòü ïî À.Í. Òèõîíîâó ïîñòàâëåííîé çàäà÷è

Ïðåæäå ÷åì íàéòè ìàòðèöó A, íóæíî íàéòè ñíà÷àëà åå ìèíîðû, à çíà÷èò è ÷èñëà

M12, M13, M24, M25, M34, M35, (2.1)

âõîäÿùèå â ðàçëîæåíèå (1.13). Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à îòûñêàíèÿ øåñòè íåèçâåñòíûõ (2.1) ÿâëÿ-

åòñÿ êîððåêòíîé ïî À.Í. Òèõîíîâó.

Ïóñòü λk, k = 1, 2, . . . , 5, ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè êðàåâîé çàäà÷è (1.2), (1.3).

Òîãäà λk, k = 1, 2, . . . , 5, � êîðíè óðàâíåíèÿ (1.13) [27℄. Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ â óðàâíåíèå

(1.13), ïîëó÷èì ñèñòåìó ïÿòè óðàâíåíèé äëÿ îòûñêàíèÿ øåñòè íåèçâåñòíûõ (2.1) ìàòðèöû A:

M12 f
k
12 +M13 f

k
13 +M24 f

k
24 +M25 f

k
25+

+M34 f
k
34 +M35 f

k
35 = 0, k = 1, 2, . . . , 5,

(2.2)
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ãäå ÷åðåç fk
ij îáîçíà÷åíû çíà÷åíèÿ �óíêöèé fij(λ) â òî÷êå λ = λk (k = 1, 2, . . . , 5).

Îäíàêî ñèñòåìà (2.2) (òî åñòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à ïîèñêà øåñòè íåèçâåñòíûõ (2.1))

èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Ïîýòîìó òðåáóåòñÿ êàê-òî �àêòîðèçîâàòü ìíîæåñòâî

ðåøåíèé, òî åñòü ââåñòè ìíîæåñòâî êîððåêòíîñòè M .

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (2.2) ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè ãèïåðïëîñêîñòåé â 6-ìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå R
6
. Åñëè ìàòðèöà

F =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

f1
12 f1

13 f1
24 f1

25 f1
34 f1

35

f2
12 f2

13 f2
24 f2

25 f2
34 f2

35
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

f5
12 f5

13 f5
24 f5

25 f5
34 f5

35

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
(2.3)

ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.2) èìååò ðàíã 5, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.2) îïðåäåëÿåò ïðÿìóþ â 6-

ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Èçâåñòíî, ÷òî íàïðàâëÿþùèé âåê-

òîð äàííîé ïðÿìîé ìîæíî íàéòè ïî �îðìóëå

a = (F12,−F13, F24,−F25, F34,−F35),

ãäå Fij � ìèíîð ìàòðèöû F , ïîëó÷àåìûé âû÷åðêèâàíèåì ñòîëáöà ñ ýëåìåíòàìè fk
ij (k =

1, 2, . . . , 5). Ïîýòîìó ýòó ïðÿìóþ ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíè-

åì:

M12 = F12 t, M13 = −F13 t, M24 = F24 t,

M25 = −F25 t, M34 = F34 t, M35 = −F35 t, t ∈ R.
(2.4)

Äëÿ ïîäõîäà À.Í. Òèõîíîâà ê âîïðîñó êîððåêòíîñòè õàðàêòåðíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêî-

òîðîå ìíîæåñòâî M ⊂ V , ñóùåñòâåííî áîëåå óçêîå, ÷åì âñå ïðîñòðàíñòâî V . Ïóñòü îáðàç ìíî-
æåñòâà M ïðè îòîáðàæåíèè ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà R â ïðîñòðàíñòâå Z åñòü ìíîæåñòâî Λ, òî
åñòü Λ = RM .

Îïðåäåëåíèå 1. Çàäà÷à Rv = z íàçûâàåòñÿ êîððåêòíîé ïî À.Í. Òèõîíîâó (óñëîâíî êîð-

ðåêòíîé), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ [2�4℄:

(1) àïðèîðè èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò è ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ìíîæå-

ñòâó M ïðîñòðàíñòâà V ;

(2) ðåøåíèå åäèíñòâåííî íà ìíîæåñòâå M ;

(3) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ z, z̃ ∈ Λ = RM è òàêèõ, ÷òî

‖z − z̃‖Z < δ, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ‖v − ṽ‖V < ε.

Â íàøåì ñëó÷àå ïîä îïåðàòîðîì R ìîæíî ïîíèìàòü îòîáðàæåíèå, çàäàâàåìîå ñèñòåìîé

óðàâíåíèé (2.2) è ïåðåâîäÿùåå íàáîð øåñòè çíà÷åíèé (2.1) â ïÿòü çíà÷åíèé λk (k = 1, 2, . . . , 5).

×òîáû âûäåëèòü ìíîæåñòâî êîððåêòíîñòè, ââåäåì íîðìó

‖ · ‖ = max(|M12|, |M13|, |M24|, |M25|, |M34|, |M35|). (2.5)

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì êîððåêòíîñòèM òàêîé íàáîð ìèíîðîâ v =
(|M12|, |M13|, |M24|, |M25|, |M34|, |M35|), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû òðè óñëîâèÿ:

(1) óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè v åäèíè÷íîé ñ�åðå:

‖v‖ = max(|M12|, |M13|, |M24|, |M25|, |M34|, |M35|) = 1; (2.6)

(2) îäèí èç ìèíîðîâ (2.1) ðàâåí 1 (à íå −1).

Óñëîâèå (1) îáåñïå÷èâàåò ìàòåìàòè÷åñêîå ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ðåøåíèé (äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

ïðÿìîé (2.4) è ñ�åðû (2.6)). Óñëîâèå (2) äàåò âûáîð îäíîãî èç ýòèõ äâóõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ðåøåíèé (îäíîé èç äâóõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ).

Èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.
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Ïóñòü V � ýòî ïðîñòðàíñòâî R
6
ýëåìåíòîâ v = (v1, v2, . . . , v6) ñ íîðìîé

‖v‖ = max(|v1|, |v2|, . . . , |v6|);

Z � ýòî ïðîñòðàíñòâî R
5
ýëåìåíòîâ z = (z1, z2, . . . , z5) ñ íîðìîé ‖z‖ = max(|z1|, |z2|, . . . , |z5|),

îáðàç ìíîæåñòâàM ïðè îòîáðàæåíèè ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà R â ïðîñòðàíñòâå Z åñòü ìíîæåñòâî

Λ, òî åñòü Λ = RM .

Òîãäà çàäà÷à Rv = z áóäåò êîððåêòíîé ïî À.Í. Òèõîíîâó, òàê êàê âñå òðè óñëîâèÿ îïðå-

äåëåíèÿ êîððåêòíîñòè ïî ïî À.Í. Òèõîíîâó âûïîëíåíû. Äåéñòâèòåëüíî, àïðèîðè èçâåñòíî,

÷òî ðåøåíèå çàäà÷è èäåíòè�èêàöèè íàáîðà øåñòè çíà÷åíèé (2.1) ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì

ñóùåñòâóåò (òàê êàê èìåííî ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (2.2) îïèñûâàþòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ðå-

àëüíîé èäåíòè�èöèðóåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû). Äàëåå, êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà M è åäèí-

ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ íà íåì ïîêàçàíû âûøå. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûå äâà óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ

âûïîëíåíû. Òðåòüå óñëîâèå âûòåêàåò èç àíàëèòè÷íîñòè fij(λ) ïî ïàðàìåòðó λ.
Èçâåñòíî, ÷òî ìàòðèöû A äîëæíû áûòü ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé òàê íàçûâàåìûìè óñëîâèÿìè

Ïëþêêåðà [28℄.

� 3. Óñëîâèÿ Ïëþêêåðà

Óñëîâèÿ Ïëþêêåðà âîçíèêàþò ïðè îòûñêàíèè ðàíãîâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ïî ñâîåìó íà-

ïðàâëÿþùåìó áèâåêòîðó (ñì. [28℄). Èõ ìîæíî òàêæå èíòåðïðåòèðîâàòü â òåðìèíàõ ïðîåêòèâ-

íîé ãåîìåòðèè êàê óñëîâèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè îòûñêàíèè ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé ïî êîîðäèíàòàì

Ïëþêêåðà (ñì. [29, 30℄), à òàêæå â òåðìèíàõ ãðàññìàíîâîé àëãåáðû � êàê ïëþêêåðîâû óñëî-

âèÿ ïðîñòîòû ãðàññìàíîâîãî àãðåãàòà [31℄. Îäíàêî íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ïðàâèëüíûì íå

ïðèáåãàòü ê äîïîëíèòåëüíîé òåðìèíîëîãèè. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ äðóãîé ïîäõîä ê

óñëîâèÿì Ïëþêêåðà êàê ê óñëîâèÿì, âîçíèêàþùèì ïðè âîññòàíîâëåíèè (ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåé-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê) ìàòðèöû ïî åå ìèíîðàì ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì íîâûì

ÿâëÿåòñÿ çàïèñü èñêîìîé ìàòðèöû íåïîñðåäñòâåííî ñ ïîìîùüþ ìèíîðîâ, à íå ÷åðåç ñèñòåìó

óðàâíåíèé, êàê ýòî äåëàåòñÿ îáû÷íî. Òàêîé ïîäõîä äåëàåò óñëîâèå Ïëþêêåðà áîëåå íàãëÿäíûì

è ïîçâîëÿåò ïðåäúÿâèòü ÿâíîå ðåøåíèå çàäà÷è îòûñêàíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü rankA = 2. ×òîáû ìàòðèöó

Ã =

∥∥∥∥
ã11 0 0 ã14 −ã15
0 ã22 ã23 0 0

∥∥∥∥

ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü èç ìàòðèöû (1.4) ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê, íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàáîðû ìèíîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ýòèõ ìàòðèö ñîâïàäàëè ñ

òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ, íå çàâèñÿùåãî îò èíäåêñîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 1. (Íåîáõîäèìîñòü.) Èòàê, ïóñòü ìàòðèöó Ã ìîæíî

ïîëó÷èòü èç ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê, òî åñòü ñóùåñòâóåò íåâû-

ðîæäåííàÿ ìàòðèöà S ðàçìåðà 2 × 2 òàêàÿ, ÷òî Ã = S · A, ãäå detS = k 6= 0. Òîãäà äëÿ âñåõ

ïîäìàòðèö Ãi1i2 è Ai1i2 ðàçìåðà 2× 2 ìàòðèö Ã è A âåðíî: Ãi1i2 = S ·Ai1i2 , ãäå 1 6 i1 < i2 6 6.

À çíà÷èò, M̃i1i2 = det Ãi1i2 = det (S ·Ai1i2) = detS · detAi1i2 = k · Mi1i2 , ÷òî è òðåáîâàëîñü

äîêàçàòü.

(Äîñòàòî÷íîñòü.) Ïóñòü (a1,a2) � íàáîð ñòðîê ìàòðèöû A, à (ã1, ã2) � íàáîð ñòðîê ìàòðèöû

Ã. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ìàòðèöó Ã ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü èç ìàòðèöû A ñ

ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Span (a1,a2) =
Span (ã1, ã2) . Íàéäåì óñëîâèå, ïðè êîòîðîì âåêòîð-ñòðîêà x = (x1, x2, x3, x4, x5, x6) ëåæèò â

Span (a1,a2). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìàòðèöó ðàçìåðà 3× 6:

A1 =

∥∥∥∥∥∥

a11 0 0 a14 −a15
0 a22 a23 0 0
x1 x2 x3 x4 x5

∥∥∥∥∥∥
. (3.1)
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�àíã ýòîé ìàòðèöû ðàâåí 2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî M12 6= 0. Òîãäà
âñå îêàéìëÿþùèå M12 ìèíîðû 3-ãî ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ:

−M13 x2 +M12 x3 = 0, M24 x1 +M12 x4 = 0, M25 x1 +M12 x5 = 0. (3.2)

Îòñþäà ïîëó÷èì äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ:

x1 = (1, 0, 0,−M24/M12,−M25/M12) è x2 = (0,M12,M13,M14, 0, 0) ,

ïî êîòîðûì ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó A:

A =

∥∥∥∥
1 0 0 −M24/M12 −M25/M12

0 M12 M13 0 0

∥∥∥∥ .

Ïðîäåëàåì òî æå ñàìîå ñ ìàòðèöåé Ã. Òàê êàê íàáîðû ìèíîðîâ ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿä-

êà ýòèõ ìàòðèö ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ, íå çàâèñÿùåãî îò èíäåê-

ñîâ, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ýêâèâàëåíòíû, à çíà÷èò,

Span (a1,a2) = Span (ã1, ã2).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöó Ã ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ ñòðîê, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Çàìåòèì, ÷òî, ðåøàÿ ñèñòåìó (3.2), ìîæíî âîññòàíîâèòü ìàòðèöó A ïî åå ìèíîðàì âòîðîãî

ïîðÿäêà ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê.

Íèæå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû íàáîð ÷èñåë

M12, M13, M24, M25, M34, M35 (3.3)

ÿâëÿëñÿ íàáîðîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ìèíîðîâ ìàòðèöû (1.4) ðàíãà 2, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

M12 M34 −M24 M13 = 0, (3.4)

M12 M35 −M25 M13 = 0, (3.5)

M25 M34 −M24 M35 = 0. (3.6)

Óñëîâèÿ (3.4), (3.5), (3.6) íàçûâàþò óñëîâèÿìè Ïëþêêåðà. Â ñïèñêå ìèíîðîâ (3.3) ìàòðèöû

(1.4) ìèíîðû M14, M15, M23, M45 íå óïîìÿíóòû, òàê êàê ðàâíû íóëþ, òî åñòü çàðàíåå çàäàíû.

Òåîðåìà 2 (óñëîâèÿ Ïëþêêåðà). (1) Ïóñòü M12 6= 0 èëè M13 6= 0. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàáîð

÷èñåë (3.3) ÿâëÿëñÿ íàáîðîì ìèíîðîâ ìàòðèöû (1.4) ðàíãà 2, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (3.4), (3.5).

(2) Ïóñòü M24 6= 0 èëè M34 6= 0. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàáîð ÷èñåë (3.3) ÿâëÿëñÿ íàáîðîì

ìèíîðîâ ìàòðèöû (1.4) ðàíãà 2 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (3.4),
(3.6).

(3) Ïóñòü M25 6= 0 èëè M35 6= 0. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàáîð ÷èñåë (3.3) ÿâëÿëñÿ íàáîðîì

ìèíîðîâ ìàòðèöû (1.4) ðàíãà 2, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (3.5),
(3.6).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 2. (1) Ïóñòü M12 6= 0. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè M12 6= 0, òî

A =

∥∥∥∥
M12 0 0 −M24 −M25

0 1 M13/M12 0 0

∥∥∥∥ . (3.7)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â çàïèñè ìàòðèöû A íå èñïîëüçóþòñÿ ìèíîðû M34 èM35. Èõ ìîæíî

âû÷èñëèòü:

M34 =

∣∣∣∣
0 −M24

M13

M12
0

∣∣∣∣ =
M24 M13

M12
; M35 =

∣∣∣∣
0 −M25

M13

M12
0

∣∣∣∣ =
M25 M13

M12
.
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Êàê âèäèì, åñëè

M12 M34 6= M24M13 èëè M12 M35 6= M25 M13,

òî âîññòàíîâèòü ìàòðèöó ïî äàííûì ¾ìèíîðàì¿ íåâîçìîæíî, òàê êàê òàêîâîé íå ñóùåñòâóåò.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè M12 6= 0 è ÷èñëà (3.3) ÿâëÿþòñÿ íàáîðîì ìèíîðîâ ìàòðèöû (1.4)

ðàíãà 2, òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ïëþêêåðà (3.4), (3.5). Âåðíî è îáðàòíîå, åñëè M12 6= 0 è

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ïëþêêåðà (3.4), (3.5), òî ÷èñëà (3.3) ÿâëÿþòñÿ íàáîðîì ìèíîðîâ ìàòðèöû

(1.4) ðàíãà 2.

Ïóñòü M13 6= 0. Òîãäà

A =

∥∥∥∥
M13 0 0 −M34 −M35

0 M12/M13 1 0 0

∥∥∥∥ . (3.8)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â çàïèñè ìàòðèöû A íå èñïîëüçóþòñÿ ìèíîðû M24 èM25. Èõ ìîæíî

âû÷èñëèòü:

M24 =

∣∣∣∣
0 −M34

M12

M13
0

∣∣∣∣ =
M34 M12

M13
; M25 =

∣∣∣∣
0 −M35

M12

M13
0

∣∣∣∣ =
M35 M12

M13
.

Êàê âèäèì, åñëè

M12 M34 6= M24 M13 èëè M12 M35 6= M25 M13,

òî âîññòàíîâèòü ìàòðèöó ïî äàííûì ¾ìèíîðàì¿ íåâîçìîæíî, òàê êàê òàêîâîé íå ñóùåñòâóåò.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè M13 6= 0 è ÷èñëà (3.3) ÿâëÿþòñÿ íàáîðîì ìèíîðîâ ìàòðèöû (1.4)

ðàíãà 2, òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ïëþêêåðà (3.4), (3.5). Âåðíî è îáðàòíîå, åñëè M13 6= 0 è

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ïëþêêåðà (3.4), (3.5), òî ÷èñëà (3.3) ÿâëÿþòñÿ íàáîðîì ìèíîðîâ ìàòðèöû

(1.4) ðàíãà 2.

(2) Ïóñòü M24 6= 0. Òîãäà

A =

∥∥∥∥
M12 0 0 −M24 −M25

0 1 M34/M24 0 0

∥∥∥∥ . (3.9)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â çàïèñè ìàòðèöû A íå èñïîëüçóþòñÿ ìèíîðû M13 èM35. Èõ ìîæíî

âû÷èñëèòü:

M13 =

∣∣∣∣
M12 0

0 M34

M24

∣∣∣∣ =
M34 M12

M24
; M35 =

∣∣∣∣
0 −M25

M34

M24
0

∣∣∣∣ =
M34 M25

M24
.

Êàê âèäèì, åñëè

M12 M34 6= M24 M13 èëè M12 M35 6= M25 M13,

òî âîññòàíîâèòü ìàòðèöó ïî äàííûì ¾ìèíîðàì¿ íåâîçìîæíî, òàê êàê òàêîâîé íå ñóùåñòâóåò.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè M24 6= 0 è ÷èñëà (3.3) ÿâëÿþòñÿ íàáîðîì ìèíîðîâ ìàòðèöû (1.4)

ðàíãà 2, òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ïëþêêåðà (3.4), (3.6). Âåðíî è îáðàòíîå, åñëè M24 6= 0 è

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ïëþêêåðà (3.4), (3.6), òî ÷èñëà (3.3) ÿâëÿþòñÿ íàáîðîì ìèíîðîâ ìàòðèöû

(1.4) ðàíãà 2.

Ïóñòü M25 6= 0. Òîãäà

A =

∥∥∥∥
M12 0 0 −M24 −M25

0 1 M35/M25 0 0

∥∥∥∥ . (3.10)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â çàïèñè ìàòðèöû A íå èñïîëüçóþòñÿ ìèíîðû M13 èM34. Èõ ìîæíî

âû÷èñëèòü:

M13 =

∣∣∣∣
M12 0

0 M35

M25

∣∣∣∣ =
M35 M12

M25
; M34 =

∣∣∣∣
0 −M24

M35

M25
0

∣∣∣∣ =
M35 M24

M25
.



122 À.Ì. Àõòÿìîâ, À.Â. Ìó�òàõîâ, À.À. Àõòÿìîâà

ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2013. Âûï. 3

Êàê âèäèì, åñëè

M12 M35 6= M25 M13 èëè M25 M34 6= M24 M35,

òî âîññòàíîâèòü ìàòðèöó ïî äàííûì ¾ìèíîðàì¿ íåâîçìîæíî, òàê êàê òàêîâîé íå ñóùåñòâóåò.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè M25 6= 0 è ÷èñëà (3.3) ÿâëÿþòñÿ íàáîðîì ìèíîðîâ ìàòðèöû (1.4)

ðàíãà 2, òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ïëþêêåðà (3.5), (3.6). Âåðíî è îáðàòíîå, åñëè M25 6= 0 è

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ïëþêêåðà (3.5), (3.6), òî ÷èñëà (3.3) ÿâëÿþòñÿ íàáîðîì ìèíîðîâ ìàòðèöû

(1.4) ðàíãà 2.

(3) Ïóñòü M34 6= 0. Òîãäà

A =

∥∥∥∥
M13 0 0 −M34 −M35

0 M24/M34 1 0 0

∥∥∥∥ . (3.11)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â çàïèñè ìàòðèöû A íå èñïîëüçóþòñÿ ìèíîðû M12 èM25. Èõ ìîæíî

âû÷èñëèòü:

M12 =

∣∣∣∣
M13 0

0 M24

M34

∣∣∣∣ =
M24 M13

M34
; M25 =

∣∣∣∣
0 −M35

M24

M34
0

∣∣∣∣ =
M35 M24

M34
.

Êàê âèäèì, åñëè

M12 M34 6= M24 M13 èëè M25 M34 6= M24 M35,

òî âîññòàíîâèòü ìàòðèöó ïî äàííûì ¾ìèíîðàì¿ íåâîçìîæíî, òàê êàê òàêîâîé íå ñóùåñòâóåò.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè M34 6= 0 è ÷èñëà (3.3) ÿâëÿþòñÿ íàáîðîì ìèíîðîâ ìàòðèöû (1.4)

ðàíãà 2, òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ïëþêêåðà (3.4), (3.6). Âåðíî è îáðàòíîå, åñëè M34 6= 0 è

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ïëþêêåðà (3.4), (3.6), òî ÷èñëà (3.3) ÿâëÿþòñÿ íàáîðîì ìèíîðîâ ìàòðèöû

(1.4) ðàíãà 2.

Ïóñòü M35 6= 0. Òîãäà

A =

∥∥∥∥
M13 0 0 −M34 −M35

0 M25/M35 1 0 0

∥∥∥∥ . (3.12)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â çàïèñè ìàòðèöû A íå èñïîëüçóþòñÿ ìèíîðû M12 èM24. Èõ ìîæíî

âû÷èñëèòü:

M12 =

∣∣∣∣
M13 0

0 M25

M35

∣∣∣∣ =
M25 M13

M35
; M24 =

∣∣∣∣
0 −M34

M25

M35
0

∣∣∣∣ =
M34 M25

M35
.

Êàê âèäèì, åñëè

M12 M35 6= M25 M13 èëè M25 M34 6= M24 M35,

òî âîññòàíîâèòü ìàòðèöó ïî äàííûì ¾ìèíîðàì¿ íåâîçìîæíî, òàê êàê òàêîâîé íå ñóùåñòâóåò.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè M35 6= 0 è ÷èñëà (3.3) ÿâëÿþòñÿ íàáîðîì ìèíîðîâ ìàòðèöû (1.4)

ðàíãà 2, òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ïëþêêåðà (3.5), (3.6). Âåðíî è îáðàòíîå, åñëè M35 6= 0 è

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ïëþêêåðà (3.5), (3.6), òî ÷èñëà (3.3) ÿâëÿþòñÿ íàáîðîì ìèíîðîâ ìàòðèöû

(1.4) ðàíãà 2. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Óñëîâèÿ Ïëþêêåðà (3.4), (3.5), (3.6) çàâèñèìû. Íàïðèìåð, åñëè M12 6= 0, òî èç âûïîëíåíèÿ
óñëîâèé (3.4), (3.5) ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (3.6). Äåéñòâèòåëüíî, èç (3.4) ñëåäóåò M34 =
M24 M13

M12
, à èç (3.5) ñëåäóåò M35 =

M25 M13

M12
. Ïîäñòàâèâ â ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3.6), ïîëó÷èì

M25 M34 −M24 M35 = M25
M24 M13

M12
−M24

M25 M13

M12
=
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=
M25 M24 M13 −M24 M25 M13

M12
= 0.

Àíàëîãè÷íî è â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ òåîðåìû ìîæíî ïîëó÷èòü òðåòüå íåäîñòàþùåå óñëîâèå

Ïëþêêåðà.

Ïîýòîìó òåîðåìó 2 ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü êîðî÷å â âèäå ñëåäóþùåãî ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàáîð ÷èñåë (3.3) ÿâëÿëñÿ íàáîðîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ìè-

íîðîâ ìàòðèöû (1.4) ðàíãà 2, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (3.4),
(3.5), (3.6).

� 4. Ìåòîä èäåíòè�èêàöèè ìàòðèöû A

1) Ïóñòü λk, k = 1, 2, . . . , 5, ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè êðàåâîé çàäà÷è

(1.2), (1.3). Åñëè àïðèîðè èçâåñòíî, ÷òî èñêîìàÿ ìàòðèöà A ñóùåñòâóåò, âñå Fij íàéäåíû òî÷íî

è F12 6= 0, òî M12 6= 0, óñëîâèÿ Ïëþêêåðà (3.4), (3.5), (3.6) âûïîëíåíû, à ñàìà ìàòðèöà A èìååò

âèä (3.7). Åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî F12 ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ ìèíîðîì

òðåòüåãî ïîðÿäêà ìàòðèöû F , òî èç (2.4) ïîëó÷àåì, ÷òî M12 ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ

ìèíîðîì ìàòðèöû A, à ñàìà ìàòðèöà A ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê ìîæåò

áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A =

∥∥∥∥
F12 0 0 −F24 F25

0 1 −F13/F12 0 0

∥∥∥∥
èëè

A =

∥∥∥∥
1 0 0 −F24/F12 F25/F12

0 1 −F13/F12 0 0

∥∥∥∥ . (4.1)

Çàïèñü ìàòðèöû A â âèäå (4.1) óäîáíà òåì, ÷òî íàáîð ìèíîðîâ ìàòðèöû (4.1) ëåæèò â

ìíîæåñòâå êîððåêòíîñòè M (ìèíîð M12 = 1, îñòàëüíûå ìèíîðû íå áîëüøå åäèíèöû).

Âñå óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè ïî À.Í. Òèõîíîâó âûïîëíåíû, â òîì ÷èñëå è òðåòüå. Äåéñòâè-

òåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ z = (λ1, λ2, λ3, λ4, λ5),
z̃ = (λ̃1, λ̃2, λ̃3, λ̃4, λ̃5) ∈ Λ = RM è òàêèõ, ÷òî ‖z − z̃‖R5 < δ, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖(M12,M13,M24,M25,M34,M35)− (M̃12, M̃13, M̃24, M̃25, M̃34, M̃35)‖R6 < ε.

Ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç àíàëèòè÷íîñòè �óíêöèé fij(λ) è Fij(λ) ïî ïàðàìåòðó λ.
Åñëè ÷èñëà λk, k = 1, 2, . . . , 5, à çíà÷èò, è Fij äàíû ïðèáëèæåííî, òî óñëîâèÿ (3.4), (3.5),

(3.6) ìîãóò íå âûïîëíÿòüñÿ, è ïîýòîìó �îðìàëüíî ïî ìèíîðàì Fij ìàòðèöó A ïîñòðîèòü íåâîç-

ìîæíî. Îäíàêî â çàïèñè (4.1) äëÿ ìàòðèöû A íå èñïîëüçóþòñÿ ìèíîðû F34 è F35, ïîýòîìó

èõ çíà÷åíèÿ íàì �àêòè÷åñêè íå íóæíû. Åñëè F12 ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ ìèíîðîì

âòîðîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû F , òî ìàòðèöó (4.1) ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è

èäåíòè�èêàöèè ìàòðèöû A. Ïðè÷åì, êàê ñëåäóåò èç âûøåèçëîæåííîãî, íàáîð ìèíîðîâ ìàòðè-
öû (4.1) ëåæèò â ìíîæåñòâå êîððåêòíîñòè M , è ïîýòîìó ÷åì áëèæå ÷èñëà λk, k = 1, 2, . . . , 5, ê
òî÷íûì, òåì áëèæå ê òî÷íûì çíà÷åíèÿì è ýëåìåíòû ìàòðèöû A.

Àíàëîãè÷íî âûïèñûâàþòñÿ ÿâíûå ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ìàòðèöû A â ñëó÷àÿõ, åñëè íàè-

áîëüøèì ïî ìîäóëþ ìèíîðîì âòîðîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû F ÿâëÿåòñÿ íå F12, à äðóãîé ìèíîð

ìàòðèöû A.
Òàê, åñëè íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ ìèíîðîì âòîðîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû F ÿâëÿåòñÿ ìèíîð

F13, òî ÿâíûì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì áóäåò ìàòðèöà

A =

∥∥∥∥
1 0 0 F34/F13 −F35/F13

0 −F12/F13 1 0 0

∥∥∥∥ . (4.2)

Åñëè íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ ìèíîðîì âòîðîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû F ÿâëÿåòñÿ ìèíîð F24, òî

ÿâíûì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì áóäåò ìàòðèöà

A =

∥∥∥∥
F12/F24 0 0 −1 F25/F24

0 1 F34/F24 0 0

∥∥∥∥ . (4.3)
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Åñëè íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ ìèíîðîì âòîðîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû F ÿâëÿåòñÿ ìèíîð F25, òî

ÿâíûì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì áóäåò ìàòðèöà

A =

∥∥∥∥
−F12/F24 0 0 1 −F25/F24

0 1 F35/F25 0 0

∥∥∥∥ . (4.4)

Åñëè æå íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ ìèíîðîì âòîðîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû F ÿâëÿåòñÿ ìèíîð F34,

òî ÿâíûì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì áóäåò ìàòðèöà

A =

∥∥∥∥
−F13/F34 0 0 −1 F35/F34

0 F24/F34 1 0 0

∥∥∥∥ . (4.5)

Åñëè æå íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ ìèíîðîì âòîðîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû F ÿâëÿåòñÿ ìèíîð F35,

òî ÿâíûì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì áóäåò ìàòðèöà

A =

∥∥∥∥
F13/F35 0 0 F34/F35 −1

0 F25/F35 1 0 0

∥∥∥∥ . (4.6)

Òàêèì îáðàçîì, âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3. Åñëè λk, k = 1, 2, . . . , 5, ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè êðàåâîé çàäà÷è

(1.2), (1.3), rankF = 5, òî çàäà÷à îòûñêàíèÿ ìàòðèöû A ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λk, k =
1, 2, . . . , 5, ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé ïî À.Í. Òèõîíîâó, ãäå ìíîæåñòâîì êîððåêòíîñòè ðåøåíèÿ

ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ êîìïàêò M , îïðåäåëåííûé âûøå. �åøåíèå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

îäíó èç ìàòðèö (4.1)�(4.6) â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé èç ìèíîðîâ Fij ìàòðèöû F ÿâëÿåòñÿ

íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ.

Íèæå ïðèâåäåíû åùå ÷åòûðå ïðèìåðà ðåøåíèÿ çàäà÷ èäåíòè�èêàöèè çàêðåïëåíèé ðàñïðå-

äåëåííûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì.

� 5. �åøåíèå íåêîòîðûõ çàäà÷ èäåíòè�èêàöèè

Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì ÷èñëåííûé ïðèìåð âîññòàíîâëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé ñïåêòðàëüíîé

çàäà÷è (1.2). Ïóñòü λ1 = 4, 730041, λ2 = 7, 853205, λ3 = 10, 99561, λ4 = 14, 13717, λ5 = 17, 27876.
Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ â (1.14) è âû÷èñëèâ fk

ij = fij(λk), ïîëó÷èì ìàòðèöó (2.3) è åå ìèíîðû:

F =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

−1, 000 5, 882 0, 272 136, 3 0, 15 · 10−7 0, 74 · 10−5

−1, 000 −82, 00 −1, 328 −5049 −0, 6 · 10−7 −0, 2 · 10−3

−1, 032 1355, 3 11, 211 163873 0, 22 · 10−5 0, 322 · 10−1

0, 555 −24393 −122, 05 −4875270 −0, 39 · 10−4 −1, 555
−3, 7340 461846 1546, 9 137886859 0, 31 · 10−4 2, 7340

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,

F12 = −2335, 8, F13 = −318, 12, F24 = −10197, F25 = 0, 95164,

F34 = −0, 89010 · 1011, F35 = −0, 10210 · 107.

Òàê êàê íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ ìèíîðîì ÿâëÿåòñÿ F34, òî â êà÷åñòâå ÿâíîãî ðåøåíèÿ äëÿ

ìàòðèöû A âûáèðàåì (4.5):

A =

∥∥∥∥
−F13/F34 0 0 −1 F35/F34

0 F24/F34 1 0 0

∥∥∥∥ ≈

∥∥∥∥
0 0 0 −1 0
0 0 1 0 0

∥∥∥∥ .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñêîìûå êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä y(1) = 0, y′(1) = 0, òî åñòü íà

ïðàâîì êîíöå ñòåðæíÿ ðåàëèçóåòñÿ çàäåëêà.
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Ïðèìåð 2. Ïóñòü λ1 = 4, 730041, λ2 = 7, 853205, λ3 = 10, 99561, λ4 = 14, 13717, λ5 =
17, 27876. Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ â (1.14) è âû÷èñëèâ fk

ij = fij(λk), ïîëó÷èì ìàòðèöó (2.3)

è åå ìèíîðû:

F =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

7, 647 3, 348 −0, 0926 −15, 29 −0, 0523 −8, 647
−202, 9 −50, 13 0, 1790 405, 7 0, 089 201, 9
4750, 5 847, 6 −0, 9128 −9501, 1 −0, 4565 −4751, 5
−110484 −15396 7, 125 220967 3, 562 110482
2562448 292961 −70, 35 −5124897 −35, 18 −2562449

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,

F12 = 0, 4 · 108; F13 = 4454, F24 = −0, 6 · 106, F25 = −0, 2 · 108,

F34 = 0, 3 · 107, F35 = 4260.

Òàê êàê íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ ìèíîðîì ÿâëÿåòñÿ F12, òî â êà÷åñòâå ÿâíîãî ðåøåíèÿ äëÿ

ìàòðèöû A âûáèðàåì (4.1):

A =

∥∥∥∥
1 0 0 −F24/F12 F25/F12

0 1 −F13/F12 0 0

∥∥∥∥ ≈

∥∥∥∥
1 0 0 0 −0, 5
0 1 0 0 0

∥∥∥∥ .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñêîìûå êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

y′′(1) = 0, y′′′(1) − 0, 5λ4 y(1) = 0,

òî åñòü íà ïðàâîì êîíöå ñòåðæíÿ ñîñðåäîòî÷åíà ìàññà.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü λ1 = 2, 231680, λ2 = 4, 885029, λ3 = 7, 969541, λ4 = 11, 07960, λ5 =
14, 20354. Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ â (1.14) è âû÷èñëèâ fk

ij = fij(λk), ïîëó÷èì ìàòðèöó (2.3) è

åå ìèíîðû:

F =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0, 94597 −0, 20016 −0, 29445 −7, 3037 −0, 078452 −1, 9460
−6, 1818 5, 5072 0, 32825 186, 93 0, 0090994 5, 1818
82, 850 −79, 642 −1, 5833 −6386, 9 −0, 020786 −83, 850
−1360, 8 1335, 0 12, 875 194025 0, 090239, 1359, 8
24441, 23 −24168 −136, 86 −5569898 −0, 60056, −24442

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,

F12 = −0, 168 · 109, F13 = 0, 168 · 109, F24 = −0, 337 · 109, F25 = 61, 8,

F34 = −0, 329 · 109, F35 = 0, 181 · 106.

Òàê êàê íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ ìèíîðîì ÿâëÿåòñÿ F34, òî â êà÷åñòâå ÿâíîãî ðåøåíèÿ äëÿ

ìàòðèöû A âûáèðàåì (4.5):

A =

∥∥∥∥
−F13/F34 0 0 −1 F35/F34

0 F24/F34 1 0 0

∥∥∥∥ ≈

∥∥∥∥
0, 51 0 0 −1 0
0 1, 02 1 0 0

∥∥∥∥ .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñêîìûå êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

1, 02 y′′(1) + y′(1) = 0, 0, 51 y′′′(1)− y(1) = 0,

òî åñòü íà ïðàâîì êîíöå ñòåðæíÿ ðåàëèçóåòñÿ óïðóãîå çàêðåïëåíèå.
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� 6. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå èññëåäîâàíà çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè âèäà è ïàðàìåòðîâ çàêðåïëåíèÿ áàëêè ïî ïÿòè

ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì åå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé. Ïîêàçàíà åå êîððåêòíîñòü ïî Òèõîíîâó. Ïðåäú-

ÿâëåíî ÿâíîå ðåøåíèå â òåðìèíàõ ìàòðèöû (2.3). �åøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç ìàòðèö

(4.1)�(4.6) â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé èç ìèíîðîâ Fij ìàòðèöû (2.3) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì

ïî ìîäóëþ.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðåçèäåíòà �Ô, �ÔÔÈ, ÀÍ �åñïóáëè-

êè Áàøêîðòîñòàí, Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �åñïóáëèêè Êàçàõñòàí (ïðîåêòû ÍØ

6406.2012.1, 11�01�00293-à, 11�01�97002-ð_ïîâîëæüå_à, 2989 /�Ô3 ÌÎÍ �Í, Äîãîâîð � 527

îò 15 àïðåëÿ 2013 ã).
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A.M. Akhtyamov, A.V. Muftakhov, A.A. Akhtyamova

On the determination of loading and �xing for one end of a rod a

ording to its natural

frequen
ies of os
illation

Keywords: eigenvalues, inverse problem, natural frequen
ies, beam, 
on
entrated inertial element.

Mathemati
al Subje
t Classi�
ations: 35Q74, 74J25, 34B09

The identi�
ation problem of �xing 
onditions for a beam a

ording to �ve natural frequen
ies of its vibrations

is 
onsidered. On the basis of Plu
ker's 
onditions arising at the restoration of a matrix a

ording to its minors

of the maximal order, the set of well-posedness of the problem is 
onstru
ted and the 
orre
tness a

ording

to A.N. Tikhonov is proved. We have found an expli
it solution to the problem of the identi�
ation matrix

of the boundary 
onditions, the above solution is written out in terms of the 
hara
teristi
 determinant for

the 
orresponding spe
tral problem. The 
orresponding examples are provided.
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