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Ïðèâîäèòñÿ âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ àýðîäèíàìèêè è

ãàçîâîé äèíàìèêè. Ìåòîä ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè ñîâðåìåííûõ ñõåì

WENO ïðè àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó êîíâåêòèâíûõ ñëàãàåìûõ è ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ñèñòåìû

ïîëíûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà. Âòîðûå ïðîèçâîäíûå è äè��óçèîííûå ÷ëåíû óðàâíåíèé ðàçðåøàþò-

ñÿ ñ ïîìîùüþ öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíîé ñõåìû âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. �åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñ

èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà äåìîíñòðèðóþòñÿ íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ äâóõ çàäà÷. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âû÷èñ-

ëèòåëüíûå àëãîðèòìû àäåêâàòíî âîñïðîèçâîäÿò �èçè÷åñêèå ý��åêòû, ñâîéñòâåííûå êàê äîçâóêîâûì

òå÷åíèÿì (âèõðåâûå äîðîæêè), òàê è ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêàì (ðàçðûâû ïàðàìåòðîâ, óäàðíûå âîëíû,

ñêà÷êè óïëîòíåíèÿ).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà, ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, ñõåìà âûñîêîãî ïîðÿäêà,

ñâåðõçâóêîâîå îáòåêàíèå, ÷èñëî Ìàõà.

Ââåäåíèå

Ïàìÿòü è áûñòðîäåéñòâèå ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ áûñòðî óâåëè÷èâàþòñÿ, ðàñøèðÿÿ îá-

ëàñòü òîãî, ÷òî ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò â íàñòîÿùåå âðåìÿ äîñòóïåí

áîëüøèíñòâó ó÷åíûõ è èíæåíåðîâ, è äëÿ ðåçóëüòàòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé ðàñïðîñòðàíåí-

íîé è áûñòðî ñîâåðøåíñòâóþùåéñÿ òåõíîëîãèè ðåøåíèÿ ñëîæíûõ çàäà÷ òðåáóþòñÿ âûñîêîý�-

�åêòèâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû. Ìåòîäû âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè èñïîëüçóþòñÿ â îñíîâíîì

â ïðÿìîì ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè. Äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ àýðîäèíàìèêè âûñîêîòî÷íûé ðàñ÷åò

âèõðåâîãî ïîòîêà êðàéíå âàæåí, òàê êàê çàâèõðåííîñòü îêàçûâàåò çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà

ðàñïðåäåëåíèå íàãðóçêè íà ýëåìåíòû êîíñòðóêöèè. Øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûå ìåòîäû âòîðîãî

ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè îáëàäàþò ÷èñëåííîé äè��óçèåé íåïðèåìëåìî âûñîêîãî óðîâíÿ. Ìå-

òîäû âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñ íèçêîé ëèáî îòñóòñòâóþùåé ÷èñëåííîé âÿçêîñòüþ ëèøåíû

äàííîãî íåäîñòàòêà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóþò êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå, êîíå÷íî-îáúåìíûå

ìåòîäû è ìåòîäû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.

Îäíàêî íå îáëàäàþùèå ñõåìíîé âÿçêîñòüþ ìåòîäû íå ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè ðàñ÷åòå

ñâåðõçâóêîâûõ òå÷åíèé ñ óäàðíûìè âîëíàìè è äðóãèìè ãàçîäèíàìè÷åñêèìè ðàçðûâàìè. Ïðè÷è-

íà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîÿâëåíèè âáëèçè ðàçðûâîâ ÷èñëåííûõ îñöèëëÿöèé. Âûäåëåíèå æå ðàçðûâîâ

â îòäåëüíûå ïîäîáëàñòè íà ïðàêòèêå ñëîæíî ðåàëèçóåìî.

Âñå ýòî ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñíîâíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè àëãîðèòìàìè,

ïðèìåíÿåìûìè ïðè ðàñ÷åòå ñâåðõçâóêîâûõ òå÷åíèé, ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû ñêâîçíîãî ñ÷åòà, èñïîëü-

çóþùèå ðàçíîñòè ïðîòèâ ïîòîêà [1℄. Íàèáîëåå øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàê-

òèêå òàê íàçûâàåìûå TVD-ñõåìû [2℄, â êîòîðûõ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ èëè êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêàÿ

ðåêîíñòðóêöèÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ âìåñòå ñ íåëèíåéíûìè îãðàíè÷èòåëÿìè, èñêóññòâåííî

óìåíüøàþùèìè âåëè÷èíó ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ âáëèçè ðàçðûâîâ è ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ ðå-

øåíèÿ. Îäíàêî ïîäîáíûå ñõåìû îáû÷íî õîðîøî ðàáîòàþò äëÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ òå÷åíèé

ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì èçîëèðîâàííûõ ðàçðûâîâ. Â òî æå âðåìÿ ïðè ïîïûòêå ðåøåíèÿ çàäà÷,

âêëþ÷àþùèõ ñëîæíûå âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí ìåæäó ñîáîé, âèõðÿìè, àêóñòè÷åñêèìè âîëíàìè,

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ïðîãðàììû �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÓðÎ �ÀÍ (ïðîåêò � 12�Ò�

1�1006) è �ÔÔÈ (ãðàíò 13�01�96004 ð_óðàë_à).
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îíè, êàê ïðàâèëî, îêàçûâàþòñÿ íåóäîâëåòâîðèòåëüíûìè. Ìíîãîîáðàçèå TVD-ñõåì îïðåäåëÿåò-

ñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñóùåñòâóþùèõ îãðàíè÷èòåëåé, à òàêæå âûáîðîì îãðàíè÷èâàåìûõ âåëè÷èí.

Êðîìå òîãî, îáùèì íåäîñòàòêîì TVD-ñõåì ÿâëÿåòñÿ èíòåíñèâíîå ðàçìàçûâàíèå ñèëüíûõ ðàç-

ðûâîâ, òàê êàê â ýòèõ çîíàõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ñõåìàì ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè [3℄. Â

÷àñòíîñòè, øèðèíà çîí ðàçìàçûâàíèÿ êîíòàêòíûõ ðàçðûâîâ óâåëè÷èâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî

t2, ãäå t � âðåìÿ.

Öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíûå ñõåìû âûñîêîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè õîðîøî ïîäõîäÿò äëÿ ðàñ-

÷åòà äîçâóêîâûõ òå÷åíèé, íå ñîäåðæàùèõ ðàçðûâîâ ïàðàìåòðîâ [4, 5℄. Â ðàáîòàõ [6�9℄ áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñæèìàåìûõ ïîòîêîâ öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíûå ñõåìû âûñîêîãî ïîðÿäêà çíà÷è-

òåëüíî óñòîé÷èâåå è òî÷íåå ïðè ðàñ÷åòå êîíâåêòèâíûõ âèõðåâûõ ñòðóêòóð è àýðîàêóñòè÷åñêèõ

âîçìóùåíèé, êîãäà îíè èñïîëüçóþòñÿ ñîâìåñòíî ñ ÿâíûìè �èëüòðàìè ñïåêòðàëüíîãî òèïà. ßâ-

íûå �èëüòðû ëåãêî âíåäðÿþòñÿ â ñóùåñòâóþùèé êîä, òàê êàê øàã �èëüòðàöèè çàâèñèò, ïî

ñóùåñòâó, îò èçíà÷àëüíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû è ïðèìåíÿåòñÿ êàê çàâåðøåíèå èòåðàöèè.

Îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé â ìåòîäîëîãèè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåò-

ñÿ ðàçðàáîòêà óñòîé÷èâûõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì ïðîèçâîëüíî âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.

Ñðåäè èçâåñòíûõ ðàáîò â ýòîì íàïðàâëåíèè ìîæíî îòìåòèòü ðàáîòû [10�12℄, ãäå ïðåäëàãàþòñÿ

ñõåìû ïðîèçâîëüíî âûñîêîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãè-

ïåðáîëè÷åñêîãî òèïà è ñõåìû FCT-íåëèíåéíîé êîððåêöèè ïîòîêîâ ïåðåíîñà. Â ðàáîòàõ [13, 14℄

îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì êîððåêöèè ïîòîêîâ êîíñåðâàòèâíûõ ñõåì òèïà ïðåäèêòîð�êîððåêòîð

ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè. Ïðèâîäèòñÿ óñëîâèå, íåîáõîäèìîå äëÿ íàëîæåíèÿ íà

âðåìåííîé øàã, ÷òîáû ñõåìû ñ êîððåêöèåé áûëè ìîíîòîííûìè.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìîíîòîííîãî ðåøåíèÿ, êðîìå òåõíèêè îãðàíè÷åíèÿ ïîòîêîâ, èñïîëüçóþòñÿ

ìåòîäû ðåêîíñòðóêöèè ðåøåíèÿ. Ê ìåòîäàì ðåêîíñòðóêöèè ñåòî÷íûõ ðåøåíèé ñ àâòîìàòè-

÷åñêèì àíàëèçîì ãëàäêîñòè ìîæíî îòíåñòè ìåòîäû ENO (essentially non-osillatory method)

è WENO (weighted ENO). Èäåÿ ENO- è WENO-ñõåì çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè àäàïòèâ-

íûõ øàáëîíîâ â ïðîöåäóðå ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ, êîòîðàÿ îñíîâàíà íà

ëîêàëüíîé ãëàäêîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò àâòîìàòè÷åñêè äîñòèãíóòü âûñîêîãî

ïîðÿäêà òî÷íîñòè, íå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ñëó÷àéíûõ êîëåáàíèé âáëèçè ðàçðûâîâ è ïðè ýòîì

õîðîøî ðàçðåøàòü ìîíîòîííûå ïåðåõîäû. Äàííûå ìåòîäû îòíîñÿòñÿ ê ìåòîäàì ñêâîçíîãî ñ÷åòà,

ðàñ÷åò óäàðíûõ âîëí è èõ ñëîæíûõ âçàèìîäåéñòâèé âîçìîæåí áåç âûäåëåíèÿ è îòñëåæèâàíèÿ

ðàçðûâîâ. Ñîâðåìåííûå WENO-ñõåìû ÿâëÿþòñÿ ìîùíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

òå÷åíèé ñæèìàåìîãî ãàçà, îñîáåííî òå÷åíèé, ñîäåðæàùèõ ñëîæíûå âçàèìîäåéñòâèÿ óäàðíûõ

âîëí.

Öåëüþ ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äåìîíñòðàöèÿ âîçìîæíîñòåé ñîâðåìåííûõ ñõåì âû-

ñîêîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ äâóõ çàäà÷ àýðîäèíàìèêè: âíåøíåãî îáòå-

êàíèÿ ïðî�èëÿ ïîòîêîì âûñîêîñêîðîñòíîãî âÿçêîãî ãàçà è èñòå÷åíèÿ ñâåðõçâóêîâîé ñòðóè èç

êîíè÷åñêîãî ñîïëà.

� 1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Âûñîêîñêîðîñòíîå òóðáóëåíòíîå òå÷åíèå âÿçêîãî ñæèìàåìîãî ãàçà îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ

ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ [5℄:
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∂z
+

∂W

∂y

)]

+

+
1

(k − 1)M2Pr

(

∂2T

∂x2
+

∂2T

∂y2
+

∂2T

∂z2

)

}

. (5)

Óðàâíåíèÿ (1)�(5) çàïèñàíû â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ â îðòîãîíàëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòå-

ìå êîîðäèíàò. Ïîòîêè ρ, ρU , ρV , ρW , ρE ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè, îïðåäåëÿåìûìè â ðåçóëüòàòå

ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1)�(5). Îñòàëüíûå ãàçîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïåðå-

÷èñëåííûå âûøå ïÿòü ïåðåìåííûõ. Ñèñòåìà çàìûêàåòñÿ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ Ìåíäåëååâà�

Êëàïåéðîíà, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ, ïîýòîìó íåïîñðåäñòâåííî â

ñèñòåìó åãî íå âêëþ÷àåì, õîòÿ â âû÷èñëåíèÿõ îíî ó÷àñòâóåò. Òåìïåðàòóðà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî

�îðìóëå

T = k(k − 1)M2

[

ρE

ρ
−

(ρU)2 + (ρV )2 + (ρW )2

2ρ2

]

,

à áåçðàçìåðíîå äàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

P = k(k − 1)M2

[

ρE −
(ρU)2 + (ρV )2 + (ρW )2

2ρ

]

.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1)�(5) ñîäåðæèò áåçðàçìåðíûå êîìïëåêñû: Re = ρ0U0h/µ � ÷èñëî �åé-

íîëüäñà,M2 = U0/c0 � ÷èñëî Ìàõà, Pr = CPµ/λ � ÷èñëî Ïðàíäòëÿ, à òàêæå c0 = (kP0/ρ0)
1/2

�

ñêîðîñòü çâóêà, k = CP /CV � îòíîøåíèå òåïëîåìêîñòåé. Çäåñü U0 � âåëè÷èíà ïðîäîëüíîé êîì-

ïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè ïîòîêà íà âõîäå, P0, ρ0 � âåëè÷èíû äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè ãàçà íà

âõîäå; µ, λ � êîý��èöèåíòû âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè (äëÿ âîçäóõà ïðèíèìàëèñü ïîñòî-

ÿííûìè è ðàâíûìè 2 · 105 êã/ì·ñ è 0, 03 Âò/(ì·Ê) ñîîòâåòñòâåííî). CP , CV � èçîáàðíàÿ è

èçîõîðíàÿ òåïëîåìêîñòè ãàçà. ×èñëî Ïðàíäòëÿ äëÿ âîçäóõà áðàëîñü ðàâíûì 0,7, îòíîøåíèå

òåïëîåìêîñòåé � 1,4.
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�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà âõîäíîé ãðàíèöå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-

ðîâ ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè çíà÷åíèÿì íàáåãàþùåãî ïîòîêà: ρ0 = 1, U0 = 1, V0 = W0 = 0, P0 = 1.
Íà âûõîäíîé ãðàíèöå äëÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ çàäàþòñÿ ¾óñëîâèÿ ñíîñà¿ ïóòåì ýêñòðàïîëÿöèè çà

ãðàíèöó ñ âûñîêèì ïîðÿäêîì. Íà òâåðäûõ ñòåíêàõ çàäàþòñÿ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ äëÿ ñêîðî-

ñòè, êðîìå òîãî, òâåðäûå ïîâåðõíîñòè ïðåäïîëàãàåì àäèàáàòè÷åñêèìè, òî åñòü ∂T/∂n = 0 (n �

íàïðàâëåíèå íîðìàëè ê ñòåíêå).

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé èñïîëüçóþòñÿ ïàðàìåòðû íàáåãàþùåãî ïîòîêà ñ ñîîòâåòñòâó-

þùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

� 2. Âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì

Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (1)�(5) áûëà ïðèìåíåíà ñëåäóþùàÿ ìåòîäèêà. Êîíâåêòèâ-

íûå ÷ëåíû àïïðîêñèìèðîâàëèñü ñ âûñîêèì ïîðÿäêîì ñ ïîìîùüþ WENO-ñõåì, äè��óçèîííûå

÷ëåíû â ñèñòåìå óðàâíåíèé (1)�(5) òàêæå àïïðîêñèìèðîâàëèñü ñ âûñîêèì ïîðÿäêîì ìåòîäîì

öåíòðàëüíûõ ðàçíîñòåé. Èòàê, äëÿ ðàñ÷åòà êîíâåêòèâíûõ ñëàãàåìûõ è ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ïî

ïðîñòðàíñòâó èñïîëüçîâàëàñü êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ WENO-ñõåìà ïÿòîãî ïîðÿäêà [15℄. Ïîòîê â

òî÷êå çàïèñûâàëñÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè ïîòîêîâ

f1+1/2 =

3
∑

ν=1

Ω(ν)f
(ν)
i+1/2,

Ω(1) = 1/10, Ω(2) = 6/10, Ω(3) = 3/10

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âûðàæåíèÿìè äëÿ ïîòîêîâ

f
(ν)
i+1/2 =



























f
(1)
i+1/2 =

11

6
fi −

7

6
fi−1 +

2

6
fi−2,

f
(2)
i+1/2 =

2

6
fi+1 +

5

6
fi −

1

6
fi−1,

f
(3)
i+1/2

= −
1

6
fi+2 +

5

6
fi+1 +

2

6
fi.

Â WENO-ñõåìå âåñà ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû îíè áûëè ìàëû äëÿ øàá-

ëîíîâ, ñîäåðæàùèõ ðàçðûâû, è áëèçêè ê îïòèìàëüíûì âåñàì Ω(ν)
â îáëàñòÿõ, ãäå ðåøåíèå

ãëàäêîå [1℄:

f1+1/2 =

3
∑

ν=1

ω(ν)f
(ν)
i+1/2,

ω(ν) =
σ(ν)

σ(1) + σ(2) + σ(3)
,

σ(ν) =
Ω(ν)

(

ǫ+ IS(ν)
)p . (6)

Çäåñü IS(ν)
� èíäèêàòîðû ãëàäêîñòè, â ðàáîòå [16℄ äëÿ íèõ ïðåäëîæåíû âûðàæåíèÿ

IS(1) =
13

12
(fi−2 − 2fi−1 + fi)

2 +
1

4
(fi−2 − 4fi−1 + 3fi)

2 ,

IS(2) =
13

12
(fi−1 − 2fi + fi+1)

2 +
1

4
(fi−1 − fi+1)

2 ,

IS(3) =
13

12
(fi − 2fi+1 + fi+2)

2 +
1

4
(3fi − 4fi+1 + fi+2)

2 .

Â �îðìóëå (6) äëÿ σ(ν) p � ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, ïðèíèìàëñÿ ðàâíûì 2; ǫ � ìàëàÿ âåëè÷èíà,

ïðåäîòâðàùàþùàÿ äåëåíèå íà 0, ïðèíèìàëàñü ðàâíîé 10−6
.
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Ñ îïòèìàëüíûìè âåñàìè WENO-ñõåìà ýêâèâàëåíòíà íåñèììåòðè÷íîé ñõåìå ïÿòîãî ïîðÿäêà:

∂f

∂x
=

−3fi+2 + 30fi+1 + 20fi − 60fi−1 + 15fi−2 − 2fi−3

60∆x
.

Âñå âûøåñêàçàííîå îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà ∂f/∂u > 0 (çäåñü u � èñêîìûé ïàðàìåòð

çàêîíà ñîõðàíåíèÿ). Íî çíàê ýòîé ïðîèçâîäíîé ìîæåò ìåíÿòüñÿ, ïîýòîìó â îïèñàííóþ êîí-

ñòðóêöèþ íàõîæäåíèÿ ïîòîêà fi+1/2 âíîñÿòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíåíèÿ. Íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ðàñ-

ùåïëÿòü ïîòîê íà ïîëîæèòåëüíóþ è îòðèöàòåëüíóþ ÷àñòè:

f(u) = f+(u) + f−(u),

f+

∂u
> 0,

f−

∂u
6 0.

Ïðîöåäóðà ðåêîíñòðóêöèè ïðèìåíÿåòñÿ çàòåì îòäåëüíî ê f+
è f−

ñ ñèììåòðè÷íûìè îòíî-

ñèòåëüíî xi+1/2 øàáëîíàìè. Ñóììàðíûé ïîòîê âû÷èñëÿåòñÿ êàê fi+1/2 = f+
i+1/2 + f−

i+1/2.
�àñùåïëåííûå ïîòîêè ñòðîÿòñÿ îáû÷íî êàê

f±(u) =
1

2
(f(u)± Λu) ,

Λ = max|f ′(u)|,

ãäå ìàêñèìóì ïðè îïðåäåëåíèè Λ ìîæåò âû÷èñëÿòüñÿ ëèáî ïî ñîñåäíèì ñ i òî÷êîé, ëèáî ïî

âñåì òî÷êàì ñåòêè, ëèáî áûòü êîíñòàíòíûì çíà÷åíèåì.

Äàëåå, óìåíüøàÿ èíäåêñ íà åäèíèöó è âûïîëíÿÿ àíàëîãè÷íûé êîìïëåêñ âû÷èñëèòåëüíûõ

äåéñòâèé, íàõîäèì fi−1/2 = f+
i−1/2 + f−

i−1/2. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂f/∂x àïïðîê-

ñèìèðóåòñÿ âûðàæåíèåì

(

fi+1/2 − fi−1/2

)

/∆x ñ âûñîêèì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè.

Âÿçêèå ïîòîêè, ñîäåðæàùèå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå, âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñõåìå WENO. Äè�-

�óçèîííûå ñëàãàåìûå èç óðàâíåíèé (1)�(5), âêëþ÷àþùèå âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ïðîñòðàí-

ñòâó, çàïèñûâàþòñÿ â íåêîíñåðâàòèâíîé �îðìå

( ∂

∂x

∂U

∂x
=

∂2U

∂x2

)

è àïïðîêñèìèðóþòñÿ öåíòðàëü-

íûìè ðàçíîñòÿìè ñ âûñîêèì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè íà ñèììåòðè÷íîì øàáëîíå. Íà äåâÿòèòî÷å÷íîì

øàáëîíå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂2u/∂x2 àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñ âîñüìûì ïîðÿäêîì âûðàæåíèåì

∂2ui
∂x2

=

4
∑

m=1
βm (ui+m + ui−m − 2ui)

∆x2
+O

(

∆x8
∂10ui
∂x10

)

.

�àçëîæèâ ui−4, . . . , ui−1, ui+1, . . . , ui+4 â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè i-é òî÷êè, îáúåäèíèâ

êîý��èöèåíòû ïðè ïðîèçâîäíûõ îäíîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ

íàõîæäåíèÿ íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ βm:























β1 + 4β2 + 9β3 + 16β4 = 1,

β1 + 16β2 + 81β3 + 256β4 = 0,

β1 + 64β2 + 729β3 + 4096β4 = 0,

β1 + 256β2 + 6561β3 + 65536β4 = 0.

�åøèâ åå, íàõîäèì êîý��èöèåíòû β1 = 1, 6, β2 = −0, 2, β3 = 0, 02539682, β4 = −0, 00178571.
Òîãäà ðàçíîñòíîå ñîîòíîøåíèå

∂2ui
∂x2

= [1, 6(ui+1 + ui−1)− 0, 2(ui+2 + ui−2) + 0, 02539682(ui+3 + ui−3)−

−0, 001785712(ui+4 + ui−4)− 2 · 1, 4236111 · ui] /∆x2

áóäåò àïïðîêñèìèðîâàòü âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ñ âîñüìûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè.
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Ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî ïðîñòðàíñòâó ïîçâîëÿåò èíòåãðèðîâàòü

óðàâíåíèÿ (1)�(5) íà äåâÿòèòî÷å÷íîì øàáëîíå ñ âûñîêèì ïÿòûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè, õîòÿ ÷àñòü

ïðîèçâîäíûõ ñ÷èòàåòñÿ ñ áîëåå âûñîêèì ïîðÿäêîì (âû÷èñëèòåëüíûé øàáëîí ýòî ïîçâîëÿåò, êà-

÷åñòâî ðàñ÷åòîâ îò ýòîãî ïî êðàéíåé ìåðå íå óõóäøàåòñÿ). Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ,

òåîðåòè÷åñêè ïîðÿäîê òî÷íîñòè ìîæíî ïîâûñèòü äî ëþáîãî òðåáóåìîãî, õîòÿ äëÿ ýòîãî íåîá-

õîäèìî ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñøèðåíèå âû÷èñëèòåëüíîãî øàáëîíà.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïîòîêîâ íà ãðàíèöå â ðàññìîòðåíèå ââîäÿòñÿ ¾ìíèìûå óçëû¿. Çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðîâ ýêñòðàïîëèðóþòñÿ â ýòè òî÷êè ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè.

Ïî âðåìåíè óðàâíåíèÿ (1)�(5) èíòåãðèðîâàëèñü ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè. TVD-ñõåìà

�óíãå�Êóòòû âòîðîãî ïîðÿäêà, èñïîëüçóåìàÿ â ðàáîòå, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì [17℄:

U
(1) = U

n +∆tL(Un),

U
(n+1) =

1

2
U

n +
1

2
U

1 +
1

2
∆tL(U(1)).

Çäåñü L � êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ.

� 3. �åçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ

Â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå ðåøàëàñü òåñòîâàÿ çàäà÷à îáòåêàíèÿ àýðîäèíàìè÷åñêîãî ïðî�èëÿ

âûñîêîñêîðîñòíûì ïîòîêîì âÿçêîãî ãàçà (âîçäóõà). Ñ÷åò âåëñÿ íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå.

Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé óïðîùàåòñÿ äî äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ, óðàâíåíèå (4) âîîáùå

èñêëþ÷àåòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ. �àñ÷åòû âûïîëíåíû ïðè ÷èñëå �åéíîëüäñà 105. Îäèí èç íàè-

áîëåå âàæíûõ âîïðîñîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõåì ñêâîçíîãî ñ÷åòà, � ñõîäèìîñòü

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå äîïóñòèìàÿ ðåñóðñàìè êîìïüþòåðà ñåòêà ìîæåò

èìåòü ìåíüøèé øàã ïî ñðàâíåíèþ ñ òðåõìåðíîé. Ïðè âûïîëíåíèè äâóìåðíûõ ðàñ÷åòîâ îáòåêà-

íèÿ ïðî�èëÿ ñõîäèìîñòü îáåñïå÷èâàëàñü ñ òî÷íîñòüþ 0,1% íà ñåòêå ìîùíîñòüþ â 1 ìèëëèîí

óçëîâ.

Âìåñòå ñ òåì âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà äîëæíà áûòü óñòîé÷èâîé. Åäèíîãî íåîáõîäèìîãî è äî-

ñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé ãèäðîìåõàíèêè íå ñóùå-

ñòâóåò. Ìåòîäîì ïðîá áûëî îïðåäåëåíî, ÷òî ïðè øàãå ïî âðåìåíè 0,0003 (áåçðàçìåðíîå âðåìÿ)

âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì îáåñïå÷èâàåò ïîëó÷åíèå íåëîæíîîñöèëëèðóþùåãî ðåøåíèÿ. Ïðè òà-

êîé âåëè÷èíå øàãà ∆t, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàñ÷åò ïî âðåìåíè âåäåòñÿ ñî âòîðûì ïîðÿäêîì, íåò

íåîáõîäèìîñòè îáñóæäàòü âîïðîñ î ñõîäèìîñòè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà ïóòåì êâàíòîâàíèÿ

ïî âðåìåíè, ñõîäèìîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé ãèäðîìåõàíè-

êè äëÿ âûñîêèõ ÷èñåë �åéíîëüäñà âåëè÷èíà øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ

èñêëþ÷èòåëüíî îáåñïå÷åíèåì óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà.

Â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà Ìàõà ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå êàðòèíû îáòåêàíèÿ ïðî�èëÿ âî âðåìåíè.

Ïðè ÷èñëå Ìàõà, ðàâíîì 0.5, èìååì äîçâóêîâîå îáòåêàíèå ñ ¾øèðîêîé¿ äîðîæêîé çà ïðî�èëåì

è ðàñïðîñòðàíÿþùèìèñÿ ¾âïåðåä¿ âîçìóùåíèÿìè (ðèñ. 1).

Óâåëè÷åíèå ÷èñëà Ìàõà äî 1 ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äîñòàòî÷íî âûðàæåííûõ ëîêàëüíûõ

ðàçðûâîâ ïàðàìåòðîâ. Äîðîæêà çà îáòåêàåìûì òåëîì ïðè ýòîì ñäâèãàåòñÿ ¾ââåðõ¿ è ñòàíîâèòñÿ

íàìíîãî ìåíåå âûðàæåííîé (ðèñ. 2).

Íàêîíåö, ïðè ÷èñëå Ìàõà, ðàâíîì 1.5, èìååì ñâåðõçâóêîâîå îáòåêàíèå àýðîäèíàìè÷åñêîãî

ïðî�èëÿ. Òå÷åíèå ñòàáèëèçèðóåòñÿ çà ïðîìåæóòîê áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè t ≈ 15. Íà ðèñóíêå
3 ÷åòêî âèçóàëèçèðóåòñÿ óäàðíàÿ âîëíà íà ïåðåäíåé êðîìêå, âîçìóùåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ

òîëüêî âíèç ïî ïîòîêó (çà óäàðíîé âîëíîé). Äîðîæêà, ðàíåå èìåâøàÿ ìåñòî çà îáòåêàåìûì

òåëîì, âûðîæäàåòñÿ.

Êðîìå òîãî, â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå ðåøàëàñü ìîäåëüíàÿ çàäà÷à îá èñòå÷åíèè âÿçêîãî ãàçà

èç ñóæàþùåãîñÿ êîíè÷åñêîãî ñîïëà. �àñ÷åòû âûïîëíÿëèñü â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòå-

ìå êîîðäèíàò íà ñóïåðêîìïüþòåðå ¾Óðàí¿ (ÈÌÌ ÓðÎ �ÀÍ). Ìîäåëèðîâàëîñü êàê òå÷åíèå

âíóòðè ñàìîãî ñîïëà, òàê è èñòåêàþùàÿ â îòêðûòóþ îáëàñòü ñòðóÿ. Äëèíà ñîïëà ñîñòàâëÿëà 4
åäèíèöû, äëèíà îòêðûòîé îáëàñòè � 20 åäèíèö, øèðèíà è âûñîòà � 10 åäèíèö. �àñ÷åòíàÿ ñåòêà
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�èñ. 1. Òåíåâàÿ êàðòèíà ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ïðè M = 0,5

�èñ. 2. Òåíåâàÿ êàðòèíà ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ïðè M = 1,0

ñîñòîÿëà èç 128640800 (800 × 401 × 401) óçëîâ, ñõîäèìîñòü ïðè ýòîì îáåñïå÷èâàëàñü ñ òî÷íî-

ñòüþ 1%. �àçíîñòü ðàñõîäà âî âñåõ ñå÷åíèÿõ ñîïëà îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ òàêæå íå ïðåâîñõîäèëà
1%, ïðè÷åì ìàêñèìàëüíûå îòêëîíåíèÿ íàáëþäàþòñÿ â îêðåñòíîñòè âõîäà, òàê êàê â ýòîé çîíå

óñòàíàâëèâàåòñÿ è ñèëüíî ýâîëþöèîíèðóåò ïðî�èëü ñêîðîñòè. Íà âõîäå â ñîïëî çàäàâàëèñü

ïîñòîÿííûìè òåìïåðàòóðà è ðàñõîä. Õàðàêòåðíîå ÷èñëî Ìàõà ðàâíÿëîñü 0,85, �åéíîëüäñà �

105.

Íà ðèñóíêå 4 âèäíî, ÷òî äîçâóêîâàÿ ñòðóÿ íà âûõîäå èç ñóæàþùåéñÿ ÷àñòè ñîïëà ñòàíîâèòñÿ

ñâåðõçâóêîâîé, âíîâü òîðìîçÿñü çàòåì äî äîçâóêîâûõ ñêîðîñòåé. Îò÷åòëèâî âèçóàëèçèðóþòñÿ

ðÿä ñêà÷êîâ óïëîòíåíèÿ â îêðåñòíîñòè âûõîäà ñîïëà è òóðáóëåíòíûé âèõðåâîé äîçâóêîâîé

ïîòîê áåç óäàðíûõ âîëí äàëåå ïî òå÷åíèþ. Íà ðèñóíêå 5 ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè
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�èñ. 3. Òåíåâàÿ êàðòèíà ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ïðè M = 1,5

è ëîêàëüíîãî ÷èñëà Ìàõà. Â îêðåñòíîñòè âûõîäà èç ñîïëà ãðà�èêè ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ

èìåþò êðóòûå ãðàäèåíòû (îáëàñòü ñâåðõçâóêîâîãî òå÷åíèÿ). Íà÷èíàÿ ñ x ≈ 12, ÷èñëî Ìàõà

ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå åäèíèöû, èìååò ìåñòî äîçâóêîâîé ïîòîê.

�èñ. 4. Òåíåâàÿ êàðòèíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ïðè èñòå÷åíèè âÿçêîãî ãàçà èç ñîïëà

Èòàê, â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ìåòîäèêà ðåøåíèÿ ïîëíûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà è óðàâ-

íåíèÿ ýíåðãèè. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ïðîñòðàíñòâó ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà WENO (äëÿ

ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ), îñíîâàííîãî íà ñåòî÷íîé ðåêîíñòðóêöèè ðåøåíèÿ, è ñ ïîìîùüþ öåí-

òðàëüíûõ ðàçíîñòåé (äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ) âûñîêîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè.

�åçóëüòàòû ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è èñòå÷åíèÿ ñòðóè âîçäóõà èç ñîïëà è ðåçóëüòàòû

ðàñ÷åòîâ îáòåêàíèÿ àýðîäèíàìè÷åñêîãî ïðî�èëÿ âÿçêèì ãàçîì ïîêàçàëè õîðîøóþ ðàáîòîñïî-

ñîáíîñòü ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé. ×èñëåííî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âîñ-

ïðîèçâîäÿò �èçè÷åñêèå ý��åêòû, ñâîéñòâåííûå êàê çàêðèòè÷åñêèì ñâåðõçâóêîâûì òå÷åíèÿì

(óäàðíûå âîëíû, ñêà÷êè óïëîòíåíèÿ), òàê è äîçâóêîâûì ïîòîêàì (âèõðåâûå äîðîæêè, òóðáó-

ëåíòíûå ïóëüñàöèè).
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�èñ. 5. �ðà�èêè ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè (1) è ÷èñëà Ìàõà (2) íà îñè ñèììåòðèè

ïðè èñòå÷åíèè âÿçêîãî ãàçà èç ñîïëà
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A.M. Lipanov, S.A. Karskanov, E.Yu. Izhboldin

Solution of unsteady aerodynamis problems on the basis of the numerial algorithms of high-

order approximation

Keywords: Navier�Stoks equations, diret numerial simulation, high-order sheme, supersoni �ow, Mah

number.

Mathematial Subjet Classi�ations: 76N15

A omputational high-order algorithm for solving aerodynamis problems is presented. A diret numerial

simulation method is based on the appliation of modern WENO-shemes at the approximation aording to

the spae of onvetive summands and �rst derivatives of the system of full Navier-Stokes equations. Seond

derivatives and di�usive terms of the equations are resolved with a high-order entral-di�erene sheme. The

results of simulation with the use of the above method are demonstrated in onsidering the solution of two

problems. It is shown that omputational algorithms e�iently reprodue physial behavior of subsoni �ows

(vortex trail) and supersoni �ows (disontinuity of parameters, air-blasts, ompression shoks).
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