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�àññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ñîáëþäåíèÿ îãðàíè÷åíèé àñèìïòîòè÷åñêîãî õàðàêòåðà, êîòîðàÿ ñ èñïîëüçî-

âàíèåì ýëåìåíòîâ åñòåñòâåííîãî ðàñøèðåíèÿ ðåäóöèðóåòñÿ ê îáîáùåííîé çàäà÷å â êëàññå óëüòðà�èëü-

òðîâ èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé. Îãðàíè÷åíèÿì óïîìÿíóòîãî òèïà ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ

êîìïîíåíòà, îïðåäåëÿåìàÿ îáû÷íûì òðåáîâàíèåì ïðèíàäëåæíîñòè çàäàííîìó ìíîæåñòâó; äàííàÿ êîì-

ïîíåíòà íà èäåéíîì óðîâíå ñîîòâåòñòâóåò êîíñòðóêöèè òî÷íûõ ðåøåíèé Äæ. Âàðãè. Â òî æå âðåìÿ

ïðè ñîáëþäåíèè âûøåóïîìÿíóòûõ îãðàíè÷åíèé ìîãóò âîçíèêàòü àñèìïòîòè÷åñêèå (ïî ñìûñëó) ðåæè-

ìû, äëÿ êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ èäåÿ ñîáëþäåíèÿ óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè ¾ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà¿; ïðè

ýòîì, îäíàêî, îäíî ìíîæåñòâî, õàðàêòåðèçóþùåå ñòàíäàðòíîå îãðàíè÷åíèå â òåðìèíàõ âêëþ÷åíèÿ, çà-

ìåíÿåòñÿ íåïóñòûì ñåìåéñòâîì. Äàííîå ñåìåéñòâî íåðåäêî âîçíèêàåò ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì îñëàáëåíèè

óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà, çàâèñÿùåãî îò âûáîðà ðåøåíèÿ, �èêñèðîâàííîìó ìíîæåñòâó â òî-

ïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (ïîñëåäíåå çà÷àñòóþ áûâàåò ìåòðèçóåìûì). Ìíîæåñòâà � ýëåìåíòû óïîìÿ-

íóòîãî ñåìåéñòâà � îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ýòîì óñëîâèÿìè ïðèíàäëåæíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ èõ ýëåìåí-

òîâ îêðåñòíîñòÿì äàííîãî �èêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà. Âîçìîæíà, îäíàêî, ñèòóàöèÿ, êîãäà ñåìåéñòâî,

îïðåäåëÿþùåå îãðàíè÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî õàðàêòåðà, âîçíèêàåò èçíà÷àëüíî è íå ñâÿçûâàåòñÿ óæå

ñ îñëàáëåíèåì êàêîãî-ëèáî (ñòàíäàðòíîãî) óñëîâèÿ.

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùèé ñëó÷àé, äëÿ êîòîðîãî èññëåäóåòñÿ ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà äîïóñòè-

ìûõ îáîáùåííûõ ýëåìåíòîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ¾õîðîøî óñòðîåííîé¿ îáîáùåííîé çàäà÷è ñòàíäàðòíàÿ

êîìïîíåíòà ¾àñèìïòîòè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé¿ îòâå÷àåò çà ðåàëèçàöèþ âíóòðåííîñòè âûøåóïîìÿíóòîãî

ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ îáîáùåííûõ ýëåìåíòîâ, è óêàçàíî êîíêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå äàííîãî òîïîëî-

ãè÷åñêîãî ñâîéñòâà. Ïîëó÷åíû òàêæå íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ óïîìÿíóòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, êàñàþùèåñÿ

äîïóñòèìûõ îáîáùåííûõ ýëåìåíòîâ, íå àïïðîêñèìèðóåìûõ â òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå òî÷íûìè ðåøåíè-

ÿìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàñøèðåíèå, òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, óëüòðà�èëüòð.

Ââåäåíèå

Ñîâñåì íåäàâíî àâòîð íàñòîÿùåé ñòàòüè îáñóæäàë ñ Åâãåíèåì Ëåîíèäîâè÷åì Òîíêîâûì íà-

ïðàâëåíèå, ðàçâèâàåìîå â äàííîé ðàáîòå. Îí ãîâîðèë òàêæå î ñâîåì æåëàíèè ïðèåõàòü â Åêàòå-

ðèíáóðã äëÿ ó÷àñòèÿ â êîí�åðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Íèêîëàÿ Íèêîëà-

åâè÷à Êðàñîâñêîãî. Ñëó÷èëîñü íåñ÷àñòüå: ñïóñòÿ íåñêîëüêî äíåé Åâãåíèé Ëåîíèäîâè÷ óøåë èç

æèçíè. Îí áûë çàìå÷àòåëüíûì ó÷åíûì-ìàòåìàòèêîì, ïåäàãîãîì è îðãàíèçàòîðîì íàóêè, ïðî-

ñòûì è ñåðäå÷íûì ÷åëîâåêîì. Ñâåòëàÿ ïàìÿòü î Åâãåíèè Ëåîíèäîâè÷å ñîõðàíèòñÿ â ñåðäöàõ

åãî äðóçåé, ó÷åíèêîâ, òîâàðèùåé ïî ðàáîòå.

Â ñòàòüå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ñîêðàùåíèÿ: ÁÔ � áàçà �èëüòðà, â/ç � âåùåñòâåí-

íîçíà÷íàÿ (�óíêöèÿ), ÈÏ � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî, ÌÏ � ìíîæåñòâî ïðèòÿæåíèÿ, ÎÀÕ �

îãðàíè÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî õàðàêòåðà, ï/ì � ïîäìíîæåñòâî, ÒÏ � òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî, ÓÏ � óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà, ó/� � óëüòðà�èëüòð.

Õîðîøî èçâåñòíî [1, ãë. III℄, ÷òî â ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ è, â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷àõ òåî-

ðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìîæåò îòñóòñòâîâàòü ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè ïî ðåçóëüòàòó ïðè

îñëàáëåíèè ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé. Îäíàêî çäåñü ý��åêò íåóñòîé÷èâîñòè èãðàåò ïîëîæèòåëü-

íóþ ðîëü: ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì îñëàáëåíèè óñëîâèé ñêà÷êîîáðàçíî ðàñøèðÿþòñÿ íàøè

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (12�01�00537, 13�01�90414-óêð_�_à) è ïðîãðàìì

�óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Ïðåçèäèóìà �ÀÍ (ïðîåêòû 12�Π�1�1012, 12�Π�1�1019).
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âîçìîæíîñòè, à ñòàëî áûòü, ðåàëèçóåòñÿ íîâîå êà÷åñòâî â ñìûñëå ñîîòâåòñòâóþùåãî êðèòå-

ðèÿ èëè â ñìûñëå îáëàñòè äîñòèæèìîñòè, ïîíèìàåìîé â ðÿäå ñëó÷àåâ ðàñøèðèòåëüíî (òàê,

íàïðèìåð, ìîæíî ãîâîðèòü î ïó÷êå òðàåêòîðèé è î åãî ñêà÷êîîáðàçíîì èçìåíåíèè). Ïî ýòîé

ïðè÷èíå ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàèáîëåå èíòåðåñíûì èññëåäîâàíèå ðå-

æèìîâ óïðàâëåíèÿ ¾íà ãðàíè �îëà¿ â ñìûñëå ñîáëþäåíèÿ îãðàíè÷åíèé çàäà÷è. Ñàìà ñòåïåíü

îñëàáëåíèÿ èñõîäíûõ óñëîâèé çà÷àñòóþ íå ìîæåò áûòü çàäàíà èçíà÷àëüíî, à ïîòîìó âïîëíå

åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé âàðèàíò ïîñòàíîâêè, êîãäà ¾ïðîñìàòðèâàåòñÿ¿

âåñü ñïåêòð îñëàáëåííûõ îãðàíè÷åíèé. �åàëüíî ýòî ìîæíî îñóùåñòâèòü, çàìåíÿÿ ìíîæåñòâî äî-

ïóñòèìûõ óïðàâëåíèé èñõîäíîé çàäà÷è ñåìåéñòâîì àíàëîãè÷íûõ ìíîæåñòâ, îòâå÷àþùèõ êàæ-

äîå òîìó èëè èíîìó âàðèàíòó îñëàáëåííûõ îãðàíè÷åíèé. Â àáñòðàêòíîé �îðìå äàííûé ïðèåì

èìååò îáû÷íî ñëåäóþùèé âèä.

Èòàê, ïóñòü E � íåïóñòîå ìíîæåñòâî (ïîòåíöèàëüíî âîçìîæíûõ) îáû÷íûõ ðåøåíèé (óïðàâ-

ëåíèé), (X, τ) � çàäàííîå ÒÏ, ïîëàãàåìîå ñåé÷àñ ðåãóëÿðíûì [2, ãë. 4℄ (÷òî, êàê ïðàâèëî, âïîëíå

äîñòàòî÷íî äëÿ ïðèëîæåíèé), Y � çàìêíóòîå â (X, τ) ï/ì X è s : E −→ X. Óñëîâèå s(e) ∈ Y
ðàññìàòðèâàåì êàê îãðàíè÷åíèå íà âûáîð e ∈ E. Òîãäà s−1(Y ) = {e ∈ E | s(e) ∈ Y } åñòü

ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ îáû÷íûõ ðåøåíèé. Åñëè ê òîìó æå (H, t), H 6= ∅, åñòü ÒÏ, ýëåìåíòû
êîòîðîãî èìåþò ñìûñë ðåçóëüòàòîâ âûáîðà ðåøåíèé e ∈ E, à h : E −→ H åñòü íåêîòîðûé

öåëåâîé îïåðàòîð, òî ìíîæåñòâî-îáðàç

h
1
(

s−1(Y )
)

=
{

h(e) : e ∈ s−1(Y )
}

ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå àáñòðàêòíîãî àíàëîãà îáëàñòè äîñòèæèìîñòè â òåîðèè

óïðàâëåíèÿ (ñì. [3, 4℄). ßñíî, ÷òî çàìåíà s−1(Y ) êàêèì-ëèáî ìíîæåñòâîì Ẽ, äëÿ êîòîðîãî

s−1(Y ) ⊂ Ẽ ⊂ E,

îáúåêòèâíî ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ äîñòèæåíèÿ òåõ èëè èíûõ ýëåìåíòîâ H â âèäå

s(e), ãäå e ∈ Ẽ.Æåëàòåëüíî, îäíàêî, îáåñïå÷èòü ¾áëèçîñòü¿ s−1(Y ) è Ẽ. Â ýòîé ñâÿçè ëîãè÷íûì

ïðåäñòàâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé âàðèàíò ïîñòàíîâêè, ñîãëàñóþùèéñÿ â èäåéíîì îòíîøåíèè

ñ [1, ãë. III℄.

Èòàê, ïóñòü Y � íåêîòîðàÿ áàçà îêðåñòíîñòåé Y â ñìûñëå ÒÏ (Y, τ) (áóäåì ñåé÷àñ äëÿ

ïðîñòîòû ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îòêðûòûå îêðåñòíîñòè): Y ⊂ τ è ïðè ýòîì

(Y ⊂ Z ∀Z ∈ Y) & ( ∀G ∈ τ (Y ⊂ G) =⇒ ( ∃Y ∈ Y : Y ⊂ G))

(â êà÷åñòâå Y ìîæíî, â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàòü ñåìåéñòâî âñåõ îòêðûòûõ ï/ì X, ñîäåðæàùèõ
ìíîæåñòâî Y ). Òîãäà Y 6= ∅ è â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè (X, τ)

Y =
⋂

Z∈Y

Z.

Äàííîìó ðàâåíñòâó îòâå÷àåò àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî ïðîîáðàçîâ

s−1(Y ) =
⋂

Z∈Y

s−1(Z),

íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåå èç ñâîéñòâ îïåðàöèè âçÿòèÿ ïðîîáðàçà. Åñëè òåïåðü ââåñòè ñåìåé-

ñòâî E âñåõ ìíîæåñòâ s−1(Z), Z ∈ Y, òî

s−1(Y ) =
⋂

Σ∈E

Σ;

ðàçóìååòñÿ, äàííîå ñåìåéñòâî E ï/ì E íåïóñòî. Â ñâåòå äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ óñëîâèþ

e ∈ s−1(Y ) ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñåðèÿ óñëîâèé e ∈ Σ, Σ ∈ E , êîòîðàÿ, êîíå÷íî, íå ìîæåò áûòü

ðåàëèçîâàíà èíà÷å êàê s(e) ∈ Y. Ïîýòîìó ïåðåñå÷åíèå âñåõ ìíîæåñòâ èç E ñîâïàäàåò ñ ìíîæå-

ñòâîì âñåõ òî÷íûõ ðåøåíèé èñõîäíîé çàäà÷è (ïðåäñòàâëåíèå òàêîãî ðîäà øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ
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â äàëüíåéøåì). Â òî æå âðåìÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì òî÷íîãî îãðàíè÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ

âàðèàíò

eα ∈ Z ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà (∀Z ∈ E) (0.1)

óñëîâèé íà âûáîð íàïðàâëåííîñòè (eα) â ìíîæåñòâå E (ñì. àíàëîã âûøåóïîìÿíóòîãî óñëîâèÿ

äëÿ �èëüòðîâ è ó/� â [5℄). Çäåñü �àêòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä Äæ. Âàðãè [1, ãë. III℄ â ÷à-

ñòè ïîñòðîåíèÿ (ñåêâåíöèàëüíûõ â [1℄) ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé. Äëÿ íàïðàâëåííîñòåé (eα) ñî
ñâîéñòâîì (0.1) ðàññìàòðèâàåì îáîáùåííûå ïðåäåëû ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè ýòîì íàïðàâëåííîñòåé

(h(eα)), èñïîëüçóÿ ñõîäèìîñòü ïî Ìîðó�Ñìèòó. Ñîâîêóïíîñòü óïîìÿíóòûõ ïðåäåëîâ ðàññìàò-

ðèâàåì êàê ÌÏ, îòâå÷àþùåå ñåìåéñòâó E ; ïîñëåäíåå òðàêòóåòñÿ ïðè ýòîì êàê ÎÀÕ. �àçóìå-

åòñÿ, äàííîå ÌÏ ñîäåðæèò çàìûêàíèå ìíîæåñòâà h
1(s−1(Y )) è ìîæåò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò

ïîñëåäíåãî äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà äëÿ ðåàëèçàöèè âñåõ ýëåìåíòîâ óïîìÿíóòîãî ÌÏ äîñòà-

òî÷íî èñïîëüçîâàòü òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â E (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ÷àñòíûé ñëó÷àé

íàïðàâëåííîñòåé, à ïîòîìó äëÿ íèõ óñëîâèå (0.1) ñîõðàíÿåò ñìûñë; â ñâÿçè ñ ýòèìè ñëó÷àÿìè

ñì. [6, ñ. 38℄). Ïîýòîìó çàìåíà ìíîæåñòâà h
1(s−1(Y )) ñîîòâåòñòâóþùèì ÌÏ ÿâëÿåòñÿ âûãîäíîé,

òàê êàê ìû ïîëó÷àåì íîâûå âîçìîæíîñòè â ÷àñòè ðåàëèçàöèè ýëåìåíòîâ H.

Òðåáîâàíèå (0.1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óñëîâèå äîïóñòèìîñòè (òî÷íåå, E-äîïóñòèìîñòè)
íåñåêâåíöèàëüíîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â ñìûñëå, ïîäîáíîì [1, ãë. III℄ (ãäå ðàññìàòðèâà-

ëèñü ðåøåíèÿ-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Èñïîëüçîâàíèå íàïðàâëåííîñòåé âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé (îáû÷íûõ ðåøåíèé) ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé ìîäè�èêàöèåé ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â äóõå

[1, ãë. III℄. Îäíàêî ïðè ýòîì âîçíèêàþò îïðåäåëåííûå çàòðóäíåíèÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî

õàðàêòåðà â ñâÿçè ñ îïðåäåëåíèåì ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ (ïðèáëèæåííûõ) ðåøåíèé; ýòè çà-

òðóäíåíèÿ ëåãêî ïðåîäîëåâàþòñÿ [5℄ ïðè çàìåíå íàïðàâëåííîñòåé �èëüòðàìè; áîëåå òîãî, îêà-

çûâàåòñÿ âîçìîæíûì (ñì. [5, 7�9℄ è äð.) îãðàíè÷èòüñÿ èñïîëüçîâàíèåì ó/�. �àçóìååòñÿ, óñëî-

âèå (0.1) ïðè ýòîì ìîäè�èöèðóåòñÿ: òðåáóåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ó/� ìíîæåñòâà E, êîòîðûå ñîäåð-
æàò ñåìåéñòâî E . Â ýòèõ òåðìèíàõ è â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèìè ïîëîæåíèÿìè [10℄ îïðåäåëÿåòñÿ

ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ îáîáùåííûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóåìûõ â âèäå ó/� (òàêèå ó/� ìîãóò îä-

íîâðåìåííî ðàññìàòðèâàòüñÿ è êàê íåñåêâåíöèàëüíûå ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ). Óïîìÿíóòîå

ìíîæåñòâî îêàçûâàåòñÿ ïðè ýòîì ñîâïàäàþùèì ñ ÌÏ äëÿ îïåðàòîðà, ñîïîñòàâëÿþùåãî òî÷êå

ìíîæåñòâà E òðèâèàëüíûé ó/�, îòâå÷àþùèé äàííîé òî÷êå.

Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíèì ïðåäñòàâëåíèåì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ îòíîñèòåëüíî ðîëè

ìíîæåñòâà s−1(Y ), êîòîðîå, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ ìíîæåñòâ èç E .
ßñíî, ÷òî ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà (ïîñëå ïîãðóæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâî ó/�) áóäóò äîïóñòè-

ìûìè óæå êàê îáîáùåííûå ýëåìåíòû. Ëîãè÷íî ïîëàãàòü, ÷òî ïîäîáíîé äîïóñòèìîñòüþ áóäóò

îáëàäàòü è ó/�, ÿâëÿþùèåñÿ (îáîáùåííûìè) ïðåäåëàìè òî÷íûõ ðåøåíèé èç s−1(Y ) ïðè èí-

òåðïðåòàöèè ïîñëåäíèõ â âèäå òðèâèàëüíûõ ó/�. �àçóìååòñÿ, ïðîñòðàíñòâî ó/� äîëæíî áûòü

îñíàùåíî íàäëåæàùåé òîïîëîãèåé; ýòî ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ïîñðåäñòâîì ïðèìåíåíèÿ êîì-

ïàêòè�èêàöèè Ñòîóíà�×åõà [11, ðàçäåë 3.6℄ (ñì. ñîîòâåòñòâóþùóþ ñõåìó â [9℄). Ïðî âûøåóïî-

ìÿíóòûå ðåøåíèÿ ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíè â ñâîåé îñíîâå îòâå÷àþò èäåå òî÷íîãî ñîáëþäåíèÿ

îãðàíè÷åíèé è ðåàëèçóþòñÿ â âèäå ýëåìåíòîâ çàìûêàíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ ìíîæåñòâ èç E . Íî,
êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû (ñì. [1, 6, 12℄), èìåþòñÿ ïðèíöèïèàëüíî èíûå âàðèàíòû àñèìïòîòè-

÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ îñóùåñòâëåíèå óñëîâèé, ïîäîáíûõ (0.1), óæå íå ñâÿçûâàåòñÿ

ñ ñîáëþäåíèåì òî÷íûõ îãðàíè÷åíèé.

Îòìåòèì, ÷òî èíòåðïðåòàöèÿ, îòâå÷àþùàÿ èñïîëüçîâàíèþ êîíñòðóêöèé â äóõå óïîìÿíóòî-

ãî ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ ñåìåéñòâà E , ìîæåò áûòü ñâÿçàíà ñ èíûìè (â ñîäåðæàòåëüíîì îò-

íîøåíèè) ïîñòàíîâêàìè; òàê, íàïðèìåð, äàííàÿ ñõåìà ìîæåò áûòü îòíåñåíà ê ïðåäñòàâëåíèþ

îãðàíè÷åíèé â âèäå íåðàâåíñòâ (èìåþòñÿ â âèäó çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ)

â òåðìèíàõ ñèñòåìû ¾îñëàáëåííûõ¿ íåðàâåíñòâ, êîòîðûì òàêæå ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâó-

þùèå ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, âûøåóïîìÿíóòàÿ ñõåìà, èçëîæåííàÿ

ðàíåå â òîïîëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ ñ ïðèìåíåíèåì îêðåñòíîñòåé, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùåé

è çàñëóæèâàþùåé ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.
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� 1. Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà

Èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíóþ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííóþ ñèìâîëèêó: êâàíòîðû, ñâÿçêè, ∅ � ïóñòîå

ìíîæåñòâî,

△
= � ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ; ∃ ! çàìåíÿåò �ðàçó ¾ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî¿,

def � �ðàçó ¾ïî îïðåäåëåíèþ¿. Ïðèíèìàåì àêñèîìó âûáîðà è íàçûâàåì ñåìåéñòâîì ìíîæå-

ñòâî, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî ñàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè. Äëÿ âñÿêîãî îáúåêòà x ÷åðåç {x}
îáîçíà÷àåì îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå x. ×åðåç P(X) è P ′(X) îáîçíà÷àåì ñîîò-

âåòñòâåííî ñåìåéñòâà âñåõ è âñåõ íåïóñòûõ ï/ì ìíîæåñòâà X, Fin(X) åñòü def ñåìåéñòâî âñåõ

êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ èç P ′(X) = P(X) \ {∅}. Åñëè H � ìíîæåñòâî è H ∈ P ′(P(H)), òî

CH[H]
△
= {H \H : H ∈ H} ∈ P ′(P(H))

åñòü äâîéñòâåííîå ïî îòíîøåíèþ ê H ñåìåéñòâî ï/ì H.
×åðåç BA

îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé èç ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî B (ñëåäóåì

[10, § 6℄); åñëè f ∈ BA
è C ∈ P(A), òî f1(C)

△
= {f(x) : x ∈ C} ∈ P(B) è â ñëó÷àå C 6= ∅

íåïðåìåííî f1(C) 6= ∅. Åñëè æå A è B � íåïóñòûå ìíîæåñòâà, f ∈ B
A
è A ∈ P ′(P(A)), òî

f1[A]
△
=
{

f1(A) : A ∈ A
}

∈ P ′(P(B))

èíòåðïðåòèðóåì êàê îáðàç ñåìåéñòâà A (íà ñàìîì æå äåëå èìååòñÿ â âèäó ñåìåéñòâî âñåõ îá-

ðàçîâ ìíîæåñòâ èç A).

Ñïåöèàëüíûå ñåìåéñòâà. Â ïðåäåëàõ íàñòîÿùåãî ïóíêòà �èêñèðóåì íåïóñòîå ìíîæå-

ñòâî I, ïîëó÷àÿ â âèäå P ′(P(I)) ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ ïîäñåìåéñòâ P(I). Òîãäà

π[I]
△
= {I ∈ P ′(P(I)) | (∅ ∈ I) & ( I ∈ I) & ( A ∩B ∈ I ∀A ∈ I ∀B ∈ I)} (1.1)

åñòü ñåìåéñòâî âñåõ π-ñèñòåì [13, . 14℄ ï/ì I ñ ¾íóëåì¿ è ¾åäèíèöåé¿. Îòìåòèì íåêîòîðûå

÷àñòíûå ñëó÷àè π-ñèñòåì èç ìíîæåñòâà (1.1): àëãåáðû è ïîëóàëãåáðû ï/ì I, òîïîëîãèè íà I.
Â ýòîé ñâÿçè ââåäåì ñåìåéñòâà

(alg)[I]
△
= {A ∈ π[I] | I \ A ∈ A ∀A ∈ A}, (top)[I]

△
=

{

τ ∈ π[I] |
⋃

G∈G

G ∈ τ ∀G ∈ P ′(τ)

}

âñåõ àëãåáð ï/ì I è âñåõ òîïîëîãèé íà I. Â äàëüíåéøåì ÓÏ (I,I), ãäå I ∈ π[I], íàçûâàåì ÈÏ,

ïîíèìàÿ, êîíå÷íî, äàííûé òåðìèí ðàñøèðèòåëüíî (òàêèì îáðàçîì, ó íàñ è ÒÏ ÿâëÿþòñÿ ÈÏ

â óïîìÿíóòîì òîëêîâàíèè). Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì, ÷òî

π̃0[I]
△
= {I ∈ π[I] | ∀L ∈ I ∀x ∈ I \ L ∃Λ ∈ I : (x ∈ Λ) & (Λ ∩ L = ∅)}. (1.2)

Ôèêñèðóåì äî êîíöà íàñòîÿùåãî ðàçäåëà π-ñèñòåìó J ∈ π[I]. Òîãäà

β0
J [I]

△
= {B ∈ P ′(J \ {∅}) | ∀B1 ∈ B ∀B2 ∈ B ∃B3 ∈ B : B3 ⊂ B1 ∩B2} (1.3)

åñòü ñåìåéñòâî âñåõ ÁÔ, ñîäåðæàùèõñÿ â π-ñèñòåìå J . Â âèäå

F
∗(J )

△
= {F ∈ P ′(J \ {∅}) |

(A ∩B ∈ F ∀A ∈ F ∀B ∈ F)&(∀F ∈ F ∀ J ∈ J (F ⊂ J) ⇒ (J ∈ F))} (1.4)

èìååì ñåìåéñòâî âñåõ �èëüòðîâ ÈÏ (I,J ). Ñâÿçü (1.3), (1.4) ðåàëèçóåòñÿ ñòàíäàðòíîé ïðîöå-

äóðîé: åñëè B ∈ β0
J [I], òî

(I − fi)[B | J ]
△
= {J ∈ J | ∃B ∈ B : B ⊂ J} ∈ F

∗(J )
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åñòü �èëüòð ÈÏ (I,J ), ïîðîæäåííûé áàçîé B. Óñëîâèìñÿ, íàêîíåö, î ñîãëàøåíèè: åñëè x ∈ I,
òî

((I,J )− ult)[x]
△
= {J ∈ J | x ∈ J}; (1.5)

ïðè ýòîì, êàê ëåãêî âèäåòü, ((I,J )−ult)[x] ∈ F
∗(J ). Ïîëó÷èëè òðèâèàëüíûé �èëüòð ÈÏ (I,J ).

Äàëåå, íàïîìíèì, ÷òî [14, (3.4)℄ ìíîæåñòâî âñåõ ó/� ÈÏ (I,J ) åñòü

F
∗
0(J )

△
= {U ∈ F

∗(J ) | ∀ F ∈ F
∗(J ) (U ⊂ F) =⇒ (U = F)} =

= {U ∈ F
∗(J ) | ∀ J ∈ J (J ∩ U 6= ∅ ∀U ∈ U) =⇒ (J ∈ U)} ∈ P ′(F∗(J )).

(1.6)

Èòàê, F
∗
0(J ) � íåïóñòîå ìíîæåñòâî (ñì. (1.6)). Ïðè ýòîì

(J ∈ π̃0[I]) ⇐⇒ (((I,J )− ult)[y] ∈ F
∗
0(J ) ∀ y ∈ I). (1.7)

Îòìåòèì, ÷òî

ΦJ (L)
△
= {U ∈ F

∗
0(J ) | L ∈ U} = {U ∈ F

∗
0(J ) | L ∩ U 6= ∅ ∀U ∈ U} ∀L ∈ J . (1.8)

Òîãäà, êàê ëåãêî âèäåòü, (íåïóñòîå) ñåìåéñòâî

(UF)[I;J ]
△
= {ΦJ (J) : J ∈ J } ∈ P ′(P(F∗

0(J )))

åñòü áàçà (îïðåäåëÿåìîé åäèíñòâåííûì îáðàçîì) òîïîëîãèè T
∗
J [I], äëÿ êîòîðîé

T
∗
J [I] = {G ∈ P(F∗

0(J )) | ∀ U ∈ G ∃U ∈ U : ΦJ (U) ⊂ G} ∈ (top)[F∗
0(J )].

ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì (UF)[I;J ] ⊂ T
∗
J [I]. Îòìåòèì, ÷òî

(F∗
0(J ),T∗

J [I]) (1.9)

åñòü õàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì âñå ìíîæåñòâà ΦJ (J), J ∈ J , çàìêíóòû (çàìêíóòû

â ÒÏ (1.9)). Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì, ÷òî

(UF)[I;J ] ⊂ T
∗
J [I] ∩CF∗

0
(J )[T

∗
J [I]], (1.10)

òî åñòü âñå ìíîæåñòâà èç (UF)[I;J ] îòêðûòî-çàìêíóòû â ñìûñëå (1.9); ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ,

ñëåäîâàòåëüíî, íóëüìåðíûì ÒÏ.

Åñëè J ∈ P ′(J ), òî â âèäå F∗
0(J |J)

△
= {U ∈ F∗

0(J )|J ⊂ U} èìååì (ñì. (1.10)) ìíîæåñòâî,

çàìêíóòîå â ÒÏ (1.9).

Çàìå÷àíèå 1.1. Ïóñòü J ∈ (alg)[I]. Òîãäà ÒÏ (1.9) � êîìïàêò (êîìïàêòíîå õàóñäîð�îâî

ïðîñòðàíñòâî), ïðîñòðàíñòâî Ñòîóíà. Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî [15, çàìå÷àíèå 3.3℄ â äàííîì

ñëó÷àå (êîìïàêòà Ñòîóíà)

(UF)[I;J ] = T
∗
J [I] ∩CF∗

0
(J )[T

∗
J [I]], (1.11)

òî åñòü (UF)[I;J ] èñ÷åðïûâàåò ¾çàïàñ¿ îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â ÒÏ (1.9). �

×àñòíûé ñëó÷àé: óëüòðà�èëüòðû ñåìåéñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ I. Â ïðåäåëàõ íà-

ñòîÿùåãî ïóíêòà ïîëàãàåì, ÷òî J = P(I), ãäå I � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî

ó÷èòûâàåòñÿ â îáîçíà÷åíèÿõ. Èòàê,

β0[I]
△
= β0

P(I)[I] = {B ∈ P ′(P ′(I)) | ∀B1 ∈ B ∀B2 ∈ B ∃B3 ∈ B : B3 ⊂ B1 ∩B2}, (1.12)

F[I]
△
= F

∗(P(I)) = {F ∈ P ′(P ′(I)) | (A ∩B ∈ F ∀A ∈ F ∀B ∈ F)&(∀F ∈ F ∀ J ∈ P(I)

(F ⊂ J) =⇒ (J ∈ F))},
(1.13)
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(I − fi)[B]
△
= (I − fi)[B | P(I)] = {J ∈ P(I) | ∃B ∈ B : B ⊂ J} ∈ F[I] ∀B ∈ β0[I],

(I − ult)[x]
△
= ((I,P(I)) − ult)[x] = {J ∈ P(I) | x ∈ J} ∀x ∈ I.

Èç (1.6), â ñâîþ î÷åðåäü, âûòåêàåò, ÷òî

Fu[I]
△
= F

∗
0(P(I)) = {U ∈ F[I] | ∀ F ∈ F[I] (U ⊂ F) =⇒ (U = F)} = {U ∈ F[I] |

∀ J ∈ P(I) (J ∩ U 6= ∅ ∀U ∈ U) =⇒ (J ∈ U)} ∈ P ′(F[I]),
(1.14)

ïðè÷åì (I − ult)[x] ∈ Fu[I] ∀x ∈ I. Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (1.8)

Φ0(L|I)
△
= ΦP(I)(L) = {U ∈ Fu[I] | L ∈ U} = {U ∈ Fu[I] | L ∩ U 6= ∅ ∀U ∈ U} ∀L ∈ P(I). (1.15)

Ñåìåéñòâî (UF)[I]
△
= (UF)[I;P(I)] = {Φ0(J |I) : J ∈ P(I)} ∈ P ′(P(Fu[I])) ÿâëÿåòñÿ áàçîé

òîïîëîãèè

τ∗0 [I]
△
= T

∗
P(I)[I] = {G ∈ P(Fu[I]) | ∀ U ∈ G ∃U ∈ U : Φ0(U |I) ⊂ G} ∈ (top)[Fu[I]], (1.16)

ïðåâðàùàþùåé Fu[I] â íåïóñòîé êîìïàêò

(Fu[I], τ
∗
0 [I]), (1.17)

äëÿ êîòîðîãî ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(UF)[I] = τ∗0 [I] ∩CFu[I][τ
∗
0 [I]] (1.18)

(ó÷ëè òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî P(I) ∈ (alg)[I]). Çàìåòèì, ÷òî ïîñðåäñòâîì (1.12)�(1.16) îïðå-

äåëåíà êîíñòðóêöèÿ, ïðèâîäÿùàÿ [16, . 165�167℄ ê êîìïàêòè�èêàöèè Ñòîóíà�×åõà, ðåàëèçóå-

ìîé â (1.17); (1.18) îïðåäåëÿåò õàðàêòåðíîå ïðåäñòàâëåíèå îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â ÒÏ

(1.17).

Åñëè I ∈ P ′(P(I)), òî ïîëàãàåì, ÷òî

F0
u[I|I]

△
= {U ∈ Fu[I] | I ⊂ U}; (1.19)

ó/� èç F0
u[I|I] ðàññìàòðèâàåì êàê I-äîïóñòèìûå, à ñàìî ñåìåéñòâî I èãðàåò ðîëü ÎÀÕ.

Ýëåìåíòû òîïîëîãèè. Â íàñòîÿùåì ïóíêòå �èêñèðóåì ìíîæåñòâî I, I 6= ∅, è òîïîëîãèþ
τ ∈ (top)[I], ïîëó÷àÿ â âèäå (I, τ) ñîîòâåòñòâóþùåå ÒÏ. Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, τ ∈ π[E], à ïîòîìó
ÒÏ (I, τ) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ÈÏ â îãîâîðåííîì ðàíåå ðàñøèðèòåëüíîì òîëêîâàíèè.

Åñëè x ∈ I, òî N0
τ (x)

△
= {G ∈ τ | x ∈ G} ∈ F

∗(τ) (�èëüòð îòêðûòûõ îêðåñòíîñòåé x) è,
â ÷àñòíîñòè, N0

τ (x) ∈ β0[I], à ïîòîìó îïðåäåëåí �èëüòð

Nτ (x)
△
= (I − fi)[N0

τ (x)] ∈ F[I]

îêðåñòíîñòåé òî÷êè x â ÒÏ (I, τ), ïîíèìàåìûõ â ñìûñëå [17, ãë. I℄. Åñëè H ∈ P(I), òî ÷åðåç

cl(H, τ) îáîçíà÷àåì çàìûêàíèå H â ÒÏ (I, τ):

cl(H, τ) = {x ∈ I | S ∩H 6= ∅ ∀S ∈ Nτ (x)} = {x ∈ I | G ∩H 6= ∅ ∀G ∈ N0
τ (x)} ∈ CI [τ ].

Êðîìå òîãî, óñëîâèìñÿ î ñëåäóþùåì ñîãëàøåíèè:

(τ − Int)[H]
△
= {x ∈ I | H ∈ Nτ (x)} ∀H ∈ P(I).

Òåì ñàìûì îïðåäåëåí îïåðàòîð âíóòðåííîñòè â (I, τ).
Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî [17, ãë. I℄ ∀B ∈ β0[I] ∀x ∈ I

(

B
τ

=⇒ x
)

def
⇐⇒ (Nτ (x) ⊂ (I − fi)[B]). (1.20)

Òåì ñàìûì îïðåäåëåíà ñõîäèìîñòü ÁÔ è, â ÷àñòíîñòè, �èëüòðîâ ìíîæåñòâà I.
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� 2. Ìíîæåñòâà ïðèòÿæåíèÿ (êðàòêèå ñâåäåíèÿ)

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå �èêñèðóåì íåïóñòûå ìíîæåñòâà X è Y, îòîáðàæåíèå f ∈ Y
X
è (íåïóñòîå)

ñåìåéñòâî X ∈ P ′(P(X)). Ôèêñèðóåì òàêæå òîïîëîãèþ τ ∈ (top)[Y]. �àññìàòðèâàåì X â êà÷å-

ñòâå ïðîñòðàíñòâà îáû÷íûõ (ïî ñìûñëó ðåàëèçóåìûõ) ðåøåíèé, à Y � â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà

ðåçóëüòàòîâ èëè îöåíîê; f èíòåðïðåòèðóåì êàê ñâîåîáðàçíûé öåëåâîé îïåðàòîð, à ñåìåéñòâî

X � êàê ÎÀÕ. Âïðî÷åì, âîçìîæíà è äðóãàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: (Y, τ) � ïðîñòðàíñòâî îáîáùåí-

íûõ ýëåìåíòîâ, îñíàùàåìîå ¾ïîäõîäÿùåé¿ òîïîëîãèåé, f � îïåðàòîð ïîãðóæåíèÿ (îáû÷íûõ

ðåøåíèé). Ïðè âñåì ðàçëè÷èè óïîìÿíóòûõ òîëêîâàíèé �îðìàëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ â âèäå ÌÏ

ÿâëÿåòñÿ îäíîé è òîé æå. Íàïîìíèì, ÷òî [17, ãë. I℄ f1[B] ∈ β0[Y] ∀B ∈ β0[X]. Ïîýòîìó (ñì. (1.20))
ïðè B ∈ β0[X] è y ∈ Y

(

f1[B]
τ

=⇒ y
)

⇐⇒
(

Nτ (y) ⊂ (Y− fi)[f1[B]]
)

;

â êà÷åñòâå B ìîæíî èñïîëüçîâàòü �èëüòð è, â ÷àñòíîñòè, ó/� ìíîæåñòâà X. Îïðåäåëÿåì ÌÏ

â (Y, τ) íà çíà÷åíèÿõ f, ïîëàãàÿ [5℄, ÷òî

(as)[X;Y; τ ; f ;X ]
△
=
{

y ∈ Y | ∃ U ∈ F0
u[X|X ] : f1[U ]

τ
=⇒ y

}

. (2.1)

Îòìåòèì, ÷òî ÌÏ (2.1) äîïóñêàåò ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå â êëàññå íàïðàâëåííîñòåé

(ñì. [5℄). Êðîìå òîãî, èìååì èìïëèêàöèþ

(∀X1 ∈ X ∀X2 ∈ X ∃X3 ∈ X : X3 ⊂ X1 ∩X2) =⇒

(

(as)[X;Y; τ ; f ;X ] =
⋂

X∈X

cl(f1(X), τ)

)

.

� 3. Âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà ïðèòÿæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå óëüòðà�èëüòðîâ

Ôèêñèðóåì äàëåå íåïóñòîå ìíîæåñòâî E â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà îáû÷íûõ ðåøåíèé. �àñ-

ñìàòðèâàåì, ñëåäîâàòåëüíî, E â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà X ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Â êà÷åñòâå Y

áóäåì èñïîëüçîâàòü ìíîæåñòâî Fu[E] (ñì. (1.14)), τ (ñì. ïðåäûäóùèé ðàçäåë) îòîæäåñòâëÿåì

ñ τ∗0 [E], ïîëó÷àÿ â âèäå

(Fu[E], τ∗0 [E]) (3.1)

íåïóñòîé íóëüìåðíûé êîìïàêò. Çàìåòèì, ÷òî [11, òåîðåìà 6.2.27℄ íà ñàìîì æå äåëå (3.1) åñòü

ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî, òî åñòü

cl(G, τ∗0 [E]) ∈ τ∗0 [E] ∀G ∈ τ∗0 [E] (3.2)

(ó÷èòûâàåì, ÷òî êàæäîå äèñêðåòíîå ÒÏ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî).

Çàìå÷àíèå 3.1. Â öåëÿõ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïðèâåäåì ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà (3.2),

íå îáðàùàÿñü ê [11, òåîðåìà 6.2.27℄.

Íàïîìíèì, ÷òî [18, ðàçäåë 3℄ ìíîæåñòâî {(E − ult)[x] : x ∈ E} âñþäó ïëîòíî â ÒÏ (3.1):

Fu[E] = cl({(E − ult)[x] : x ∈ E}, τ∗0 [E]). (3.3)

Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî äëÿ âñÿêèõ ÒÏ (X, t), ìíîæåñòâà A ∈ P(X) ñî ñâîéñòâîì X = cl(A, t)
(A âñþäó ïëîòíî â (X, t)) è ìíîæåñòâà G ∈ t

cl(G, t) = cl(G ∩A, t) (3.4)

(ñì. [11, òåîðåìà 1.3.6℄). Âåðíåìñÿ ê ïðîâåðêå (3.2). Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îòîáðàæåíèå

ϕ
△
= ((E − ult)[x])x∈E ∈ Fu[E]E ,
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êîòîðîå î÷åâèäíûì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé E íà ϕ1(E). Ñ ó÷åòîì (3.3) èìååì, ÷òî Fu[E] =
= cl(ϕ1(E), τ∗0 [E]).

Ïóñòü V ∈ τ∗0 [E]. Òîãäà â ñèëó (3.4) èìååì ðàâåíñòâî

cl (V, τ∗0 [E]) = cl
(

V ∩ ϕ1(E), τ∗0 [E]
)

, (3.5)

ïðè÷åì W
△
= ϕ−1

(

V ∩ ϕ1(E)
)

= ϕ−1(V ) ∈ P(E). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî V ∩ϕ1(E) = ϕ1(W ), à òîãäà
ñîãëàñíî (3.5)

cl(V, τ∗0 [E]) = cl(ϕ1(W ), τ∗0 [E]),

ãäå cl(ϕ1(W ), τ∗0 [E]) = cl({(E−ult)[x] : x ∈ W}, τ∗0 [E]) = Φ0(W |E) ∈ τ∗0 [E] (ñì. (1.18), [18, ïðåä-
ëîæåíèå 4.3℄). Èòàê, cl(V, τ∗0 [E]) ∈ τ∗0 [E]. Ïîñêîëüêó âûáîð V áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëå-

íî (3.2), ÷òî è îçíà÷àåò ýêñòðåìàëüíóþ íåñâÿçíîñòü ÒÏ (3.1). �

Èòàê, (3.1) åñòü ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûé êîìïàêò. Çà�èêñèðóåì äî êîíöà íàñòîÿùåãî ðàçäå-

ëà ñåìåéñòâî E ∈ P ′(P(E)), èìåþùåå ñìûñë ÎÀÕ (â àáñòðàêòíîé çàäà÷å î äîñòèæèìîñòè ïðè

èñïîëüçîâàíèè E â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà îáû÷íûõ ðåøåíèé). Â ýòèõ óñëîâèÿõ ðàññìîòðèì

ìíîæåñòâî F0
u[E|E ] (ñì. (1.19)), èíòåðïðåòèðóåìîå êàê ìíîæåñòâî âñåõ E-äîïóñòèìûõ ó/� E.

Äàííîå ìíîæåñòâî çàìêíóòî â ÒÏ (3.1), ïîñêîëüêó (ñì. (1.15))

F0
u[E|E ] =

⋂

Σ∈E

Φ0(Σ|E); (3.6)

òåïåðü äîñòàòî÷íî ó÷åñòü (1.18). Â ýòîì ñëó÷àå â ñèëó ýêñòðåìàëüíîé íåñâÿçíîñòè ÒÏ (3.1)

èìååì [11, 6.2℄, ÷òî

(τ∗0 [E]− Int)[F0
u[E|E ]] ∈ CFu[E][τ

∗
0 [E]];

èòàê, ìíîæåñòâî (3.6) èìååò çàìêíóòóþ âíóòðåííîñòü. Ïî ýòîé ïðè÷èíå óïîìÿíóòàÿ âíóòðåí-

íîñòü îòêðûòî-çàìêíóòà:

(τ∗0 [E]− Int)[F0
u[E|E ]] ∈ τ∗0 [E] ∩CFu[E][τ

∗
0 [E]]. (3.7)

Èç (1.18) è (3.7) ñëåäóåò, ÷òî (τ∗0 [E]− Int)[F0
u[E|E ]] ∈ (UF)[E], òî åñòü

∃Ξ ∈ P(E) : (τ∗0 [E]− Int)[F0
u[E|E ]] = Φ0(Ξ|E). (3.8)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî (3.6) åñòü ÌÏ â ÒÏ (3.1), à èìåííî (ñì. [9, § 8℄):

F0
u[E|E ] = (as)[E;Fu[E]; τ∗0 [E]; (E − ult)[·]; E ]. (3.9)

Òàêèì îáðàçîì, â (3.8) ðåàëèçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå âíóòðåííîñòè ÌÏ â ïðîñòðàíñòâå ó/� èñ-

õîäíîãî ìíîæåñòâà E. Íèæå äàííîå ïðåäñòàâëåíèå êîíêðåòèçèðóåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðåñå-

÷åíèÿ âñåõ ìíîæåñòâ ñåìåéñòâà E . Äàííîå ïåðåñå÷åíèå â òðàäèöèîííîé äëÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ

òåðìèíîëîãèè (ñì. ââåäåíèå ñòàòüè, à òàêæå [1, ãë. III℄) ìîæåò ðàñìàòðèâàòüñÿ êàê ìíîæåñòâî

òî÷íûõ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè.

Çàìå÷àíèå 3.2. Ñòðîãî ãîâîðÿ, êëàññè�èêàöèÿ Äæ. Âàðãè â [1, ãë. III℄ (òî÷íûå, ïðèáëèæåí-

íûå è îáîáùåííûå ðåøåíèÿ) îòíîñèòñÿ ê çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Îäíàêî ñ íåñóùå-

ñòâåííûìè êîððåêòèâàìè îíà ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíà íà çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè â óñëî-

âèÿõ (ñòàíäàðòíûõ) îãðàíè÷åíèé; ïðè ýòîì èìååòñÿ â âèäó âîçìîæíîñòü îñëàáëåíèÿ ïîñëåä-

íèõ ïîñðåäñòâîì çàìåíû �èêñèðîâàííûõ ìíîæåñòâ îêðåñòíîñòÿìè (ñì. êîíñòðóêöèè ââåäåíèÿ),

÷òî èñïîëüçóåòñÿ â [1, ãë. III℄ ïðè îïðåäåëåíèè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðèâëåêàÿ ÎÀÕ, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü àíàëîãè òî÷íûõ ðåøåíèé Äæ. Âàðãè êàê ýëåìåíòû

ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ ìíîæåñòâ èç E , ïîëó÷àÿ òî÷êè ìíîæåñòâà E, óäîâëåòâîðÿþùèå ñðàçó âñåì

îñëàáëåííûì îãðàíè÷åíèÿì, êîòîðûå çàäàþòñÿ ïîñðåäñòâîì ìíîæåñòâ èç E . Â ýòîé ñâÿçè îò-

ìåòèì ïðèìåð [18, ðàçäåë 1℄, â êîòîðîì òî÷íûõ ðåøåíèé íå ñóùåñòâóåò âîâñå, íî òåì íå ìåíåå

ñîîòâåòñòâóþùåå ÌÏ (¾çàìåíÿþùåå¿ â [18℄ îáëàñòü äîñòèæèìîñòè) òåëåñíî. �
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� 4. Ïîäãîòîâèòåëüíûå êîíñòðóêöèè

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå, èìåÿ êîíå÷íîé öåëüþ ïîëó÷åíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ÌÏ (3.9), îáðàòèìñÿ

ñíà÷àëà ê ñâîéñòâàì ìíîæåñòâ (1.8), �èêñèðóÿ π-ñèñòåìó L ∈ π[E]. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì

î÷åíü ïðîñòîå

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Åñëè L1 ∈ L è L2 ∈ L, òî èñòèííà èìïëèêàöèÿ

(L1 ⊂ L2) =⇒ (ΦL(L1) ⊂ ΦL(L2)). (4.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü L1 ∈ L, L2 ∈ L è ïðè ýòîì L1 ⊂ L2. Âûáåðåì ïðîèç-

âîëüíî ó/� V ∈ ΦL(L1). Òîãäà ñîãëàñíî (1.8) èìååì, ÷òî V ∈ F
∗
0(L) è ïðè ýòîì L1 ∈ V. Òîãäà

ñîãëàñíî (1.4) L2 ∈ V, à ïîòîìó V ∈ ΦL(L2) (ñì. (1.8)), ÷åì è çàâåðøàåòñÿ ïðîâåðêà âëîæåíèÿ

ΦL(L1) ⊂ ΦL(L2), à ñëåäîâàòåëüíî, è èìïëèêàöèè (4.1). �

Ïðåäëîæåíèå 4.2. Åñëè L ∈ π̃0[E], L1 ∈ L è L2 ∈ L, òî èñòèííà èìïëèêàöèÿ

(ΦL(L1) ⊂ ΦL(L2)) =⇒ (L1 ⊂ L2). (4.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü L ∈ π̃0[E], L1 ∈ L è L2 ∈ L. Ïóñòü, êðîìå òîãî,

ΦL(L1) ⊂ ΦL(L2). (4.3)

Ïîêàæåì, ÷òî L1 ⊂ L2. Â ñàìîì äåëå, äîïóñòèì ïðîòèâíîå: L1 \L2 6= ∅. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî

q ∈ L1 \ L2. Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, q ∈ E, à ïîòîìó ñîãëàñíî (1.7)

((E,L) − ult)[q] ∈ F
∗
0(L). (4.4)

Ïðè ýòîì q /∈ L2, à ïîòîìó ñîãëàñíî (1.5) èìååì, ÷òî

L2 /∈ ((E,L) − ult)[q]. (4.5)

Ïîñêîëüêó q ∈ L1, òî (ñì. (1.5)) L1 ∈ ((E,L)− ult)[q] è, êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì ñ ó÷åòîì (1.8)

è (4.4) âêëþ÷åíèå

((E,L) − ult)[q] ∈ ΦL(L1).

Ïîýòîìó â ñèëó (4.3) ((E,L) − ult)[q] ∈ ΦL(L2). Ýòî îçíà÷àåò ñîãëàñíî (1.8), ÷òî

L2 ∈ ((E,L) − ult)[q]. (4.6)

Ñîîòíîøåíèÿ (4.5) è (4.6) âçàèìíî ïðîòèâîðå÷èâû. Ïîëó÷åííîå ïðè óñëîâèè L1 \ L2 6= ∅ ïðî-

òèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå L1 ⊂ L2, ÷åì è çàâåðøàåòñÿ ïðîâåðêà (4.2). �

Ïóñòü äî êîíöà íàñòîÿùåãî ðàçäåëà L ∈ π̃0[E]. Òîãäà èç ïðåäëîæåíèé 4.1, 4.2 èìååì ∀L1 ∈ L,
∀L2 ∈ L

(L1 ⊂ L2) ⇐⇒ (ΦL(L1) ⊂ ΦL(L2)). (4.7)

Êðîìå òîãî, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå

L 7−→ ΦL(L) : L −→ (UF)[E;L]

ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, ÷òî ëåãêî ñëåäóåò èç (4.7) (â ñàìîì äåëå, èç (4.7) âûòåêàåò ïðè L1 ∈ L
è L2 ∈ L, ÷òî

(L1 = L2) ⇐⇒ (ΦL(L1) = ΦL(L2));

óïîìÿíóòîå äîïîëíåíèå ê (4.7) â äàëüíåéøåì íå èñïîëüçóåòñÿ).
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� 5. Ïðåäñòàâëåíèå âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà ïðèòÿæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå

óëüòðà�èëüòðîâ; ðîëü òî÷íûõ ðåøåíèé

Âîçâðàùàåìñÿ ê îáñóæäåíèþ êîíñòðóêöèé ðàçäåëà 3, ó÷èòûâàÿ òîò �àêò, ÷òî P(E) ∈ π̃0[E].
Òîãäà èç (1.15) è (4.7) ïîëó÷àåì ñâîéñòâî ∀L1 ∈ P(E) ∀L2 ∈ P(E)

(L1 ⊂ L2) ⇐⇒ (Φ0(L1|E) ⊂ Φ0(L2|E)). (5.1)

Êàê è â ðàçäåëå 3, �èêñèðóåì ñåìåéñòâî E ∈ P ′(P(E)), èãðàþùåå ðîëü ÎÀÕ. Èñïîëüçóåì

ñâîéñòâà (3.7), (3.8).

Òåîðåìà 5.1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(τ∗0 [E]− Int)[F0
u[E|E ]] = Φ0

(

⋂

Σ∈E

Σ|E

)

. (5.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàïîìíèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ñîãëàñíî (1.15)

Φ0

(

⋂

Σ∈E

Σ|E

)

=

{

U ∈ Fu[E] |
⋂

Σ∈E

Σ ∈ U

}

. (5.3)

Êðîìå òîãî, ñ ó÷åòîì (3.8) �èêñèðóåì ìíîæåñòâî A ∈ P(E), äëÿ êîòîðîãî

(τ∗0 [E]− Int)[F0
u[E|E ]] = Φ0(A|E), (5.4)

ãäå ñîãëàñíî (1.15) Φ0(A|E) = {U ∈ Fu[E]|A ∈ U}. Ñ ó÷åòîì (5.1) ïîëó÷àåì, ÷òî

Φ0

(

⋂

Σ∈E

Σ|E

)

⊂
⋂

Σ∈E

Φ0(Σ|E),

à ïîòîìó (ñì. (3.6)) ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùåå âëîæåíèå:

Φ0

(

⋂

Σ∈E

Σ|E

)

⊂ F0
u[E|E ]. (5.5)

Êðîìå òîãî, èç (1.18) èìååì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ìíîæåñòâî â ëåâîé ÷àñòè (5.5) îòêðûòî:

Φ0

(

⋂

Σ∈E

Σ|E

)

∈ τ∗0 [E],

à â ýòîì ñëó÷àå â ñèëó (5.4) è (5.5) ðåàëèçóåòñÿ âëîæåíèå

Φ0

(

⋂

Σ∈E

Σ|E

)

⊂ Φ0(A|E) (5.6)

è, êàê ñëåäñòâèå (ñì. (5.1), (5.6)), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

⋂

Σ∈E

Σ ⊂ A. (5.7)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (5.4) ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî Φ0(A|E) ⊂ F0
u[E|E ]. Ñ ó÷åòîì (3.6) ïîëó-

÷àåì ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå ñâîéñòâî:

Φ0(A|E) ⊂ Φ0(Σ|E) ∀Σ ∈ E . (5.8)
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Ïîýòîìó èç (5.1) è (5.8) ïîëó÷àåì òåïåðü, ÷òî A ⊂ Σ ∀Σ ∈ E . Èíûìè ñëîâàìè,

A ⊂
⋂

Σ∈E

Σ,

à òîãäà ñ ó÷åòîì (5.7) ïîëó÷àåì î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî

A =
⋂

Σ∈E

Σ. (5.9)

Èç (5.4) è (5.9) âûòåêàåò òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå (5.2). �

Èç òåîðåìû 5.1 âûòåêàåò (ñì. [18, ïðåäëîæåíèå 4.3℄), ÷òî

(τ∗0 [E]− Int)[F0
u[E|E ]] = cl

({

(E − ult)[x] : x ∈
⋂

Σ∈E

Σ

}

, τ∗0 [E]

)

. (5.10)

Èç (5.10) âèäíî, ÷òî âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà (3.9) (ïîñëåäíåå åñòü ÌÏ â ïðîñòðàíñòâå ó/�

ìíîæåñòâà E) æåñòêî ñâÿçàíà ñ ïðîñòðàíñòâîì òî÷íûõ (îáû÷íûõ) ðåøåíèé, òî åñòü ðåøåíèé,

ñîäåðæàùèõñÿ â êàæäîì ìíîæåñòâå ñåìåéñòâà E .
Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (1.13), (1.15) Φ0(∅|E) = ∅, à ïîòîìó èìååì ñëåäóþùóþ èìïëèêàöèþ:

(

⋂

Σ∈E

Σ = ∅

)

=⇒ ((τ∗0 [E]− Int)[F0
u[E|E ]] = ∅). (5.11)

Â òî æå âðåìÿ â óñëîâèÿõ èñòèííîñòè ïîñûëêè â (5.11) ñàìî ìíîæåñòâî (3.9) ìîæåò áûòü

íåïóñòûì.

Ñëåäóÿ [18, (4.14)℄, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî

F00
u [E]

△
=

{

U ∈ F0
u[E] |

⋂

U∈U

U = ∅

}

âñåõ ñâîáîäíûõ ó/� ìíîæåñòâà E, à òàêæå ìíîæåñòâî [18, (4.15)℄

F00
u [E|E ]

△
= F0

u[E|E ] ∩ F00
u [E] = {U ∈ F00

u [E] | E ⊂ U}

âñåõ ñâîáîäíûõ äîïóñòèìûõ (â ñìûñëå ÎÀÕ E) ó/� ìíîæåñòâà E. Ïðè ýòîì, êîíå÷íî,

(F0
u[E] = {(E − ult)[x] : x ∈ E} ∪ F00

u [E]) & ((E − ult)[x] /∈ F00
u [E] ∀x ∈ E)

(êàæäûé ó/� ìíîæåñòâà E ÿâëÿåòñÿ ëèáî òðèâèàëüíûì, ëèáî ñâîáîäíûì). Íàïîìíèì òàêæå,

÷òî [18, (4.15)℄

F00
u [E|E ] = F0

u[E|E ]
∖

{

(E − ult)[x] : x ∈
⋂

Σ∈E

Σ

}

= F0
u[E|E ] \ {(E − ult)[x] : x ∈ E}.

Âîçâðàùàÿñü ê òåîðåìå 5.1, îòìåòèì, ÷òî â ñèëó çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà (3.6) â ÒÏ (3.1) ìíî-

æåñòâî

F0
u[E|E ] \ Φ0

(

⋂

Σ∈E

Σ|E

)

(5.12)

åñòü ãðàíèöà (3.6) â óïîìÿíóòîì ÒÏ.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Èìååò ìåñòî âëîæåíèå

F0
u[E|E ] \Φ0

(

⋂

Σ∈E

Σ|E

)

⊂ F00
u [E|E ]. (5.13)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü U � ó/� èç ìíîæåñòâà â ëåâîé ÷àñòè (5.13): U ∈ F0
u[E|E ]

è âìåñòå ñ òåì

U /∈ Φ0

(

⋂

Σ∈E

Σ|E

)

. (5.14)

Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, U ∈ Fu[E] è ïðè ýòîì èìååò ìåñòî

E ⊂ U . (5.15)

Ïîêàæåì, ÷òî U ∈ F00
u [E]. Â ñàìîì äåëå, äîïóñòèì ïðîòèâíîå: U /∈ F00

u [E]. Òîãäà [18, (4.14)℄

U = (E − ult)[x∗] äëÿ íåêîòîðîãî x∗ ∈ E. Èç (5.15) ñëåäóåò òîãäà, ÷òî x∗ ∈ Σ ∀Σ ∈ E . Ïîýòîìó

x∗ ∈
⋂

Σ∈E

Σ,

÷òî îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî âêëþ÷åíèÿ:

⋂

Σ∈E

Σ ∈ U .

Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîñëåäíåå îçíà÷àåò (ñì. (1.15)), ÷òî (5.14) íåâîçìîæíî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâî-

ðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå U ∈ F00
u [E], è, ñ ó÷åòîì (5.15), ïîëó÷àåì, ÷òî U ∈ F00

u [E|E ].
Ïîñêîëüêó âûáîð U áûë ïðîèçâîëüíûì, (5.13) äîêàçàíî (çàìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî

áûëî áû íåñêîëüêî ñîêðàòèòü, èñïîëüçóÿ [18, (4.11)℄). �

Èòàê, ãðàíèöà ìíîæåñòâà (3.6) â ÒÏ (3.1) ñîñòîèò òîëüêî èç ñâîáîäíûõ ó/�. ×òî æå êàñàåòñÿ

âíóòðåííîñòè (ñì. (5.10)), òî îíà ñîñòîèò èç òî÷íûõ â ñóùåñòâåííîì [18, . 225℄ ÎÝ, òî åñòü èç

îáîáùåííûõ ïðåäåëîâ òî÷íûõ ðåøåíèé. Îòìåòèì åùå îäíî âåñüìà î÷åâèäíîå

Çàìå÷àíèå 5.1. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå âëîæåíèå:

F0
u[E|E ] \ (τ∗0 [E]− Int)[F0

u[E|E ]] = F0
u[E|E ] \ Φ0

(

⋂

Σ∈E

Σ|E

)

⊂

⊂ cl

({

(E − ult)[x] : x ∈ E
∖

(

⋂

Σ∈E

Σ

)}

, τ∗0 [E]

)

.
(5.16)

Â ñàìîì äåëå, âîñïîëüçóåìñÿ (5.10) è òåì î÷åâèäíûì �àêòîì, ÷òî

{(E − ult)[x] : x ∈ E} =

{

(E − ult)[x] : x ∈
⋂

Σ∈E

Σ

}

⋃

{

(E − ult)[x] : x ∈ E
∖

(

⋂

Σ∈E

Σ

)}

,

à ïîòîìó â ñèëó àääèòèâíîñòè îïåðàòîðà çàìûêàíèÿ èìååì (ñì. (3.3),(5.10), [18, . 221℄), ÷òî

Fu[E] = cl({(E − ult)[x] : x ∈ E}, τ∗0 [E]) = cl

(

{

(E − ult)[x] :

x ∈
⋂

Σ∈E

Σ
}

, τ∗0 [E]

)

∪ cl

(

{(E − ult)[x] : x ∈ E
∖

(

⋂

Σ∈E

Σ

)

}, τ∗0 [E]

)

=

= (τ∗0 [E]− Int)[F0
u[E|E ]] ∪ cl

({

(E − ult)[x] : x ∈ E
∖

(

⋂

Σ∈E

Σ

)}

, τ∗0 [E]

)

.

(5.17)

Ïîñêîëüêó F0
u[E|E ] ⊂ Fu[E], èç (5.17) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñâîéñòâî (5.16), êîòîðîå îçíà÷àåò

ñîäåðæàòåëüíî, ÷òî ó/�, ïðèíàäëåæàùèå ãðàíèöå ÌÏ (3.9), îêàçûâàþòñÿ àïïðîêñèìèðóåìûìè

îáû÷íûìè ðåøåíèÿìè ¾èçâíå¿ ïî îòíîøåíèþ ê òî÷íûì îãðàíè÷åíèÿì, êîòîðûå (ñì. ââåäåíèå)

îïðåäåëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ ìíîæåñòâ èç E (ñ ó÷åòîì (5.10) èìååì òàêæå äëÿ

óïîìÿíóòûõ ó/� �àêò íåâîçìîæíîñòè àïïðîêñèìàöèè ¾èçíóòðè¿).

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî (3.6) çàìêíóòî â ÒÏ (3.1). Â ñâÿçè ñ âîïðîñîì î êàíîíè÷åñêîé çà-

ìêíóòîñòè (ñì. [11, . 45℄) äàííîãî ìíîæåñòâà îòìåòèì ñëåäóþùåå: åñëè ãðàíèöà ìíîæåñòâà (3.6)

íåïóñòà, òî ñàìî ýòî ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêè çàìêíóòûì â ñìûñëå (3.1) (äåéñòâè-

òåëüíî, ñîãëàñíî (5.10) âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà (3.6) çàìêíóòà). Íà ñàìîì æå äåëå èìååò ìåñòî

î÷åâèäíîå
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Ïðåäëîæåíèå 5.2. Ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ:

(1) ìíîæåñòâî F0
u[E|E ] (3.6) êàíîíè÷åñêè çàìêíóòî â ÒÏ (3.1);

(2) ãðàíèöà ìíîæåñòâà (3.6) â ÒÏ (3.1) ïóñòà;

(3) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî F0
u[E|E ] = Φ0

(

⋂

Σ∈E

Σ|E

)

.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííîãî ïåðåä ïðåäëîæåíèåì, ñëåäóåò

èìïëèêàöèÿ (1) =⇒ (2). Äàëåå, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1

Φ0

(

⋂

Σ∈E

Σ|E

)

⊂ F0
u[E|E ], (5.18)

ïðè ýòîì ãðàíèöà ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà (3.6) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì (5.12). Ïîýòîìó

(ñì. (5.18)) (2) =⇒ (3). Ïóñòü èñòèííî (3). Òîãäà â ñèëó (1.18)

Φ0

(

⋂

Σ∈E

Σ|E

)

∈ CFu[E][τ
∗
0 [E]], (5.19)

à ïîòîìó çàìûêàíèå ìíîæåñòâà (5.19) ñîâïàäàåò ñ F0
u[E|E ]. Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 5.1, ïîëó÷àåì,

÷òî F0
u[E|E ] åñòü êàíîíè÷åñêè çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ÒÏ (3.1). Èòàê, (3) =⇒ (1). �

� 6. Íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ó/� π-ñèñòåì. Èòàê, �èêñèðóåì
íåïóñòîå ìíîæåñòâî E è (îòäåëèìóþ) π-ñèñòåìó L ∈ π̃0[E], ïîëó÷àÿ øèðîêî ïîíèìàåìîå ÈÏ.

Êðîìå òîãî, �èêñèðóåì E ∈ P ′(L) (ñåìåéñòâî E ñîñòîèò, ñëåäîâàòåëüíî, èç ¾èçìåðèìûõ¿ ìíî-

æåñòâ), ïðè÷åì âñþäó â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

⋂

Σ∈E

Σ ∈ L. (6.1)

Çàìå÷àíèå 6.1. Îòìåòèì íåêîòîðûå î÷åâèäíûå ïðèìåðû ÈÏ (E,L) è ñåìåéñòâà E , äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíåíî (6.1).

�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà (íåïóñòîå) ìíîæåñòâî E îñíàùåíî òîïîëîãèåé t ∈
∈ (top)[E], äëÿ êîòîðîé (E, t) åñòü T1-ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü L = CE[t] (L � ñåìåéñòâî âñåõ

çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â T1-ïðîñòðàíñòâå (E, t)). Òîãäà {x} ∈ L ∀x ∈ E. Â ÷àñòíîñòè, èìååì

ñâîéñòâî L ∈ π̃0[E]. Èòàê, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå L � îòäåëèìàÿ π-ñèñòåìà. Åñëè E ∈ P ′(L),
òî (6.1) íåïðåìåííî èìååò ìåñòî â ñèëó ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ

â ÒÏ.

�àññìîòðèì äðóãîé ïðèìåð, ïîëàãàÿ òåïåðü, ÷òî L åñòü σ-àëãåáðà ï/ì E, à ñåìåéñòâî E ∈
∈ P ′(L) èìååò ñ÷åòíóþ áàçó, òî åñòü äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(Ei)i∈N : N −→ E ,

ãäå, êàê îáû÷íî, N
△
= {1; 2; . . .} � íàòóðàëüíûé ðÿä, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

∀Σ ∈ E ∃ k ∈ N : Ek ⊂ Σ.

Òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî:

⋂

Σ∈E

Σ =
⋂

s∈N

Es,

÷åì îáåñïå÷èâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü (6.1), ïîñêîëüêó, â ÷àñòíîñòè, Es ∈ L ∀ s ∈ N (ñëåäóåò

ó÷åñòü îïðåäåëåíèå σ-àëãåáðû ìíîæåñòâ). ßñíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

ñòàíäàðòíîãî ÈÏ óñëîâèå (6.1) âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ñàìî E íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ïîä-

ñåìåéñòâî L. �
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Âîçâðàùàÿñü ê îáùåìó ñëó÷àþ òðèïëåòà (E,L, E) ñî ñâîéñòâîì (6.1) (è îòäåëèìîé π-ñèñ-
òåìû L), îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíû F

∗
0(L|E) è (îòêðûòî-çàìêíóòîå) ìíîæåñòâî

ΦL

(

⋂

Σ∈E

Σ

)

∈ T
∗
L[E] ∩CF∗

0
(L)[T

∗
L[E]]. (6.2)

Ñ ó÷åòîì L-èçìåðèìîñòè ìíîæåñòâ èç E ïîëó÷àåì òàêæå, ÷òî îïðåäåëåíû îòêðûòî-çàìêíóòûå

ìíîæåñòâà ΦL(Σ), Σ ∈ E . Ïðè ýòîì, êîíå÷íî,

F
∗
0(L|E) =

⋂

Σ∈E

ΦL(Σ). (6.3)

�àññìîòðèì âîïðîñ î ïðåäñòàâëåíèè âíóòðåííîñòè

(T∗
L[E]− Int)[F∗

0(L|E)] ∈ T
∗
L[E]

ìíîæåñòâà (6.3); äëÿ ïîëó÷àåìîãî äàëåå ïðåäñòàâëåíèÿ ñóùåñòâåííî óñëîâèå (6.1), êîòîðîå,

â ñâîþ î÷åðåäü, îáåñïå÷èâàåò (6.2).

Òåîðåìà 6.1. Âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà (6.3) îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì (6.2):

(T∗
L[E]− Int)[F∗

0(L|E)] = ΦL

(

⋂

Σ∈E

Σ

)

. (6.4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëàãàåì äëÿ êðàòêîñòè G = (T∗
L[E] − Int)[F∗

0(L|E)], ïîëó÷àÿ,
â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî G ∈ T

∗
L[E] ñî ñâîéñòâîì

G ⊂ F
∗
0(L|E). (6.5)

Îòìåòèì, ñëåäóþùóþ î÷åâèäíóþ èìïëèêàöèþ:

(G = ∅) =⇒

(

G ⊂ ΦL

(

⋂

Σ∈E

Σ

))

. (6.6)

Ïóñòü òåïåðü G 6= ∅. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà

B ∈ P ′((UF)[E;L]) (6.7)

èìååì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

G =
⋃

B∈B

B. (6.8)

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî B∗ ∈ B. Òîãäà â ñèëó (6.7)

B∗ = ΦL(L∗) (6.9)

äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà L∗ ∈ L. Ñîãëàñíî (6.3), (6.5) è (6.9)

B∗ ⊂ G ⊂
⋂

Σ∈E

ΦL(Σ). (6.10)

Èç (6.9) è (6.10) ïîëó÷àåì ïðè Σ ∈ E , ÷òî ΦL(L∗) ⊂ ΦL(Σ); ïîñëåäíåå îçíà÷àåò (êîëü ñêîðî

L∗ ∈ L è E ⊂ L), ÷òî L∗ ⊂ Σ (ñì. (4.7)). Èòàê,

L∗ ⊂
⋂

Σ∈E

Σ,
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îòêóäà, â ñâîþ î÷åðåäü, âûòåêàåò (ñì. (6.9)) î÷åâèäíîå ñâîéñòâî

B∗ = ΦL(L∗) ⊂ ΦL

(

⋂

Σ∈E

Σ

)

.

Ïîñêîëüêó âûáîð B∗ áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî

B ⊂ ΦL

(

⋂

Σ∈E

Σ

)

∀B ∈ B.

Ñ ó÷åòîì (6.8) ïîëó÷àåì, êàê ñëåäñòâèå, ñëåäóþùåå âëîæåíèå:

G ⊂ ΦL

(

⋂

Σ∈E

Σ

)

(6.11)

ïðè G 6= ∅. Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâèëè èìïëèêàöèþ

(G 6= ∅) =⇒

(

G ⊂ ΦL

(

⋂

Σ∈E

Σ

))

,

à òîãäà (ñì. (6.6)) èìååì óæå òîò �àêò, ÷òî âëîæåíèå (6.11) èìååò ìåñòî âî âñåõ âîçìîæíûõ

ñëó÷àÿõ. Îñòàëîñü óñòàíîâèòü âëîæåíèå, ïðîòèâîïîëîæíîå (6.11). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïðè

Σ̃ ∈ E
⋂

Σ∈E

Σ ⊂ Σ̃,

ïîýòîìó ïîëó÷àåì (ñì. (6.1)) ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå âëîæåíèå:

ΦL

(

⋂

Σ∈E

Σ

)

⊂ ΦL(Σ̃).

Êàê ñëåäñòâèå, èìååì (ïîñêîëüêó âûáîð Σ̃ áûë ïðîèçâîëüíûì), ÷òî

ΦL

(

⋂

Σ∈E

Σ

)

⊂
⋂

Σ∈E

ΦL(Σ),

à òîãäà ñ ó÷åòîì (6.3) ïîëó÷àåì îöåíêó

ΦL

(

⋂

Σ∈E

Σ

)

⊂ F
∗
0(L|E). (6.12)

Èç (6.2) è (6.12) ñëåäóåò ïî îïðåäåëåíèþ âíóòðåííîñòè, â ñâîþ î÷åðåäü, ÷òî

ΦL

(

⋂

Σ∈E

Σ

)

⊂ G. (6.13)

Òåì ñàìûì (ñì. îïðåäåëåíèå G) îáîñíîâàíèå ðàâåíñòâà (6.4) çàâåðøåíî. �

Íàïîìíèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà (E,L) èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñâîé-
ñòâî ìàêñèìàëüíîñòè òðèâèàëüíûõ ó/�: ((E,L) − ult)[x] ∈ F

∗
0(L) ∀x ∈ E. Áîëåå òîãî [20℄,

F
∗
0(L) = cl({((E,L) − ult)[x] : x ∈ E},T∗

L[E]). (6.14)

Èç îáùèõ ñâîéñòâ îïåðàòîðà âíóòðåííîñòè âûòåêàåò, ÷òî

F
∗
0(L|E) \ ΦL

(

⋂

Σ∈E

Σ

)

= F
∗
0(L|E) \ (T

∗
L[E] − Int)[F∗

0(L|E)] (6.15)
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åñòü ãðàíèöà çàìêíóòîãî (ñì. (6.2), (6.3)) ìíîæåñòâà F
∗
0(L|E) è, â ÷àñòíîñòè,

F
∗
0(L|E) \ ΦL

(

⋂

Σ∈E

Σ

)

⊂ cl(F∗
0(L) \ F

∗
0(L|E),T

∗
L[E]). (6.16)

Êðîìå òîãî, â ñèëó àääèòèâíîñòè îïåðàòîðà çàìûêàíèÿ èìååì èç (6.14), ÷òî

F
∗
0(L) = cl

({

((E,L) − ult)[x] : x ∈
⋂

Σ∈E

Σ

}

,T∗
L[E]

)

⋃

⋃

cl

({

((E,L) − ult)[x] : x ∈ E \

(

⋂

Σ∈E

Σ

)}

,T∗
L[E]

)

,
(6.17)

ãäå

cl

({

((E,L)− ult)[x] : x ∈
⋂

Σ∈E

Σ

}

,T∗
L[E]

)

= ΦL

(

⋂

Σ∈E

Σ

)

. (6.18)

Ïîýòîìó èìååì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî (ñì. (6.17))

F
∗
0(L|E) \ ΦL

(

⋂

Σ∈E

Σ

)

⊂ F
∗
0(L) \ ΦL

(

⋂

Σ∈E

Σ

)

⊂

⊂ cl

({

((E,L) − ult)[x] : x ∈ E \

(

⋂

Σ∈E

Σ

)}

,T∗
L[E]

)

(6.19)

(ïîëó÷èëè ñâîéñòâî àïïðîêñèìàòèâíîé ðåàëèçóåìîñòè ¾èçâíå¿ äëÿ ó/� èç ìíîæåñòâà F
∗
0 (L|E) \

\ΦL

(

⋂

Σ∈E

Σ

)

). Ñ ó÷åòîì òåîðåìû 6.1 ïîëó÷àåì, ÷òî

F
∗
0(L|E) \ (T

∗
L[E] − Int)[F∗

0(L|E)] ⊂ cl

({

((E,L) − ult)[x] : x ∈ E \

(

⋂

Σ∈E

Σ

)}

,T∗
L[E]

)

.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì (6.18). Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âëîæåíèå:

F
∗
0(L|E) \ ΦL

(

⋂

Σ∈E

Σ

)

⊂ F
∗
0(L) \ cl

({

((E,L)− ult)[x] : x ∈
⋂

Σ∈E

Σ

}

,T∗
L[E]

)

, (6.20)

÷òî ãîâîðèò î íåâîçìîæíîñòè àïïðîêñèìàòèâíîé ðåàëèçàöèè ¾èçíóòðè¿ (ïî îòíîøåíèþ ê ïå-

ðåñå÷åíèþ ìíîæåñòâ èç E) äëÿ ó/� èç ìíîæåñòâà â ëåâîé ÷àñòè (6.20)).

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè (ïðè óñëîâèÿõ E ⊂ L è (6.1)) ïðàêòè÷åñêè ïîëíûé àíàëîã ñèòóàöèè,

èìåþùåé ìåñòî â ñõåìå ðàçäåëà 5 ïðè ðàññìîòðåíèè ó/� ìíîæåñòâà E. Â ñâÿçè ñ (6.19) îòìåòèì,

÷òî [20℄

cl

({

((E,L) − ult)[x] : x ∈ E
∖

(

⋂

Σ∈E

Σ

)}

,T∗
L[E]

)

=

=

{

U ∈ F
∗
0(L) |

(

E
∖

(

⋂

Σ∈E

Σ

))

∩ U 6= ∅ ∀U ∈ U

}

.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñâîáîäíûå ó/� ÈÏ (E,L), ïîëàãàÿ

F
∗
0,f (L)

△
=

{

U ∈ F
∗
0 (L) |

⋂

U∈U

U = ∅

}

;

ÿñíî, ÷òî F
∗
0(L) = F

∗
0,f (L)∪{((E,L)−ult)[x] : x ∈ E} è ïðè ýòîì ((E,L)−ult)[y] /∈ F

∗
0,f (L) ∀ y ∈ E.

Îòìåòèì åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ïðåäëîæåíèÿ 5.1.



106 À. �. ×åíöîâ

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2014. Âûï. 3

Ïðåäëîæåíèå 6.1. Èìååò ìåñòî âëîæåíèå

F
∗
0(L|E) \ (T

∗
L[E]− Int)[F∗

0(L|E)] ⊂ {U ∈ F
∗
0,f (L) | E ⊂ U}. (6.21)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Ω � ìíîæåñòâî â ïðàâîé ÷àñòè (6.21). Âûáåðåì ïðîèç-

âîëüíûé ó/� U èç ìíîæåñòâà â ëåâîé ÷àñòè (6.21) (U � ýëåìåíò ãðàíèöû ìíîæåñòâà F
∗
0(L|E)).

Òîãäà U ∈ F∗
0(L) è ïðè ýòîì (ñì. òåîðåìó 6.1)

(E ⊂ U) &

(

U /∈ ΦL

(

⋂

Σ∈E

Σ

))

. (6.22)

Ïîêàæåì, ÷òî U ∈ F
∗
0,f (L). Äîïóñòèì ïðîòèâíîå; òîãäà U = ((E,L) − ult)[x∗], ãäå x∗ ∈ E. Èç

(1.5) è ïåðâîãî ïîëîæåíèÿ â (6.22) èìååì, ÷òî x∗ ∈ Σ ∀Σ ∈ E . Ïîýòîìó ñîãëàñíî (1.8)

U ∈ ΦL

(

⋂

Σ∈E

Σ

)

,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò âòîðîìó ïîëîæåíèþ â (6.22). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òðåáó-

åìîå ñâîéñòâî U ∈ F
∗
0,f (L). Ñ ó÷åòîì æå ïåðâîãî ïîëîæåíèÿ â (6.22) ïîëó÷àåì, ÷òî U ∈ Ω. Èòàê,

(6.21) óñòàíîâëåíî. �

Çàìå÷àíèå 6.2. Åñëè ãðàíèöà ìíîæåñòâà F
∗
0(L|E) íåïóñòà, òî ñàìî ýòî (çàìêíóòîå) ìíîæå-

ñòâî íå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêè çàìêíóòûì â (F∗
0(L),T

∗
L[E]). Â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî òåîðåìå 6.1

è (1.10) ìíîæåñòâî (6.4) çàìêíóòî â ñìûñëå T
∗
L[E]. Îñòàëîñü ó÷åñòü (6.15).

Åñòåñòâåííûì àíàëîãîì ïðåäëîæåíèÿ 5.2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 6.2. Ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ:

(1′) ìíîæåñòâî F∗
0(L|E) êàíîíè÷åñêè çàìêíóòî â òîïîëîãèè T∗

L[E];
(2′) ãðàíèöà ìíîæåñòâà F

∗
0(L|E) â ÒÏ (F∗

0(L),T
∗
L[E]) ïóñòà;

(3′) F∗
0(L|E) = ΦL

(

⋂

Σ∈E

Σ

)

.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìïëèêàöèÿ (1′) =⇒ (2′) ñëåäóåò èç ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííîãî
â çàìå÷àíèè 6.2. Ïîñêîëüêó

ΦL

(

⋂

Σ∈E

Σ

)

⊂ F
∗
0(L|E)

(ñì. òåîðåìó 6.1), òî ñîãëàñíî (6.15) â ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòè (2′) èìååì óòâåðæäåíèå (3′). Èòàê,
(2′) =⇒ (3′). Åñëè æå èñòèííî (3'), òî â ñèëó çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà F

∗
0(L|E) â òîïîëîãèè T

∗
L[E]

(ñì. (6.14), òåîðåìó 6.1) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

F
∗
0(L|E) = cl((T∗

L[E]− Int)[F∗
0(L|E)],T

∗
L[E]),

îçíà÷àþùåå ñïðàâåäëèâîñòü (1′). Èòàê, (3′) =⇒ (1′). �

Çàìå÷àíèå 6.3. Îòìåòèì îäíî î÷åâèäíîå îáùåå ñâîéñòâî: åñëè X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî,

τ ∈ (top)[X] è F ∈ CX [τ ], òî ãðàíèöà ìíîæåñòâà F (êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò

ñ F \ (τ − Int)[F ]) íåïðåìåííî èìååò ïóñòóþ âíóòðåííîñòü è ÿâëÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ìíî-

æåñòâîì, íèãäå íå ïëîòíûì â ÒÏ (X, τ) (íàïîìíèì â ýòîé ñâÿçè, ÷òî óïîìÿíóòàÿ ãðàíèöà �

çàìêíóòîå ìíîæåñòâî); ñì. [22, . 45, 46℄. Äàííîå ñâîéñòâî ïðèìåíèìî ê ìíîæåñòâó (3.6), çàìê-

íóòîìó â ñìûñëå ÒÏ (3.1). Êðîìå òîãî, îíî ïðèìåíèìî è ê ìíîæåñòâó (6.3): åñëè L ∈ π[E],
òî âíóòðåííîñòü ãðàíèöû (çàìêíóòîãî) ìíîæåñòâà F

∗
0(L|E), ãäå E ∈ P ′(L), ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì

ìíîæåñòâîì (äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ïîëåçíî ó÷èòûâàòü â ñâÿçè ñ ïðèìåðîì [18, ðàçäåë 2℄).
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� 7. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàìêàõ èíòåðïðåòàöèè ïðîáëåìû òî÷íîãî ñîáëþäåíèÿ îãðàíè÷åíèé â âèäå ¾îäíîâðåìåí-

íîãî¿ ñîáëþäåíèÿ ñèñòåìû îñëàáëåííûõ îãðàíè÷åíèé óñòàíîâëåíû íåêîòîðûå òîïîëîãè÷åñêèå

ñâîéñòâà ìíîæåñòâà øèðîêî ïîíèìàåìûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé (èìåþòñÿ â âèäó íåñåêâåí-

öèàëüíûå àíàëîãè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé Äæ. Âàðãè), îáëàäàþùèõ äîïóñòèìîñòüþ ïî îò-

íîøåíèþ ê ÎÀÕ. Ïîêàçàíî, ÷òî ÷àñòíîìó ñëó÷àþ òî÷íîãî ñîáëþäåíèÿ ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé

(¾îäíîâðåìåííîå¿ ñîáëþäåíèå âñåõ êîíêðåòíûõ óñëîâèé, îïðåäåëÿþùèõ ÎÀÕ) îòâå÷àåò ðåàëè-

çàöèÿ âíóòðåííèõ òî÷åê âûøåóïîìÿíóòîãî ìíîæåñòâà, ðàññìàòðèâàåìîãî â âèäå ï/ì êîìïàêòà

Ñòîóíà�×åõà, à çà àñèìïòîòè÷åñêèå ïî ñóùåñòâó ý��åêòû îòâå÷àþò òî÷êè ãðàíèöû. Ñàìî ýòî

ìíîæåñòâî (äîïóñòèìûõ îáîáùåííûõ ýëåìåíòîâ) ÿâëÿåòñÿ ÌÏ, ñîîòâåòñòâóþùèì çàäàííûì

ÎÀÕ ïðè åñòåñòâåííîì èñòîëêîâàíèè îáû÷íûõ ðåøåíèé â âèäå îáîáùåííûõ. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè

äðóãèõ ñïîñîáàõ ïîñòðîåíèÿ ðàñøèðåíèé (èìåþòñÿ â âèäó ðàñøèðåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ) îò-

ìå÷åííàÿ âûøå õàðàêòåðèçàöèÿ òî÷åê ÌÏ â òåðìèíàõ âíóòðåííîñòè è ãðàíèöû, âîîáùå ãîâîðÿ,

ìåñòà íå èìååò (ñì. ïðèìåð [18, ðàçäåë 2℄); ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñâÿçàíî, ïî-âèäèìîìó,  ¾îãðàíè-

÷åííîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ¿ âàðèàíòà (îáû÷íîãî äëÿ òåîðèè óïðàâëåíèÿ; ñì. [1, ãë. III, IV℄, [21℄

è äð.) ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è â [18, ðàçäåë 2℄. Â ýòîé ñâÿçè ïîëåçíî îòìåòèòü èçâåñò-

íîå ñâîéñòâî êîìïàêòè�èêàöèè Ñòîóíà�×åõà: ïîñëåäíÿÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì â

ñåìåéñòâå âñåõ êîìïàêòè�èêàöèé ïðîèçâîëüíîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà (ñì. [11, . 265℄).

Â ðàçäåëå 6 óñòàíîâëåíû àíàëîãè âûøåóïîìÿíóòûõ ïîëîæåíèé â ñèòóàöèè, êîãäà â êà÷å-

ñòâå îáîáùåííûõ ýëåìåíòîâ èñïîëüçóþòñÿ ó/� øèðîêî ïîíèìàåìûõ ÈÏ (òî÷íåå, ó/� çàäàííîé

îòäåëèìîé π-ñèñòåìû). Ïîëó÷åííûå çäåñü ðåçóëüòàòû äîïîëíÿþò ïîëîæåíèÿ [5,7,8℄. Íàèáîëåå

ïðîäóêòèâíûìè â ýòîé ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ ïîñòðîåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê èñïîëüçîâàíèþ (â êîíñòðóê-

öèÿõ ðàñøèðåíèé) ïðîñòðàíñòâà Ñòîóíà â ñëó÷àå ÈÏ ñ àëãåáðîé ìíîæåñòâ. Â ñâÿçè ñ èññëåäî-

âàíèÿìè äàííîãî ïðîñòðàíñòâà îòìåòèì íåäàâíèå ðàáîòû [23, 24℄.
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To the validity of onstraints in the lass of generalized elements
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The problem of validity of asymptoti onstraints is onsidered. This problem is redued to a generalized

problem in the lass of ultra�lters of initial solution spae. The above-mentioned asymptoti onstraints

are assoiated with the standard omponent de�ned by the usual requirement of belonging to a given

set. This omponent orresponds oneptually to Warga onstrution of exat solutions. At the same time,

under validity of above-mentioned onstraints, asymptoti regimes realizing the idea of validity of belonging

onditions with a �ertain index� an arise; however, the �xed set haraterizing the standard onstraint in

terms of inlusion is replaed by a nonempty family. This family often arises due to sequential weakening of

the belonging onstraint to a �xed set in topologial spae (often metrizable) for an element dependent on the

solution hoie. The elements of above-mentioned family are the sets whih are de�ned by belonging of their

elements to neighborhoods of the given �xed set. But it is possible that the family de�ning the asymptoti

onstraints arises from the very beginning and does not relate to weakening of a standard ondition.

The paper deals with the general ase, for whih the set struture of admissible generalized elements

is investigated. It is shown that for �well-onstruted� generalized problem the standard omponent of

�asymptoti onstraints� is responsible for the realization of the insides of above-mentioned set of admissible

generalized elements; the partiular representation of this topologial property is established. Some orollaries

of mentioned representation onerning generalized admissible elements not approximable (in topologial

sense) by preise solutions are obtained.
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