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Äîêàçàíî, ÷òî ëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà

ẋ = A(t)x+B(t)u, t ∈ R, x ∈ R
n, u ∈ R

m, (1)

ñ êîý��èöèåíòàìè â �îðìå Õåññåíáåðãà ïðè äîñòàòî÷íî øèðîêèõ óñëîâèÿõ íà êîý��èöèåíòû îáëà-

äàåò ñâîéñòâîì ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè â ñìûñëå Êàëìàíà. Ïîêàçàíà ñóùåñòâåííîñòü äëÿ

íåêîòîðûõ ïîëó÷åííûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé. Óñòàíîâëåíû ñëåäñòâèÿ äëÿ êâàçèäè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé. Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î ãëîáàëüíîì óïðàâëåíèè àñèìïòîòè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè ñèñòåìû

ẋ = (A(t) +B(t)U)x, t ∈ R, x ∈ R
n, (2)

ïîëó÷åííîé çàìûêàíèåì ñèñòåìû (1) îáðàòíîé ñâÿçüþ u = Ux. Â èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòàõ Ñ.Í. Ïîïîâîé

îñëàáëÿþòñÿ óñëîâèÿ íà êîý��èöèåíòû. Äëÿ ñèñòåìû (2) ñ êîý��èöèåíòàìè â �îðìå Õåññåíáåðãà,

ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ Ñ.Í. Ïîïîâîé, ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé ñêàëÿðèçóåìîñòè

è ãëîáàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, à â ñëó÷àå êîãäà A(·) è B(·) � ω-ïåðèîäè÷åñêèå
è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé ëÿïóíîâñêîé ïðèâîäèìîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà, ðàâíîìåðíàÿ ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü, ñèñòåìà â �îðìå

Õåññåíáåðãà, ãëîáàëüíîå óïðàâëåíèå àñèìïòîòè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè.

� 1. Ââåäåíèå

Ïóñòü R
n
� ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ ðàçìåðíîñòè n ñ íîð-

ìîé |x| =
√
xTx (T � îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ âåêòîðà èëè ìàòðèöû); e1, . . . , en � êàíî-

íè÷åñêèé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â R
n
; Mn,m � ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ n ×m-ìàòðèö

(åñëè m = n, òî ïèøåì Mn) ñî ñïåêòðàëüíîé íîðìîé |A| = max
|x|=1

|Ax|, èíäóöèðîâàííîé åâêëèäî-

âûìè íîðìàìè; I = [e1, . . . , en] ∈ Mn � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà; Lp(∆) = Lp(∆,X) � ïðîñòðàíñòâî

Ëåáåãà èçìåðèìûõ �óíêöèé G : ∆ → X, ãäå p = 1, 2, ∆ = [α, β], X = Mn,m èëè X = R
n
, òàêèõ,

÷òî

∫ β

α
|G(t)|p dt < ∞ (ìíîæåñòâî X â çàïèñè îïóñêàåì, åñëè èç êîíòåêñòà ïîíÿòíî, êàêîå îíî);

Lloc
p (Ω,X) := {G : Ω → X : G

∣∣
∆

∈ Lp(∆,X) ∀∆ = [α, β] ⊂ Ω} � ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî ñóì-

ìèðóåìûõ �óíêöèé íà Ω ⊂ R ñî ñòåïåíüþ p (p = 1, 2); ‖G‖Lp(∆) :=

(∫ β

α
|G(t)|p dt

)1/p

� íîðìà

�óíêöèè G ∈ Lp(∆,X) (p = 1, 2) (ìíîæåñòâî ∆ â çàïèñè îïóñêàåì, åñëè èç êîíòåêñòà ïîíÿòíî,

êàêîå îíî); ‖F‖C(Ω) := sup{|F (t)| : t ∈ Ω} � sup-íîðìà �óíêöèè F , çàäàííîé íà Ω ⊂ R ñî

çíà÷åíèÿìè â R
n
èëè â Mn,m(R). Êâàäðàòè÷íóþ �îðìó V (x) = xTQx, x ∈ R

n
, îòîæäåñòâëÿåì

ñ ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé Q = QT ∈ Mn, åå çàäàþùåé. Íåðàâåíñòâà Q > (>, <,6)P äëÿ ñèì-

ìåòðè÷åñêèõ ìàòðèö Q,P ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå êâàäðàòè÷íûõ �îðì. Çàïèñè b := a è a = : b
îçíà÷àþò, ÷òî ýëåìåíòó b ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå a (òî åñòü b ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíî a).

�àññìîòðèì ëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ = A(t)x+B(t)u, t ∈ R, x ∈ R
n, u ∈ R

m. (1)

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè �Ô â ðàìêàõ áàçîâîé ÷àñòè (ïðîåêò � 2003).
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Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî A ∈ Lloc
1 (R,Mn), B ∈ Lloc

1 (R,Mn,m). Â êà÷å-

ñòâå óïðàâëåíèé â ñèñòåìå (1) áóäåì ðàññìàòðèâàòü èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó �óíêöèè u : Ω → R
m

(Ω ⊂ R � ïðîìåæóòîê) òàêèå, ÷òî Bu ∈ Lloc
1 (Ω,Rn). Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

ẋ = A(t)x+B(t)u(t), x(t0) = x0, ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî (t0, x0) ∈ Ω×R
n
, åäèíñòâåííî, îïðåäå-

ëåíî ïðè âñåõ t ∈ Ω, è ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé �óíêöèåé [1, ñ. 7�9℄.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X(t, s) ìàòðèöó Êîøè ñâîáîäíîé ñèñòåìû ẋ = A(t)x, òî åñòü ðåøåíèå

ìàòðè÷íîé çàäà÷è Êîøè Ẋ = A(t)X, X(s) = I, I ∈ Mn. Ýòà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî

íåïðåðûâíîé ïî êàæäîé ïåðåìåííîé. Âñå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó èçìåðèìûìè �óíêöèÿìè áóäåì

ïðåäïîëàãàòü âûïîëíÿþùèìèñÿ ïî÷òè âñþäó (ï. â.).

Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà A(·) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííîé íà R [2, ñ. 252℄, åñëè

sup
t∈R

∫ t+1

t
|A(s)| ds 6 a < ∞.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B ∈ Lloc
2 (R,Mn,m). Òîãäà îïðåäåëåíà ñèììåòðè÷åñêàÿ n× n-ìàòðèöà

W (t0, t1) :=

∫ t1

t0

X(t0, s)B(s)BT (s)XT (t0, s) ds.

Îíà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé óïðàâëÿåìîñòè (ìàòðèöåé Êàëìàíà) ñèñòåìû (1) íà îòðåçêå [t0, t1].

Îïðåäåëåíèå 1 (�. Êàëìàí [3℄). Ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ:

ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé, åñëè íàéäóòñÿ ϑ > 0 è αi = αi(ϑ) > 0, i = 1, 2, 3, 4, òàêèå, ÷òî
äëÿ âñåõ τ ∈ R âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

0 < α1I 6 W (τ, τ + ϑ) 6 α2I, (2)

0 < α3I 6 X(τ + ϑ, τ)W (τ, τ + ϑ)XT (τ + ϑ, τ) 6 α4I; (3)

ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé, åñëè (1) ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà íà îòðåçêàõ äëè-

íû ϑ, ò. å. ñóùåñòâóþò αi = αi(ϑ) > 0, i = 1, 2, 3, 4, òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ τ ∈ R âûïîëíåíû

íåðàâåíñòâà (2), (3).

Å.Ë. Òîíêîâ äîêàçàë [4,5℄ êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ïî Êàëìàíó (ñì. [6,

òåîðåìà 1℄) ñèñòåìû (1), êîòîðûé ìîæíî ïîëîæèòü â îñíîâó îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé ïîëíîé

óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (1) (ñì. [6, îïðåäåëåíèå 3℄). Â ðàáîòå [6℄ áûëî ââåäåíî åùå îäíî îïðåäå-

ëåíèå íåêîòîðîãî ñâîéñòâà, êîòîðîå ñâÿçàíî ñ îïðåäåëåíèÿìè Êàëìàíà è Òîíêîâà (ñì. [6, îïðå-

äåëåíèå 4, çàìå÷àíèå 5℄).

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (1):

îáëàäàåò ñâîéñòâîì H(ϑ) (ãäå ϑ > 0), åñëè ñóùåñòâóþò βi = βi(ϑ) > 0, i = 1, 2, 3, 4, òàêèå, ÷òî
äëÿ ëþáîãî τ ∈ R è äëÿ ëþáîãî âåêòîða h ∈ R

n
òàêîãî, ÷òî |h| = 1, âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

β1 6

∫ τ+ϑ

τ
|hTX(τ, s)B(s)| ds 6 β2, (4)

β3 6

∫ τ+ϑ

τ
|hTX(τ + ϑ, s)B(s)| ds 6 β4; (5)

îáëàäàåò ñâîéñòâîì H, åñëè ñóùåñòâóåò ϑ > 0 òàêîå, ÷òî ñèñòåìà (1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì H(ϑ).

Â ðàáîòå [6℄ èññëåäîâàíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó ýòèìè îïðåäåëåíèÿìè. Ïîêàçàíî, ÷òî îïðå-

äåëåíèå ñâîéñòâà H ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè

ñèñòåìû (1) â ñìûñëå Òîíêîâà [6, òåîðåìà 4℄. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè ìàòðèöà B(·) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ

sup
t∈R

∫ t+1

t
|B(s)|2 ds 6 b2 < ∞,
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òî ñâîéñòâîH(ϑ) âëå÷åò ϑ-ðàâíîìåðíóþ ïîëíóþ óïðàâëÿåìîñòü â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1 Êàëìà-
íà [6, òåîðåìà 5℄. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè B(·) îãðàíè÷åíà, òî îïðåäåëåíèÿ 1 è 2 ýêâèâàëåíòíû. Áóäåì
íàçûâàòü ñâîéñòâî H(ϑ) ñâîéñòâîì ϑ-ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè â ñìûñëå îïðåäåëå-

íèÿ 2. Åñëè B(·) îãðàíè÷åíà, òî íå áóäåì óêàçûâàòü, â êàêîì èìåííî ñìûñëå � îïðåäåëåíèÿ 1

èëè îïðåäåëåíèÿ 2 � ïîíèìàåòñÿ ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè.

Äîêàçàíî [6, òåîðåìà 12℄, ÷òî ñèñòåìà (1), èìåþùàÿ êàíîíè÷åñêóþ �îðìó Ôðîáåíèóñà, ò. å.

ýêâèâàëåíòíàÿ ëèíåéíîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ n-ãî ïîðÿäêà, ñ èíòåãðàëüíî îãðàíè-
÷åííûìè êîý��èöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2
è îïðåäåëåíèÿ 1 Êàëìàíà äëÿ ëþáîãî ϑ > 0. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåòñÿ íà

ñèñòåìû áîëåå îáùåãî âèäà � íà ñèñòåìû âèäà (1) â �îðìå Õåññåíáåðãà. Çäåñü ïðîäîëæàþòñÿ

èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííûå â [6�8℄.

� 2. �àâíîìåðíàÿ ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü ëèíåéíîé ñèñòåìû â �îðìå Õåññåíáåðãà

Âñþäó äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî m = 1. Ïóñòü êîý��èöèåíòû ñèñòåìû (1) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

A(t) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a11(t) b1(t) 0 . . . 0
a21(t) a22(t) b2(t) . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an−1,1(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . bn−1(t)
an1(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . ann(t)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, B(t) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0
0
.

.

.

0
bn(t)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

. (6)

Ñèñòåìà (1) ñ êîý��èöèåíòàìè âèäà (6) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé â (íèæíåé) �îðìå Õåññåíáåðãà.

Çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ óïðàâëÿåìîñòüþ òàêèõ ñèñòåì è ïðèâîäèìîñòüþ ê ñèñòåìàì òàêîãî âèäà,

ðàññìàòðèâàëèñü, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [9�12℄. Õîðîøî èçâåñòíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü êîý��èöèåíòû ñèñòåìû (1), (6) � íåïðåðûâíûå �óíêöèè è ñó-

ùåñòâóåò ïðîìåæóòîê J òàêîé, ÷òî bi(t) 6= 0 ïðè t ∈ J , i = 1, n. Òîãäà ñèñòåìà (1), (6)

âïîëíå óïðàâëÿåìà íà âñÿêîì îòðåçêå [τ0, τ1] ∈ J .

Ïðåäëîæåíèå 1, â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîëó÷åíî Å.Ë. Òîíêîâûì [5℄ êàê ñëåäñòâèå ðåçóëüòà-

òà î íåîñöèëëÿöèè êâàçèäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò òàêæå óñòàíîâëåí â

ðàáîòàõ [10, � 4.4℄, [11, � 6℄. Â ðàáîòå [8, òåîðåìà 3℄ ýòî óòâåðæäåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñè-

ñòåìû ñ êîý��èöèåíòàìè áîëåå îáùåãî òèïà: A ∈ Lloc
1 (R,Mn), B ∈ Lloc

1 (R,Mn,m). Â ðàáîòå [8℄

âûäâèíóòà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ñèñòåìà â �îðìå Õåññåíáåðãà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ðàâíîìåðíîé

ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè. Îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â äîêàçàòåëü-

ñòâå ýòîé ãèïîòåçû. �àíåå [7℄ ýòà ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíî òîëüêî äëÿ n = 2. Ââåäåì íåêîòîðûå

îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ b : R → X óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ Z1, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî åñëè 0 < h < δ, òî

∫ τ+h

τ
|b(s)| ds < ε

äëÿ âñåõ τ ∈ R. Çäåñü X = R
k
èëè X = Mm,k(R).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîÿñíÿåò óñëîâèå Z1 (èíäåêñ 1 îçíà÷àåò íîðìó â L1).

Ëåììà 1.

1. Ïóñòü b(·) èçìåðèìàÿ è îãðàíè÷åííàÿ íà R. Òîãäà b(·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Z1.

2. Ïóñòü b(·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Z1. Òîãäà b(·) èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíà íà R.

3. Îáðàòíûå èìïëèêàöèè ê âûñêàçûâàíèÿì 1, 2 íå âåðíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Ïóñòü ‖b‖C(R) 6 K. Ïîëàãàåì δ := ε/K.

2. Ïóñòü ε = 1. Ïîñòðîèì ïî íåìó ÷èñëî δ > 0 ñîãëàñíî ñâîéñòâó Z1. Ïîëîæèì N := [1/δ]+1.
Òîãäà δN > 1. Ïóñòü τ ∈ R � ëþáîå. Ïîñòðîèì ðàçáèåíèå τ = τ0 < τ1 < . . . < τN = τ+1 îòðåçêà



�àâíîìåðíàÿ ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü 321

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2015. Ò. 25. Âûï. 3

[τ, τ + 1] íà ïðîìåæóòêè [τi−1, τi], i = 1 . . . , N , äëèíû êîòîðûõ ìåíüøå δ. Òîãäà

∫ τ+1

τ
|b(s)| ds =

=
N∑
i=1

∫ τi

τi−1

|b(s)| ds < Nε = N . Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ b(·) èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíà.

3. Óñëîâèå Z1 äëÿ �óíêöèè b(·) îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü íà R ïåðâîîáðàçíîé

F (t) =

∫ t

0
|b(s)| ds �óíêöèè |b(t)|. Ïóñòü b(t) = p(t), ãäå p(t) � ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñ ïåðèî-

äîì ω = 1 òàêàÿ, ÷òî p(t) = 1/
√
t ïðè t ∈ (0, 1]. Íàéäåì F (t), ïîëó÷èì, ÷òî F (t) = 2(

√
t− n+n),

t ∈ [n, n+1), n ∈ Z. Î÷åâèäíî, ýòà �óíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà R, ñëåäîâàòåëüíî, óñëî-

âèå Z1 äëÿ �óíêöèè b(·) âûïîëíåíî; îäíàêî �óíêöèÿ b(·) íå îãðàíè÷åíà íà R. Òàêèì îáðàçîì,

îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ ê 1 íå âåðíà. Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ ê 2 íå âåðíà. Ïðèìåð:

b(t) =





1, t < 1,

k, t ∈
[
k, k +

1

k

)
, k ∈ N,

0 ïðè äðóãèõ t ∈ R.

Äëÿ ëþáîãî k ∈ N èìååì

∫ k+1

k
b(t) dt = 1, ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ b(t) èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíà.

Äàëåå, ïóñòü ε = 1. Äëÿ ëþáîãî δ > 0 âûáåðåì h = δ/2 > 0 è τ = [2/δ] + 1. Òîãäà

∫ τ+h

τ
b(t) dt =

= τ · 1
τ = 1 > ε. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ b(·) íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Z1. �

Îïðåäåëåíèå 4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ b ∈ Lloc
1 (R,R) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Y1,

åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî åñëè 0 < h < δ, òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∫ τ+1

τ
|b(t+ h)− b(t)| dt < ε äëÿ âñåõ τ ∈ R.

Óñëîâèå Y1 ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì îñëàáëåíèåì ñâîéñòâà êóñî÷íîé ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíî-

ñòè �óíêöèè b(·) íà R.

Îïðåäåëåíèå 5 (Ñ.Í. Ïîïîâà [13℄, [14, � 26℄). Ôóíêöèÿ b : R → R íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî ðàâ-

íîìåðíî íåïðåðûâíîé íà R, åñëè îíà êóñî÷íî íåïðåðûâíà íà R; ñóùåñòâóåò òàêîå ∆0 > 0,
÷òî äëèíà êàæäîãî èíòåðâàëà íåïðåðûâíîñòè Ii, i ∈ I, �óíêöèè b(·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

|Ii| > ∆0; äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ∆ = ∆(ε) > 0, ÷òî äëÿ êàæäîãî i ∈ I è âñåõ

t, s ∈ Ii òàêèõ, ÷òî |t− s| 6 ∆, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |b(t)− b(s)| 6ε.

ßñíî, ÷òî åñëè �óíêöèÿ êóñî÷íî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà R, òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ Y1. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå âåðíî. Ïðèìåð: b(t) = 1, t < 1; b(t) = χ[k,k+1/k)(t), t ∈ [k, k+1),
k ∈ N. Ôóíêöèÿ b(t) íå óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ 5, ïîñêîëüêó ÷èñëî ∆0 > 0 íå ñóùåñòâóåò.

Îäíàêî óñëîâèå Y1 âûïîëíÿåòñÿ: âñÿêèé ïðîìåæóòîê [τ, τ + 1) äëèíû 1 ñîäåðæèò íå áîëåå 3

òî÷åê ðàçðûâà; ïîëàãàÿ δ = ε/3, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî â îïðåäåëåíèè 4.

Çàìå÷àíèå 1. Óñëîâèå Y1 èñïîëüçîâàëîñü â ðàáîòå [15℄. Ñîãëàñíî òåðìèíîëîãèè â [15℄,

�óíêöèÿ b(·) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ñòåïàíîâà, åñëè b(·) èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíà è óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Y1. Äëÿ �óíêöèé b1(·), b2(·) èç ïðîñòðàíñòâà Ñòåïàíîâà îïðåäåëèì ðàñ-

ñòîÿíèå ïî �îðìóëå p(b1, b2) = sup
t∈R

[
min

(∫ t+1

t
|b1(s) − b2(s)| ds,

1

|t|
)]
. Îïðåäåëèì ÷åðåç bτ (·)

ñäâèã �óíêöèè b(·) íà τ , ò. å. bτ (t) := b(t + τ), t ∈ R. ×åðåç R(b) îáîçíà÷èì çàìûêàíèå ìíî-

æåñòâà {bτ (·), τ ∈ R} ñäâèãîâ �óíêöèè b(·) â ìåòðèêå p. À. �. Èâàíîâ äîêàçàë [16℄, ÷òî åñëè

b(·) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ñòåïàíîâà, òî R(b) � êîìïàêòíîå (îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè p)
ïðîñòðàíñòâî.
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Ëåììà 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå èíòåãðàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè �óíêöèè b(·) íå âëå÷åò

óñëîâèå Z1. Äîêàæåì, ÷òî åñëè äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü óñëîâèå Y1 äëÿ �óíêöèè b(·), òî
òàêàÿ èìïëèêàöèÿ áóäåò âåðíà.

Ëåììà 2. Ïóñòü �óíêöèÿ b ∈ Lloc
1 (R,R) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Y1 è èíòåãðàëüíî îãðà-

íè÷åíà. Òîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Z1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü bτ (·) = b(· + τ), τ ∈ R, � ñäâèã �óíêöèè b(·). �àññìîòðèì
ñåìåéñòâî �óíêöèé Φ = {bτ (t), t ∈ [0, 1] : τ ∈ R} ⊂ L1([0, 1]). Â ñèëó òîãî ÷òî b(·) èíòåãðàëüíî

îãðàíè÷åíà, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∫ 1

0
|bτ (t)| dt 6 a < +∞ äëÿ âñåõ τ ∈ R äëÿ íåêîòîðîãî a.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñåìåéñòâî Φ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî â L1([0, 1]). Â ñèëó óñëîâèÿ Y1 äëÿ ëþáîãî

ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî åñëè 0 < h < δ, òî äëÿ âñåõ τ ∈ R âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∫ 1

0
|bτ (t+h)− bτ (t)| dt < ε. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñåìåéñòâî Φ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî â ñðåäíåì

â L1([0, 1]) (ñì. [17, ñ. 342℄). Â ñèëó êðèòåðèÿ Ì.�èññà (ñì. [18℄, [19, . 320℄, [20, ñ. 176℄) ìíî-

æåñòâî Φ îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â L1([0, 1]). Ñëåäîâàòåëüíî [21, ñ. 105℄, Φ âïîëíå îãðàíè÷åíî

â L1([0, 1]). Çàäàäèì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ïîëîæèì ε1 := ε/2 > 0. Ïîñòðîèì êîíå÷íóþ ε1-ñåòü
z1, . . . , zk ∈ L1([0, 1]) äëÿ ìíîæåñòâà Φ. Ïîñêîëüêó zi ∈ L1([0, 1]), i = 1, k, òî â ñèëó àáñîëþòíîé
íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà Ëåáåãà [21, ñ. 296℄ äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , k íàéäåòñÿ δi = δi(ε1) > 0

òàêîå, ÷òî åñëè 0 < h < δi, òî

∫ h

0
|zi(t)| dt < ε1. Ïîëîæèì δ0 := min δi, i = 1, k; δ := min{δ0, 1}.

Òîãäà δ > 0. Ïóñòü 0 < h < δ. Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, h < 1. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ε1-ñåòè, äëÿ

âñÿêîãî τ ∈ R íàéäåòñÿ i0 ∈ {1, . . . , k} òàêîå, ÷òî
∫ 1

0
|bτ (t)− zi0(t)| dt < ε1. Òîãäà èìååì

∫ τ+h

τ
|b(s)| ds =

∫ h

0
|bτ (t)| dt =

∫ h

0
|bτ (t)− zi0(t) + zi0(t)| dt 6

6

∫ h

0
|bτ (t)− zi0(t)| dt+

∫ h

0
|zi0(t)| dt <

∫ 1

0
|bτ (t)− zi0(t)| dt+ ε1 < ε1 + ε1 = 2ε1 = ε.

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ b(·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Z1. Ëåììà äîêàçàíà. �

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ïàðàãðà�à ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (1), (6) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(A) êîý��èöèåíòû A(·) è B(·) èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíû;
(B) êîý��èöèåíòû bi(·), i = 1, n − 1, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Y1;

(C) |bi(t)| > κ > 0, t ∈ R, äëÿ âñåõ i = 1, n.
Òîãäà ñèñòåìà (1), (6) ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà äëÿ ëþáîãî ϑ > 0 â ñìûñëå îïðåäåëå-

íèÿ 2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèé (A), (B) è ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî êîý��èöèåíòû bi(·),
i = 1, n − 1, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Z1. Ïóñòü

sup
t∈R

‖A‖L1([t,t+1]) 6 a, sup
t∈R

‖B‖L1([t,t+1]) 6 a. (7)

Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ϑ > 0. Èç (ïåðâîãî) íåðàâåíñòâà (7) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ t, s ∈ R

òàêèõ, ÷òî |t− s| 6 ϑ, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|X(t, s)| 6 ea(ϑ+1)
(8)

(ñì., íàïðèìåð, [6, ëåììà 6℄). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò íåðàâåíñòâî |X(s, t)| > e−a(ϑ+1)
.
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Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè n âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ x. Ïóñòü n = 1.
Òîãäà ñèñòåìà èìååò âèä

ẋ = a11(t)x+ b1(t)u, x ∈ R
1, u ∈ R

1. (9)

Ïóñòü çàäàíû ëþáîå τ ∈ R è ëþáîé âåêòîð h ∈ R
n
òàêîé, ÷òî |h| = 1. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà

(7), (8), ïîëó÷èì, ÷òî

∫ τ+ϑ

τ
|hTX(τ, s)B(s)| ds 6 ea(ϑ+1)a(ϑ+ 1) =: β2,

∫ τ+ϑ

τ
|hTX(τ + ϑ, s)B(s)| ds 6 ea(ϑ+1)a(ϑ+ 1) =: β4.

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (C) è íåðàâåíñòâî (8), ïîëó÷èì

∫ τ+ϑ

τ
|hTX(τ, s)B(s)| ds =

∫ τ+ϑ

τ
|hT ||X(τ, s)||b1(s)| ds > ϑe−a(ϑ+1)

κ =: β1,

∫ τ+ϑ

τ
|hTX(τ + ϑ, s)B(s)| ds =

∫ τ+ϑ

τ
|hT ||X(τ + ϑ, s)||b1(s)| ds > ϑe−a(ϑ+1)

κ =: β3.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâà (4), (5) âûïîëíåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (9) ÿâëÿåòñÿ

ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2. Áàçà èíäóêöèè óñòàíîâëåíà.

Âûäâèãàåì èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå. Ïóñòü n > 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà

ẏ = P (t)y +R(t)v, y ∈ R
n−1, v ∈ R

1, (10)

P (t) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a11(t) b1(t) 0 . . . 0
a21(t) a22(t) b2(t) . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an−2,1(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . bn−2(t)
an−1,1(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . an−1,n−1(t)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, R(t) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0
0
.

.

.

0
bn−1(t)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, (11)

ÿâëÿåòñÿ ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2. Ïîêàæåì òîãäà ñíà÷àëà,

÷òî ñèñòåìà

ż = F (t)z +G(t)w, z ∈ R
n, w ∈ R

1, (12)

F (t) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a11(t) b1(t) 0 . . . 0
a21(t) a22(t) b2(t) . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an−1,1(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . bn−1(t)

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, G(t) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0
0
.

.

.

0
1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, (13)

ÿâëÿåòñÿ ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2. Äîêàæåì âñïîìîãàòåëü-

íîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3. Ïóñòü Y (t, s) � ìàòðèöà Êîøè ñèñòåìû ẏ = P (t)y, y ∈ R
n−1

, ãäå P (t) èìååò
âèä (11); Z(t, s) � ìàòðèöà Êîøè ñèñòåìû ż = F (t)z, z ∈ R

n
, ãäå F (t) èìååò âèä (13). Òîãäà

Z(τ, t) èìååò áëî÷íûé âèä: Z(τ, t) =

∥∥∥∥
Z1(τ, t) Z2(τ, t)
Z3(τ, t) Z4(τ, t)

∥∥∥∥, ãäå

Z1(τ, t) = Y (τ, t) ∈ Mn−1, (14)

Z2(τ, t) = −
∫ t

τ
Y (τ, s)R(s) ds, (15)

Z3(τ, t) ≡ 0 ∈ M1,n−1, (16)

Z4(τ, t) ≡ 1 ∈ M1. (17)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìàòðèöà F (t) èìååò áëî÷íûé âèä:

F (t) =

∥∥∥∥
P (t) R(t)
0 0

∥∥∥∥ . (18)

Èç ðàâåíñòâà

d

dt
Z(τ, t) = −Z(τ, t)F (t) è íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ Z(τ, t)

∣∣∣
t=τ

= I èìååì

d

dt
Z1(τ, t) = −Z1(τ, t)P (t), Z1(τ, t)

∣∣∣
t=τ

= I ∈ Mn−1, (19)

d

dt
Z2(τ, t) = −Z1(τ, t)R(t), Z2(τ, t)

∣∣∣
t=τ

= 0 ∈ Mn−1,1, (20)

d

dt
Z3(τ, t) = −Z3(τ, t)P (t), Z3(τ, t)

∣∣∣
t=τ

= 0 ∈ M1,n−1, (21)

d

dt
Z4(τ, t) = −Z3(τ, t)R(t), Z4(τ, t)

∣∣∣
t=τ

= 1 ∈ M1. (22)

Èç (19) î÷åâèäíî ñëåäóåò (14). Ïîäñòàâëÿÿ (14) â óðàâíåíèå (20) è èíòåãðèðóÿ åãî ñ ó÷åòîì

íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ â (20), ïîëó÷àåì (15). Èç (21) î÷åâèäíî ñëåäóåò (16). Ïîäñòàâëÿÿ (16) â

óðàâíåíèå (22) è èíòåãðèðóÿ åãî ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ â (22), ïîëó÷àåì (17). Ëåììà

äîêàçàíà. �

Ïðîä î ëæåíè å ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â à ò å î ð åìû 1. Ïîñòðîèì ìàòðèöû

Y (τ, s)R(s) =: C(τ, s) =: col (c1(τ, s), . . . , cn−1(τ, s)) ∈ Mn−1,1,

Z(τ, s)G(s) =: D(τ, s) =: col (d1(τ, s), . . . , dn(τ, s)) ∈ Mn,1.

Èç ëåììû 3 âûòåêàåò, ÷òî

di(τ, s) = −
∫ s

τ
ci(τ, ζ) dζ, i = 1, n − 1; dn(τ, s) ≡ 1. (23)

Â ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ è ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëåíèÿ 2 è [6, îïðåäåëåíèå 4℄

(ñì. [6, çàìå÷àíèå 5℄) ñóùåñòâóåò β1 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî τ ∈ R è äëÿ ëþáîãî âåêòîðà

h ∈ R
n−1

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

β1|h| 6
∫ τ+ϑ

τ
|hTC(τ, s)| ds. (24)

Äîêàæåì íåðàâåíñòâà âèäà (4), (5) äëÿ ñèñòåìû (12), (13). Ïîñêîëüêó F (t) èìååò áëî÷íûé âèä

(18), ëåãêî âèäåòü, ÷òî |F (t)| 6 |P (t)|+ |R(t)|, ñëåäîâàòåëüíî, ‖F‖L1(∆) 6 ‖P‖L1(∆) + ‖R‖L1(∆).

Â ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ äëÿ ìàòðèö P (·), R(·) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà âèäà (7).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî sup
t∈R

‖F‖L1([t,t+1]) 6 2a. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ t, s ∈ R òàêèõ, ÷òî

|t− s| 6 ϑ, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |Z(t, s)| 6 e2a(ϑ+1) =: µ. Ïóñòü äàíû ëþáûå τ ∈ R è âåêòîð

h ∈ R
n
, |h| = 1. Èìååì ñëåäóþùèå îöåíêè ñâåðõó:

∫ τ+ϑ

τ
|hTZ(τ, s)G(s)| ds 6 ϑµ =: β′

2,

∫ τ+ϑ

τ
|hTZ(τ + ϑ, s)G(s)| ds 6 ϑµ =: β′

4.

Äîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∫ τ+ϑ

τ
|hTZ(τ, s)G(s)| ds > β′

1 (25)

äëÿ íåêîòîðîãî β′
1 > 0. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè τk ∈ R

è hk ∈ R
n
, |hk| = 1, k ∈ N, òàêèå, ÷òî

∫ τk+ϑ

τk

|hTk Z(τk, s)en| ds <
1

k
→ 0 ïðè k → ∞. (26)
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Ïîñêîëüêó |hk| = 1, k ∈ N, òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè hk ìîæíî èçâëå÷ü ñõîäÿùóþñÿ ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïóñòü ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hk ñõîäèòñÿ)

ê h0 ∈ R
n
, |h0| = 1. Òîãäà

∫ τk+ϑ

τk

|hT0 Z(τk, s)en| ds 6

∫ τk+ϑ

τk

|hT0 − hTk ||Z(τk, s)||en| ds+

+

∫ τk+ϑ

τk

|hTk Z(τk, s)en| ds → 0 ïðè k → ∞
(27)

â ñèëó îöåíêè |Z(t, s)| 6 µ, óñëîâèÿ hk → h0 ïðè k → ∞ è ñîîòíîøåíèÿ (26). Îáîçíà-

÷èì h0 =: col (h01, . . . , h
0
n) ∈ R

n
, h0 := col (h01, . . . , h

0
n−1) ∈ R

n−1
. Òîãäà ÿñíî, ÷òî h0 6= 0.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åñëè h0 = 0, òî |h0n| = 1; òîãäà |hT0 Z(τk, s)en| = 1 â ñèëó ëåììû 3 è∫ τk+ϑ

τk

|hT0 Z(τk, s)en| ds = ϑ 6→ 0, ò. å. ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (27) íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ââåäåì �óíêöèè gk(t) := hT0 Z(τk, τk + t)en, fk(t) := |gk(t)|, k ∈ N, t ∈ [0, ϑ]. Òîãäà∫ ϑ

0
fk(t) dt =

∫ τk+ϑ

τk

|hT0 Z(τk, s)en| ds. Â ñèëó (27) èìååì

∫ ϑ

0
fk(t) dt → 0 ïðè k → ∞. (28)

Ïîñêîëüêó fk(t) > 0, òî èç (28) ñëåäóåò (ñì. [22, ñ. 152, óïð. 1℄), ÷òî fk(t) → 0, t ∈ [0, ϑ], ïî
ìåðå. Òîãäà ìîæíî èçâëå÷ü èç fk(t) ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê íóëþ ï. â. íà [0, ϑ].
Âûáåðåì òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü; âíîâü åå îáîçíà÷èì ÷åðåç fk(t). Òîãäà fk(t) → 0 ï. â.

t ∈ [0, ϑ], ñëåäîâàòåëüíî, gk(t) → 0 ï. â. t ∈ [0, ϑ].
Èìååì |gk(t)| 6 |hT0 ||Z(τk, τk + t)||en| 6 µ äëÿ t ∈ [0, ϑ], äëÿ ëþáîãî k ∈ N. Çíà÷èò, ñåìåéñòâî

�óíêöèé G := {gk(t), t ∈ [0, ϑ] : k ∈ N} ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî â C([0, ϑ]). Äàëåå, ïóñòü 0 6 t <
< s 6 ϑ, òîãäà

|gk(t)− gk(s)| = |hT0 (Z(τk, τk + t)− Z(τk, τk + s))en|= |hT0
∫ s

t
Z(τk, τk + ζ)F (τk + ζ)en dζ| =

= |hT0
∫ s

t
Z(τk, τk + ζ)en−1bn−1(τk + ζ) dζ| 6 µ

∫ s

t
|bn−1(τk + ζ)| dζ. (29)

Ôóíêöèÿ bn−1(·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Z1. Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà (29) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî åñëè |t − s| < δ, òî |gk(t) − gk(s)| < ε äëÿ ëþáîãî

k ∈ N. Çíà÷èò, ñåìåéñòâî G ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî. Ïî òåîðåìå Àðöåëà�Àñêîëè [22, ñ. 452℄

èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè gk(t) ìîæíî âûäåëèòü ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ íà [0, ϑ] ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü. Âûäåëèì åå è ïåðåîáîçíà÷èì âíîâü ÷åðåç gk(t). Ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ g0(t) ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé. Ïîñêîëüêó gk(t) → 0 ï. â. t ∈ [0, ϑ], çíà÷èò, g0(t) = 0 ï. â. t ∈ [0, ϑ]. Ïîñêîëüêó
g0(t) íåïðåðûâíà, ñëåäîâàòåëüíî, g0(t) = 0 äëÿ âñåõ t ∈ [0, ϑ] è gk(t) ⇒ 0, t ∈ [0, ϑ], k → ∞.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé gk(t) âûïîëíåíû ðàâåíñòâà gk(t) =
n∑

i=1
h0i di(τk, τk + t). Ïóñòü

pk(t) = −g′k(t). Òîãäà â ñèëó (23) pk(t) =
n−1∑
i=1

h0i ci(τk, τk + t) = h
T
0 C(τk, τk + t). Èìååì

pk(t) = −(hT0 Z(τk, τk + t)en)
′ = hT0 Z(τk, τk + t)F (τk + t)en = hT0 Z(τk, τk + t)en−1bn−1(τk + t)

äëÿ ï. â. t ∈ [0, ϑ].
Ïîêàæåì, ÷òî ñåìåéñòâî �óíêöèé P := {pk(t), t ∈ [0, ϑ] : k ∈ N} îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî

â ïðîñòðàíñòâå L1([0, ϑ]). Âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì Ì. �èññà [18℄. Èìååì

∫ ϑ

0
|pk(t)| dt =

∫ ϑ

0
|hT0 Z(τk, τk + t)en−1bn−1(τk + t)| dt 6 µa(ϑ+ 1). (30)
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Òàêèì îáðàçîì, P ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî â L1([0, ϑ]). Ïîêàæåì, ÷òî P ðàâíîñòåïåííî íåïðå-

ðûâíî â ñðåäíåì â L1([0, ϑ]), ò. å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî åñëè

0 < ρ < δ, òî

∫ ϑ−ρ

0
|pk(t+ ρ)− pk(t)| dt < ε äëÿ âñåõ k ∈ N. Ïóñòü ρ ∈ (0, ϑ), ρ � ìàë�î, k ∈ N �

ëþáîå. Èìååì∫ ϑ−ρ

0
|pk(t+ ρ)− pk(t)| dt 6

∫ ϑ−ρ

0

∣∣hT0
(
Z(τk, τk + t+ ρ)− Z(τk, τk + t)

)
en−1bn−1(τk + t+ ρ)

∣∣ dt+

+

∫ ϑ−ρ

0
|hT0 Z(τk, τk + t)en−1

(
bn−1(τk + t+ ρ)− bn−1(τk + t)

)∣∣ dt =: N1 +N2. (31)

Èìååì N2 6 µ

∫ ϑ−ρ

0
|bn−1(τk + t+ ρ) − bn−1(τk + t)| dt. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ bn−1 óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ Y1, òî N2 → 0 ïðè ρ → +0 ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî k. Äàëåå, ðàññìîòðèì ïåðâîå

ñëàãàåìîå N1 â (31). Ïóñòü çàäàíî ëþáîå ε > 0. Ïîëîæèì ε1 = ε/(µa(ϑ + 1)). Ïîñêîëüêó
�óíêöèÿ bn−1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Z1, íàéäåòñÿ δ ∈ (0, ϑ) òàêîå, ÷òî åñëè 0 < ρ < δ, òî∫ τ+ρ

τ
|bn−1(ζ)| dζ < ε1 äëÿ âñåõ τ ∈ R. Èìååì

N1 =

∫ ϑ−ρ

0

∣∣∣hT0
(
−

∫ t+ρ

t
Z(τk, τk + s)F (τk + s) ds

)
en−1bn−1(τk + t+ ρ)

∣∣∣ dt 6

6

∫ ϑ−ρ

0

∫ t+ρ

t

∣∣∣hT0 Z(τk, τk + s)F (τk + s)en−1bn−1(τk + t+ ρ)
∣∣∣ ds dt =: N3. (32)

Èçìåíèì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â (32); ïîëó÷èì, ÷òî

N3 6

∫ ρ

0

∣∣∣hT0 Z(τk, τk + s)F (τk + s)
∣∣∣
( ∫ s

0
|bn−1(τk + t+ ρ)| dt

)
ds+

+

∫ ϑ−ρ

ρ

∣∣∣hT0 Z(τk, τk + s)F (τk + s)
∣∣∣
( ∫ s

s−ρ
|bn−1(τk + t+ ρ)| dt

)
ds+

+

∫ ϑ

ϑ−ρ

∣∣∣hT0 Z(τk, τk + s)F (τk + s)
∣∣∣
( ∫ ϑ−ρ

s−ρ
|bn−1(τk + t+ ρ)| dt

)
ds.

(33)

Îöåíèì âíóòðåííèå èíòåãðàëû â (33) ïðè ρ < δ â êàæäîì èç ñëàãàåìûõ: ó÷èòûâàÿ äèàïàçîí

èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé s â êàæäîì âíåøíåì èíòåãðàëå è óñëîâèå Z1, ïîëó÷èì

∫ s

0
|bn−1(τk + t+ ρ)| dt 6

∫ ρ

0
|bn−1(τk + t+ ρ)| dt < ε1,

∫ s

s−ρ
|bn−1(τk + t+ ρ)| dt < ε1,

∫ ϑ−ρ

s−ρ
|bn−1(τk + t+ ρ)| dt =

∫ ϑ

s
|bn−1(τk + ζ)| dζ 6

∫ ϑ

ϑ−ρ
|bn−1(τk + ζ)| dζ < ε1. (34)

Ïîäñòàâèì îöåíêè (34) â (33) è âîñïîëüçóåìñÿ àääèòèâíîñòüþ èíòåãðàëà, ïîëó÷èì

N3 < ε1

∫ ϑ

0

∣∣∣hT0 Z(τk, τk + s)F (τk + s)
∣∣∣ ds 6 ε1µa(ϑ+ 1) = ε.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî N1 → 0 ïðè ρ → +0 ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî k. Òàêèì îáðàçîì, P
ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî â ñðåäíåì â L1([0, ϑ]). Â ñèëó òåîðåìû Ì.�èññà îòñþäà âûòåêàåò,

÷òî ìíîæåñòâî P îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â L1([0, ϑ]), à çíà÷èò (ñì. [19, ñ. 46℄), è îòíîñèòåëü-

íî ñ÷åòíî êîìïàêòíî [19, ñ. 29℄. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî èçâëå÷ü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (êîòî-

ðóþ âíîâü îáîçíà÷èì ÷åðåç pk(t)), ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé �óíêöèè p0 ∈ L1([0, ϑ]), ò. å. ‖pk−

−p0‖L1([0,ϑ]) :=

∫ ϑ

0
|pk(t) − p0(t)| dt → 0. Ïîñêîëüêó |pk(t) − p0(t)| > 0, òîãäà |pk(t) − p0(t)| → 0

íà [0, ϑ] ïî ìåðå [22, ñ. 152, óïð. 1℄. Ñëåäîâàòåëüíî, pk(t) → p0(t), t ∈ [0, ϑ], ïî ìåðå. Èçâëå÷åì
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ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (êîòîðóþ âíîâü îáîçíà÷èì ÷åðåç pk(t)) òàêóþ, ÷òî pk(t) → p0(t) ï. â. íà
[0, ϑ] ïðè k → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, pk(t) → p0(t) ï. â. íà [0, s] äëÿ ëþáîãî s ∈ [0, ϑ]. Êðîìå òîãî,
â ñèëó íåðàâåíñòâà (30) �óíêöèÿ |pk(·)| îãðàíè÷åíà ñâåðõó ñóììèðóåìîé íà [0, s] �óíêöèåé. Ïî

òåîðåìå Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ s ∈ [0, ϑ]

∫ s

0
pk(t) dt →

∫ s

0
p0(t) dt,

k → ∞. Èìååì

∫ s

0
pk(t) dt =

∫ s

0
−g′k(t) dt = −gk(s) + gk(0) = −gk(s) ⇒ g0(s) ≡ 0, s ∈ [0, ϑ].

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ s ∈ [0, ϑ] âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

∫ s

0
p0(t) dt = g0(s) = 0. Òàêèì îáðàçîì,

0 ≡ g′0(s) = p0(s) äëÿ ï. â. s ∈ [0, ϑ]. Ñëåäîâàòåëüíî, pk(t) → 0 äëÿ ï. â. t ∈ [0, ϑ]. Òîãäà |pk(t)| → 0
äëÿ ï. â. t ∈ [0, ϑ] è |pk(t)| îãðàíè÷åíà ñâåðõó ñóììèðóåìîé �óíêöèåé. Ïî òåîðåìå Ëåáåãà î

ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîëó÷àåì, ÷òî

∫ ϑ

0
|pk(t)| dt → 0 ïðè k → ∞. Òîãäà äëÿ ε = β1|h0| > 0

íàéäåòñÿ k ∈ N òàêîå, ÷òî

ε = β1|h0| >
∫ ϑ

0
|pk(t)| dt =

∫ ϑ

0
|hT0 C(τk, τk + t)| dt =

∫ τk+ϑ

τk

|hT
0 C(τk, s)| ds.

Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ íåðàâåíñòâîì (24). Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (25) äîêàçàíî. Èç

íåãî ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

∫ τ+ϑ

τ
|gTZ(τ + ϑ, s)G(s)| ds > β′

1|ZT (τ + ϑ, τ)g| > β′
1µ

−1|g| =: β′
3|g|.

Òàêèì îáðàçîì, èç îïðåäåëåíèÿ 2 ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 5 [6℄ ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (12), (13)

ÿâëÿåòñÿ ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé.
Òåïåðü ïðèìåíèì òåîðåìó 11 [6℄ ê ñèñòåìå (12), (13): â êà÷åñòâå Q(t) âûáèðàåì ìàòðè-

öó Q(t) = [an1(t), . . . , ann(t)]. Îíà èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíà â ñèëó óñëîâèÿ (A). Ïîñêîëüêó
F (t) + Q(t)G(t) = A(t), ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòåìà (1) ñ ìàòðèöåé A(t) âèäà (6)

è ìàòðèöåé B(t) = en ÿâëÿåòñÿ ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.

Ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ τ ∈ R
n
è h ∈ R

n
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

β′′
1 |h| 6

∫ τ+ϑ

τ
|hTX(τ, s)en| ds 6 β′′

2 |h|, β′′
3 |h| 6

∫ τ+ϑ

τ
|hTX(τ + ϑ, s)en| ds 6 β′′

4 |h|.

Îòñþäà è èç óñëîâèÿ (C) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

∫ τ+ϑ

τ
|hTX(τ, s)B(s)| ds =

∫ τ+ϑ

τ
|hTX(τ, s)enbn(s)| ds =

∫ τ+ϑ

τ
|hTX(τ, s)en||bn(s)| ds >

>

∫ τ+ϑ

τ
|hTX(τ, s)en|κ ds > κβ′′

1 |h| =: β′′′
1 |h|.

Àíàëîãè÷íî

∫ τ+ϑ

τ
|hTX(τ + ϑ, s)B(s)| ds > κβ′′

3 |h| =: β′′′
3 |h|. Äàëåå, î÷åâèäíû íåðàâåíñòâà

∫ τ+ϑ

τ
|hTX(τ, s)B(s)| ds 6 ea(ϑ+1)a(ϑ+ 1)|h| =: β′′′

2 |h|,
∫ τ+ϑ

τ
|hTX(τ + ϑ, s)B(s)| ds 6 ea(ϑ+1)a(ϑ+ 1)|h| =: β′′′

4 |h|.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (1), (6) ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.

Èíäóêöèÿ çàâåðøåíà. Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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Çàìå÷àíèå 2. Óñëîâèå (C) â òåîðåìå 1 ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì äëÿ ñèñòåìû (1), (6). Î÷å-

âèäíî, ÷òî îíî ñóùåñòâåííî. Óñëîâèå (B) òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì. Ýòî ïîêàçûâàåò

ïðèìåð 1 íèæå.

Ïðèìåð 1. Óñëîâèå Y1 äëÿ �óíêöèè b(·) ìîæíî íàçâàòü ¾ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòüþ íà

R ïî íîðìå â L1¿ �óíêöèè b(·). Ïî-äðóãîìó: ýòî ñâîéñòâî îçíà÷àåò ðàâíîñòåïåííóþ íåïðåðûâ-

íîñòü â ñðåäíåì (ò. å. ïî íîðìå â L1([0, 1])) ìíîæåñòâà bτ (·) := b(τ + ·) ñäâèãîâ �óíêöèè b(·).
Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå ðàâíîìåðíîñòè â ýòîì ñâîéñòâå â óñëîâèè (B) òåîðåìû 1 ñóùåñòâåííî.

Ïîëîæèì

f0(t) :=

{
1, t ∈ [0, 1/2),
−1, t ∈ [1/2, 1),

g0(t) :=

∫ t

0
f0(s) ds =

{
t, t ∈ [0, 1/2),
1− t, t ∈ [1/2, 1).

Ïðîäîëæèì �óíêöèè f0(t), g0(t) íà R ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì ω = 1. Ïîëîæèì

fk(t) := f0(2
kt), gk(t) :=

1

2k
g0(2

kt), t ∈ R, k ∈ N.

Òîãäà g′k(t) = fk(t) äëÿ âñåõ òî÷åê t ∈ R äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè gk(t), k ∈ N. Êðîìå

òîãî, gk(t0) = 0 äëÿ âñÿêîãî t0 ∈ Z. Ïîëîæèì

b(t) :=

{
1, t < 0,
fk(t), t ∈ [k, k + 1), k = 0, 1, 2, . . . .

�àññìîòðèì ñèñòåìó (1), ãäå

A(t) =

∥∥∥∥
0 b(t)
0 0

∥∥∥∥ , B(t) =

∥∥∥∥
0
1

∥∥∥∥ . (35)

Äëÿ òàêîé ñèñòåìû óñëîâèå (C) òåîðåìû 1 âûïîëíåíî. Äàëåå, êîý��èöèåíòû (35) îãðàíè÷åíû

íà R, ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (A) òåîðåìû 1 òàêæå âûïîëíåíî. Ôóíêöèÿ b(·) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî

íåïðåðûâíîé. Îäíàêî îíà íå ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé è íå óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ Y1. Ïîêàæåì ýòî. Ïîëîæèì ε = 1. Äëÿ ëþáîãî δ > 0 âûáåðåì k0 ∈ N òàêîå, ÷òî

1/2k0 < δ. Ïîëîæèì h := 1/2k0 . Òîãäà 0 < h < δ. Ïîëîæèì τ := k0−1. Äëÿ âñÿêîãî t ∈ [k0−1, k0)

èìååì

∣∣∣∣b
(
t+

1

2k0

)
− b(t)

∣∣∣∣ = 2. Òîãäà

∫ τ+1

τ
|b(t+ h)− b(t)| dt =

∫ k0

k0−1

∣∣∣∣b
(
t+

1

2k0

)
− b(t)

∣∣∣∣ dt >

>

∫ k0−h

k0−1

∣∣∣∣b
(
t+

1

2k0

)
− b(t)

∣∣∣∣ dt = 2(1− h) > 1 = ε.

Çíà÷èò, b(·) íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Y1 (è íå ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé).

Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (1) ñ ìàòðèöàìè (35) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé

â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2 (è, â ñèëó [6, ñëåäñòâèå 2℄, â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1 Êàëìàíà).

Ïóñòü çàäàíû ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî ϑ > 0 è ëþáîå β1 > 0. Âûáåðåì k0 ∈ N òàêîå, ÷òî

1

2k0+1
< β1. Ïîëîæèì τ := k0, h := col (1, 0) ∈ R

2
. Ïîêàæåì, ÷òî (ëåâîå) íåðàâåíñòâî (4) íå

âûïîëíåíî. Èìååì

X(τ, s) =

∥∥∥∥∥∥
1

∫ τ

s
b(ζ) dζ

0 1

∥∥∥∥∥∥
, X(τ, s)B(s) =

∥∥∥∥∥∥

∫ τ

s
b(ζ) dζ

1

∥∥∥∥∥∥
,

|hTX(τ, s)B(s)| =
∫ s

k0

b(ζ) dζ =: r(s), s ∈ [τ, τ + ϑ] = [k0, k0 + ϑ].
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Èìååì r(k1) = 0 äëÿ âñåõ k1 ∈ Z ∩ [τ, τ + ϑ]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî r(s) = gk(s), s ∈ [k, k + 1),
k = k0, k0 + 1, . . . , k0 + ϑ− 1. Èìååì

∫ k+1

k
gk(s) ds =

∫ 1

0
gk(s) ds = 2k+1

∫ 1/2k+1

0
s ds =

1

2k+2
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∫ τ+ϑ

τ
|hTX(τ, s)B(s)| ds =

∫ k0+ϑ

k0

r(s) ds =

∫ k0+1

k0

gk0(s) ds+ . . . +

∫ k0+ϑ

k0+ϑ−1
gk0+ϑ−1(s) ds =

=
1

2k0+2
+ . . .+

1

2k0+ϑ+1
=

1

2k0+1

(
1− 1

2ϑ

)
<

1

2k0+1
< β1.

Òàêèì îáðàçîì, (ëåâîå) íåðàâåíñòâî (4) íå âûïîëíåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñâîéñòâî H(ϑ) íå âû-
ïîëíåíî íè äëÿ êàêîãî öåëîãî ϑ > 0, à â ñèëó [6, ïðåäëîæåíèå 4, ñâîéñòâî (c)℄ íè äëÿ êàêîãî

ϑ > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (1), (35) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé. �.

Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (1), (6) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A)�(C) òåîðå-
ìû 1 è �óíêöèÿ b2n(·) èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíà. Òîãäà ñèñòåìà (1), (6) ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå

óïðàâëÿåìà ïî Êàëìàíó äëÿ ëþáîãî ϑ > 0.

Òåîðåìà 2 âûòåêàåò èç òåîðåìû 1 è [6, òåîðåìà 5℄.

Òåîðåìà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîý��èöèåíòû A(·), B(·) ñèñòåìû (1), (6) îãðàíè÷åíû,

êîý��èöèåíòû bi(·), i = 1, n− 1, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Y1, è âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

|bi(t)| > κ > 0, t ∈ R, äëÿ âñåõ i = 1, n. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ϑ > 0 ñèñòåìà (1), (6) ϑ-ðàâíîìåðíî
âïîëíå óïðàâëÿåìà.

Òåîðåìà 3 âûòåêàåò èç òåîðåìû 1 è ëåììû 1.

Çàìå÷àíèå 3. �àññìîòðèì ñèñòåìó (1). Ïîëîæèì Q(t) = [P0(t), P1(t), . . . , Pn−1(t)], ãäå

P0(t) = B(t), Pk(t) = −A(t)Pk−1(t) + Ṗk−1(t), k > 1. (36)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì. [23, òåîðåìà 6℄): ïóñòü m = 1, ìàòðèöû A(·), B(·)
îãðàíè÷åíû, �óíêöèè Pi(t), t ∈ R, â (36) îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ i = 0, . . . , n, íåïðåðûâíû, îãðà-
íè÷åíû è |detQ(t)| > κ1 > 0, t ∈ R; òîãäà ñèñòåìà (1) ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (1) èìååò âèä (6) è äëÿ íåå âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6 ðàáîòû [23℄.

Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3 è, ñëåäîâàòåëüíî, òàêàÿ ñèñòåìà ÿâ-

ëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé (êàê ýòî è äîëæíî èìåòü ìåñòî ñîãëàñíî òåîðåìå 6 [23℄).

Ïîñòðîèì ìàòðèöû Pi(t), i = 0, . . . , n, è Q(t) ∈ Mn. Òîãäà ìàòðèöà Q(t) = {qij(t)}, i, j = 1, n,
ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíîé; ýëåìåíòû âûøå åå ïîáî÷íîé äèàãîíàëè ðàâíû íóëþ, à ýëåìåíòû åå ïî-

áî÷íîé äèàãîíàëè èìåþò âèä qn+1−j,j(t) =
n∏

ν=n+1−j
bν(t)(−1)j−1

, j = 1, n. Ïî óñëîâèþ Pi(t),

i = 0, . . . , n, îãðàíè÷åíû, ñëåäîâàòåëüíî, |qn+1−j,j(t)| 6 Kj äëÿ âñÿêîãî j = 1, n. Êðîìå òîãî,

|
n∏

j=1
qn+1−j,j(t)| = |detQ(t)| > κ1 > 0. Çíà÷èò,

∣∣ n∏
j=1

(
qn+1−j,j(t)

)−1∣∣ 6 κ
−1
1 . Òîãäà äëÿ âñÿêîãî

j = 1, n âûïîëíåíî

∣∣(qn+1−j,j(t)
)−1∣∣ 6 κ

−1
1

n∏
i=1

i6=j

Ki =: Mj . Èìååì

∣∣1/bn(t)
∣∣ =

∣∣1/qn1(t)
∣∣ 6 M1,

∣∣1/bn−1(t)
∣∣ =

∣∣qn1(t)/qn−1,2(t)
∣∣ 6 K1M2, . . . ,

∣∣1/bn+1−j(t)
∣∣ =

∣∣qn+2−j,j−1(t)/qn+1−j,j(t)
∣∣ 6 Kj−1Mj

äëÿ ëþáîãî j ∈ {2, n}. Òàêèì îáðàçîì, |bi(t)|, t ∈ R, i = 1, n, îòäåëåíû îò íóëÿ.



330 Â.À. Çàéöåâ

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2015. Ò. 25. Âûï. 3

Äàëåå, ïîñêîëüêó Pi+1(t) = Ṗi(t)−A(t)Pi(t), i = 0, n − 1, è �óíêöèè Pi+1(t) è A(t)Pi(t) îãðà-
íè÷åíû äëÿ âñåõ i = 0, n− 1, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Ṗi(t), i = 0, n − 1, îãðàíè÷åíû. Ñëåäîâàòåëüíî,
|q̇n+1−j,j(t)| 6 Rj , t ∈ R, j = 1, n. Òîãäà

∣∣∣∣
d

dt

(
1

qn+1−j,j(t)

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣−

q̇n+1−j,j(t)

q2n+1−j,j(t)

∣∣∣∣∣ 6 RjM
2
j =: Sj .

Èìååì |ḃn(t)| = |q̇n1(t)| 6 R1 è ò. ä., äëÿ ëþáîãî j ∈ {2, n}
∣∣∣ḃn+1−j(t)

∣∣∣ =
∣∣∣∣−

d

dt

(
qn+1−j,j(t)

qn+2−j,j−1(t)

)∣∣∣∣ 6 RjMj−1 +KjSj−1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíûå �óíêöèé bi(t), i = 1, n, îãðàíè÷åíû íà R. Îòñþäà ñëåäóåò ðàâíî-

ìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü �óíêöèé bi(t) íà R. Çíà÷èò, �óíêöèè bi(t), i = 1, n− 1, óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ Y1. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ òåîðåìû 3 âûïîëíåíû.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñèñòåì (1) âèäà (6) òåîðåìà 3 ÿâëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèåì òåîðåìû 6 [23℄

íà ñèñòåìû ñ êîý��èöèåíòàìè A(·), B(·) èç áîëåå øèðîêîãî êëàññà. �

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êâàçèäè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàáîòîé [24℄.

Ïóñòü çàäàíà íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà P(t) = {pik(t)}ni,k=0 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþ-

ùèå óñëîâèÿ íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå J ⊂ R.

Ó1. Ôóíêöèè p00(·) è pnn(·) èçìåðèìû, ï. â. êîíå÷íû è ï. â. îòëè÷íû îò íóëÿ íà J .

Ó2. Ôóíêöèè

1

pii(·)
, i = 1, n− 1, èçìåðèìû è ëîêàëüíî ñóììèðóåìû íà J .

Ó3. Ôóíêöèè

pik(·)
pii(·)

, i = 1, n, k = 1, i− 1, èçìåðèìû è ëîêàëüíî ñóììèðóåìû íà J .

Îïðåäåëèì êâàçèïðîèçâîäíûå

k
Px (k = 0, n) �óíêöèè x : J → R ðàâåíñòâàìè

0x := 0
Px := p00(t)x,

kx := k
Px := pkk(t)

d

dt

(
k−1
P x

)
+

k−1∑

ν=0

pkν(t) (
ν
Px) , k = 1, n.

Êâàçèäè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (ÊäÓ) n-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå

nx = f(t), t ∈ J . (37)

�åøåíèåì óðàâíåíèÿ (37) íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ �óíêöèÿ x(t), t ∈ J , èìåþùàÿ ëîêàëüíî àáñî-

ëþòíî íåïðåðûâíûå êâàçèïðîèçâîäíûå

kx, k = 0, n − 1, è ï. â. íà J óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíå-

íèþ (37).

Ïóñòü çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

(kx)(τ) = γk, k = 0, n− 1, τ ∈ J , γk ∈ R. (38)

Îáîçíà÷èì γ = col (γ0, . . . , γn−1). Ïîñòðîèì ïî ìàòðèöå P(t) ìàòðèöó

A(t) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

−p10(t)

p11(t)

1

p11(t)
0 . . . 0

−p20(t)

p22(t)
−p21(t)

p22(t)

1

p22(t)
. . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

− pn−1,0(t)

pn−1,n−1(t)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1

pn−1,n−1(t)

− pn0(t)

pnn(t)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . −pn,n−1(t)

pnn(t)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(39)
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è âåêòîð f̂(t) = col
(
0, . . . , 0, f(t)/pnn(t)

)
. Â ðàáîòå [24℄ ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à Êîøè (37), (38)

ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

ż = A(t)z + f̂(t) (40)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì z(τ) = γ, ãäå z = (Px) := col (0Px, . . . ,
n−1
P x), A(t)� ìàòðèöà (39), è åñëè

âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ó1�Ó3 è �óíêöèÿ f(·)/pnn(·) ëîêàëüíî ñóììèðóåìà íà J , òî çàäà÷à (40),

z(τ) = γ (à âìåñòå ñ íåé è çàäà÷à (37), (38)) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîìïîíåíòû

kx,
k = 0, n − 1, êîòîðîãî ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíû.

�àññìîòðèì ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ êâàçèäè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

nx = u, u : J → R. (41)

Ýòî ÊäÓ ýêâèâàëåíòíî ëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìå

ż = A(t)z +B(t)u, u ∈ R, (42)

ãäå A(t) èìååò âèä (39), B(t) = col
(
0, . . . , 0, 1/pnn(t)

)
, u = u, z = col (0x, . . . , n−1x). Áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå.

Ó4. Ôóíêöèÿ

1

pnn(·)
ëîêàëüíî ñóììèðóåìà ïî Ëåáåãó íà J .

Äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ u(·) = u(·) � ýòî �óíêöèè òàêèå, ÷òî Bu ∈ Lloc
1 (J ).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÊäÓ (41) âïîëíå óïðàâëÿåìî íà îòðåçêå ∆ ⊂ J , åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ñèñòåìà (42) îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ÊäÓ (41) ïîëó÷åíû â [8℄. Çäåñü óñòàíîâëåíû

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ÊäÓ (41).

Ïóñòü J = R. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÊäÓ (41) ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìî (â ñìûñëå

îïðåäåëåíèÿ 1 èëè 2), åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà (42) îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ó1�Ó4 íà R è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

Ó5. Ôóíêöèè

pik(·)
pii(·)

, i = 1, n, k = 0, i − 1, è
1

pii(·)
, i = 1, n, èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíû íà R.

Ó6. Ôóíêöèè

1

pii(·)
, i = 1, n − 1, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Y1.

Ó7. Ôóíêöèè pii(·), i = 1, n, îãðàíè÷åíû íà R.
Òîãäà ÊäÓ (41) ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2 äëÿ ëþáîãî ϑ > 0.

Åñëè äîïîëíèòåëüíî �óíêöèÿ

1

p2nn(·)
èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíà íà R, òî äëÿ ëþáîãî ϑ > 0

ÊäÓ (41) ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìî â ñìûñëå Êàëìàíà.

Òåîðåìà 4 âûòåêàåò èç òåîðåì 1 è 2.

� 3. Óïðàâëåíèå àñèìïòîòè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè ëèíåéíîé ñèñòåìû

â �îðìå Õåññåíáåðãà

�àññìîòðèì ñèñòåìó (1) ñ èçìåðèìûìè, èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííûìè íà R êîý��èöèåíòàìè.

Ïóñòü óïðàâëåíèå â ñèñòåìå (1) èìååò âèä ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè u = Ux, ãäå U = U(·) �
èçìåðèìàÿ îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ. Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

ẋ = (A(t) +B(t)U)x. (43)

Â ðàáîòàõ [13, 14, 25�28℄ áûë ïîëó÷åí ðÿä �óíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ î ãëîáàëüíîì óïðàâ-

ëåíèè àñèìïòîòè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè ñèñòåìû (43) íà îñíîâå ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîé ïîëíîé

óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (1). Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ.

Îïðåäåëåíèå 6 (ñì. [25, 26℄, [14, . 259℄). Ñèñòåìà (43) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ãëîáàëüíîé ëÿ-

ïóíîâñêîé ïðèâîäèìîñòè, åñëè äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé, èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííîé ìàòðèöû C(·)
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íàéäåòñÿ èçìåðèìîå è îãðàíè÷åííîå óïðàâëåíèå U = U(t), t ∈ R, îáåñïå÷èâàþùåå àñèìïòîòè-

÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåìû

ż = C(t)z, t ∈ R, z ∈ R
n, (44)

è ñèñòåìû (43) ïðè U = U(t), òî åñòü ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå Ëÿïóíîâà (ñì. [2, ñ. 247℄, [29,
ñ. 154℄), ñâÿçûâàþùåå ýòè ñèñòåìû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ1(A) 6 . . . 6 λn(A) ïîëíûé ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñâîáîäíîé

ñèñòåìû ẋ = A(t)x. Òåîðèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà èçëîæåíà â ðàáîòàõ

[2, 29℄. Ïîñêîëüêó A(·) èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíà, ÷èñëà λi(A) êîíå÷íû.

Îïðåäåëåíèå 7 (ñì. [26, ñ. 111℄, [27℄, [14, . 184℄). Ïîëíûé ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñè-

ñòåìû (43) íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíî óïðàâëÿåìûì, åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà ÷èñåë α1 6 . . . 6 αn

ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå îãðàíè÷åííîå óïðàâëåíèå U = U(t), t ∈ R, òàêîå, ÷òî λj(A+ BU) = αj ,

j = 1, n.

Åñëè ñèñòåìà (43) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ãëîáàëüíîé ëÿïóíîâñêîé ïðèâîäèìîñòè, òî ïîêàçàòå-

ëè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (43) ãëîáàëüíî óïðàâëÿåìû [14, òåîðåìà 25.4℄.

Îïðåäåëåíèå 8 (Ñ.Í. Ïîïîâà [28℄, [26, ñ. 234℄, [14, . 326℄). Ñèñòåìà (43) íàçûâàåòñÿ ãëî-

áàëüíî ñêàëÿðèçóåìîé, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé íàïåðåä çàäàííîé êóñî÷íî íåïðåðûâíîé è îãðà-

íè÷åííîé íà R ñêàëÿðíîé �óíêöèè p(·) ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå, îãðàíè÷åííîå óïðàâëåíèå

U = U(t), t ∈ R, òàêîå, ÷òî ñèñòåìà (43) ñ ýòèì óïðàâëåíèåì àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà

ñèñòåìå (44) ñ ìàòðèöåé C(t) = p(t)I.

Òåîðåìà 5 (Ñ.Í. Ïîïîâà). Ïóñòü A(·) êóñî÷íî íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà R, B(·) êóñî÷-
íî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà R, è ñèñòåìà (1) ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà.

Òîãäà:

(A) ñèñòåìà (43) ãëîáàëüíî ñêàëÿðèçóåìà [28℄, [26, òåîðåìà 26.1℄, [14, òåîðåìà 30.1℄;

(B) ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (43) ãëîáàëüíî óïðàâëÿåìû [27℄, [26, òåîðåìà 27.4℄, [14,

òåîðåìà 31.4℄.

Äàëåå, ïóñòü ñèñòåìà (1) ω-ïåðèîäè÷åñêàÿ. Åñëè A(·), B(·) êóñî÷íî íåïðåðûâíû è îãðàíè-

÷åíû è ñèñòåìà (1) âïîëíå óïðàâëÿåìà, òî îíà nω-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà. Ýòî ñëåäóåò
èç [30, 31℄. Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè A(·) èçìåðèìàÿ è èíòå-

ãðàëüíî îãðàíè÷åííàÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé ìàòðèöû A(·) ñâîéñòâî èíòåãðàëüíîé
îãðàíè÷åííîñòè ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî A(·) ëîêàëüíî ñóììèðóåìà.

Òåîðåìà 6 (Ñ.Í. Ïîïîâà [13℄, [26, òåîðåìà 24.1℄, [14, òåîðåìà 28.1℄). Ïóñòü A(·), B(·) êó-

ñî÷íî íåïðåðûâíûå, îãðàíè÷åííûå è ω-ïåðèîäè÷åñêèå. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâè-

âàëåíòíû:

(1) ñèñòåìà (1) âïîëíå óïðàâëÿåìà;

(2) ñèñòåìà (43) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ãëîáàëüíîé ëÿïóíîâñêîé ïðèâîäèìîñòè.

Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 5, 6, ïðèìåíÿåìûé â ðàáîòàõ [13, 26�28℄, íå ïîçâîëÿåò îñëà-

áèòü óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè è êóñî÷íîé ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ìàòðèöû B(·). Îäíàêî
óñëîâèÿ íà ìàòðèöó A(·) âîçìîæíî íåñêîëüêî îñëàáèòü. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2. Â òåîðåìàõ 5, 6 óñëîâèå êóñî÷íîé íåïðåðûâíîñòè è îãðàíè÷åííîñòè

ìàòðèöû A(·) ìîæíî çàìåíèòü íà áîëåå ñëàáîå ïðåäïîëîæåíèå: ìàòðèöà A(·) èçìåðèìà

è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Z1.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 2 íóæíî ðàçîáðàòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 5, 6 è âûÿñ-

íèòü, êàê â ýòèõ äîêàçàòåëüñòâàõ èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî êóñî÷íîé íåïðåðûâíîñòè è îãðàíè÷åí-

íîñòè ìàòðèöû A(·). Åñëè ýòî ñäåëàòü, òî ìîæíî îáíàðóæèòü, ÷òî ýòî ñâîéñòâî èñïîëüçóåòñÿ

ëèøü äëÿ âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà (d) ïðåäëîæåíèÿ 3 [6℄, à èìåííî:

∀ϑ > 0 ∃ γ = γ(ϑ) > 0 ∀ t, s ∈ R
(
|t− s| 6 ϑ =⇒ |X(t, s)| 6 γ

)
,

à òàêæå ñëåäóþùåãî ñâîéñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 3 (Ñ.Í. Ïîïîâà [26, ïðåäëîæåíèå 22.1℄, [14, ïðåäëîæåíèå 26.1℄). Ïóñòü A(·)
êóñî÷íî íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà R, B(·) êóñî÷íî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà

R. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ε > 0 è ϑ > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ = δ(ε, ϑ) > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî τ ∈ R

è äëÿ âñåõ t, s ∈ [τ, τ + ϑ], ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó è òîìó æå èíòåðâàëó íåïðåðûâíîñòè Ii,
i ∈ I, �óíêöèè B(·) è óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |t− s| 6 δ, âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

|X(τ, t)B(t) −X(τ, s)B(s)| 6 ε.

Ñâîéñòâî Z1 âëå÷åò èíòåãðàëüíóþ îãðàíè÷åííîñòü (ëåììà 1) ìàòðèöû A(·) è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ñâîéñòâî (d) [6, ëåììà 6℄. Ïîêàæåì, ÷òî â ïðåäëîæåíèè 3 óñëîâèå íà ìàòðèöó A(·) ìîæíî
îñëàáèòü äî óñëîâèÿ Z1.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü â ïðåäëîæåíèè 3 äëÿ ìàòðèöû A(·) âûïîëíåíî áîëåå ñëàáîå ïðåä-
ïîëîæåíèå: ìàòðèöà A(·) èçìåðèìà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Z1. Òîãäà çàêëþ÷åíèå ïðåäëî-

æåíèÿ 3 ñïðàâåäëèâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü τ ∈ R è ϑ > 0 ïðîèçâîëüíûå. Ïîñêîëüêó A(·) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Z1, ïî ëåììå 1 îíà èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíà, ò. å. sup

t∈R
‖A‖L1([t,t+1]) 6 a äëÿ íåêîòîðîãî

a > 0. Òîãäà â ñèëó [6, ëåììà 6℄ |X(t, s)| 6 e(ϑ+1)a
äëÿ ëþáûõ t, s ∈ R òàêèõ, ÷òî |t − s| 6 ϑ.

Äàëåå, ïóñòü ‖B‖C(R) 6 b äëÿ íåêîòîðîãî b > 0. Ïóñòü çàäàíî ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ïîëîæèì

ε1 = ε/(2be(ϑ+1)a) > 0. Ïîñòðîèì ïî ε1 > 0 ÷èñëî δ1 > 0 ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3 òàêîå, ÷òî

åñëè 0 < h < δ1, òî

∫ t+h

t
|A(ζ)| dζ < ε1 äëÿ ëþáîãî t ∈ R. Ïóñòü t1, t2 ∈ [τ, τ + ϑ] è |t1 − t2| < δ1.

Ïî �îðìóëå Êîøè èìååì

|X(τ, t1)−X(τ, t2)| =
∣∣∣
∫ t2

t1

X(τ, ζ)A(ζ) dζ
∣∣∣ 6 e(ϑ+1)a

∣∣∣
∫ t2

t1

|A(ζ)| dζ
∣∣∣ 6 e(ϑ+1)a · ε1 =

ε

2b
.

Ïîëîæèì ε2 = ε/(2e(ϑ+1)a) > 0. Ïîñòðîèì ïî ε2 > 0 ÷èñëî ∆ = ∆(ε2) > 0 ñîãëàñíî îïðåäåëå-

íèþ 5. Ïîëîæèì δ := min{δ1,∆}. Ïóñòü t, s ∈ [τ, τ + ϑ]∩ Ii ïðè íåêîòîðîì �èêñèðîâàííîì i ∈ I

è |t− s| 6 δ. Òîãäà |t− s| 6 ∆, ïîýòîìó |B(t)−B(s)| 6 ε2. Òîãäà

|X(τ, t)B(t) −X(τ, s)B(s)| 6
6 |X(τ, t)||B(t) −B(s)|+ |X(τ, t)−X(τ, s)||B(s)| 6 e(ϑ+1)a ε

2e(ϑ+1)a
+

ε

2b
b = ε.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Òàêèì îáðàçîì, èç ïðåäëîæåíèÿ 4 âûòåêàåò ïðåäëîæåíèå 2.

Çàìå÷àíèå 4. Èç ïðåäëîæåíèÿ 4 ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå íà ìàòðèöó A(·) ìîæíî îñëàáèòü

äî óñëîâèÿ Z1 â ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ î ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè, ãëîáàëüíîé

äîñòèæèìîñòè è îá óïðàâëåíèè ëÿïóíîâñêèìè èíâàðèàíòàìè â � 26�31 [14℄: â òåîðåìàõ 26.1,

26.2, 26.3, 27.3, 27.4, 28.1, 29.1, 30.1, 30.2, 30.3, 31.1, 31.2, 31.3, 31.4; â ñëåäñòâèÿõ 27.1, 27.2, 27.3,

28.1, 29.3, 30.1, 30.2, 30.3; â ëåììàõ 30.1, 31.1.

Âûâåäåì ñëåäñòâèÿ èç ðåçóëüòàòîâ � 2 è ïðèâåäåííûõ çäåñü òåîðåì.
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü ñèñòåìà (1) èìååò �îðìó Õåññåíáåðãà (6) è åå êîý��èöèåíòû óäîâëå-

òâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(a) A(·) èçìåðèìàÿ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Z1;

(b) bi(·), i = 1, n − 1, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Y1;

(c) bn(·) êóñî÷íî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà R;

(d) |bi(t)| > κ > 0, t ∈ R, i = 1, n.

Òîãäà:

(1) ñèñòåìà (43) ãëîáàëüíî ñêàëÿðèçóåìà;

(2) ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (43) ãëîáàëüíî óïðàâëÿåìû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèÿ (a) ñëåäóåò, ÷òî A(·) èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíà (ïî ëåì-
ìå 1). Èç óñëîâèÿ (c) ñëåäóåò, ÷òî bn(·) èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíà, â òîì ÷èñëå ñ êâàäðàòîì íîðìû.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíî óñëîâèå (A) òåîðåìû 1. Óñëîâèÿ (b) è (d) ñîâïàäàþò ñîîòâåòñòâåííî
ñ óñëîâèÿìè (B) è (C) òåîðåìû 1. Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåì 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (1)

ÿâëÿåòñÿ ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé â ñìûñëå îïðåäåëåíèé 2 è 1 äëÿ ëþáîãî ϑ > 0.
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 5 è ïðåäëîæåíèå 2, ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. �

Ëåììà 4. Ïóñòü A ∈ Lloc
1 (R,Mn) è A(t) = A(t+ω), t ∈ R, ω > 0. Òîãäà A(·) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ Z1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì �óíêöèþ g(t) =

∫ t

0
|A(ζ)| dζ. Ôóíêöèÿ g(·) àáñîëþò-

íî íåïðåðûâíà íà [0, 2ω], çíà÷èò, íåïðåðûâíà, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [0, 2ω];
ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ ∈ (0, ω) òàêîå, ÷òî åñëè 0 < h < δ, òî |g(t+ h)− g(t)| < ε,

ò. å.

∫ t+h

t
|A(ζ)| dζ < ε, åñëè t, t + h ∈ [0, 2ω]. Äëÿ ëþáûõ s, s + h ∈ R, ãäå h ∈ (0, δ), íàéäóòñÿ

ts ∈ [0, 2ω] è ns ∈ Z òàêèå, ÷òî s = ts + nsω è ts + h ∈ [0, 2ω]. Òîãäà

∫ s+h

s
|A(ζ)| dζ =

∫ ts+h

ts

|A(η + nsω)| dη =

∫ ts+h

ts

|A(η)| dη < ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, g(·) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà R. Çíà÷èò, âûïîëíåíî ñâîéñòâî Z1. �

Òåîðåìà 8. Ïóñòü ñèñòåìà (1) èìååò �îðìó Õåññåíáåðãà (6) è åå êîý��èöèåíòû óäîâëå-

òâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(a) A(·), B(·) � ω-ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè (ω > 0);

(b) A(·) � èçìåðèìàÿ, ëîêàëüíî ñóììèðóåìàÿ;

(c) bn(·) êóñî÷íî íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà R;

(d) ñóùåñòâóåò ïðîìåæóòîê ∆ := (t0, t1) òàêîé, ÷òî bi(t) 6= 0, i = 1, n, äëÿ ï. â. t ∈ ∆.

Òîãäà ñèñòåìà (43) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ãëîáàëüíîé ëÿïóíîâñêîé ïðèâîäèìîñòè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèé (a), (b) ïî ëåììå 4 ñëåäóåò, ÷òî A(·) óäîâëåòâîðÿ-

åò óñëîâèþ Z1. Èç óñëîâèé (b), (c), (d) â ñèëó [8, òåîðåìà 3℄ ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (1) âïîëíå

óïðàâëÿåìà íà ëþáîì îòðåçêå ∆0 = [τ0, τ1] ⊂ ∆ äëèíû ìåíüøå ω. Â ñèëó [8, òåîðåìà 1℄ ñòðîêè

ìàòðèöû X(τ0, t)B(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà [τ0, τ1], ñëåäîâàòåëüíî, íà [τ0, τ0 + nω]. Îòñþäà,
â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ñèñòåìû (1), èç [30, 31℄ ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (1) âïîëíå óïðàâëÿåìà íà

ëþáîì îòðåçêå äëèíû nω. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 6 è ïðåäëîæåíèå 2, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåð-

æäåíèå. �
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Uniform omplete ontrollability and global ontrol over asymptoti invariants of linear systems

in the Hessenberg form
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We prove that a linear ontrol system

ẋ = A(t)x+B(t)u, t ∈ R, x ∈ R
n, u ∈ R

m, (1)

with matrix oe�ients of the Hessenberg form is uniformly ompletely ontrollable in the sense of Kalman

under rather weak onditions imposed on oe�ients. It is shown that some obtained su�ient onditions are

essential. Corollaries are derived for quasi-di�erential equations. We onstrut feedbak ontrol u = Ux for

the system (1) and study the problem of global ontrol over asymptoti invariants of the losed-loop system

ẋ = (A(t) +B(t)U)x, t ∈ R, x ∈ R
n. (2)

The onditions on oe�ients are weakened in the known results of S. N. Popova. For the system (2) with
matrix oe�ients of the Hessenberg form, the obtained results and the results of S. N. Popova are used

to reeive su�ient onditions for global reduibility to systems of salar type and for global ontrol over

Lyapunov exponents and moreover, for global Lyapunov reduibility in the ase of periodi A(·) and B(·).
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