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Â ÀÁÑÒ�ÀÊÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÓÄÅ�ÆÀÍÈß

1

Äëÿ èãðîâîé çàäà÷è óäåðæàíèÿ òðàåêòîðèé àáñòðàêòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â çàäàííîì ìíîæåñòâå

èññëåäóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåòîäà ïðîãðàììíûõ èòåðàöèé è êîíñòðóêöèé, ñâÿçàííûõ ñ ïîñòðîåíèåì

îïåðàòîðíî âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà ïîñðåäñòâîì ïðåäîáîëî÷êè. Â ðàìêàõ äàííûõ ñîîòíîøåíèé

ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ óïîìÿíóòîé îáîëî÷êè ðåàëèçóåòñÿ â �îðìå, äâîéñòâåííîé ïî îòíîøåíèþ ê ïðî-

öåäóðå íà îñíîâå ìåòîäà ïðîãðàììíûõ èòåðàöèé. �åøåíèå çàäà÷è óäåðæàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ â êëàññå

ìíîãîçíà÷íûõ êâàçèñòðàòåãèé (íåóïðåæäàþùèõ îòêëèêîâ íà ðåàëèçàöèè íåîïðåäåëåííûõ �àêòîðîâ

ïðîöåññà). Ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî óñïåøíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è óäåðæàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

ïðåäåëà èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû íà ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâ, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîçèöèè

èãðû, à òàêæå óñòàíîâëåíà ñòðóêòóðà ðàçðåøàþùèõ êâàçèñòðàòåãèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîãðàììíûå èòåðàöèè, îïåðàòîðíàÿ âûïóêëîñòü, êâàçèñòðàòåãèè.

Ââåäåíèå

Ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò [1�3℄ è ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñîîòíîøåíèé àáñòðàêòíîé âåðñèè ìå-

òîäà ïðîãðàììíûõ èòåðàöèé (ÌÏÈ) è êîíñòðóêöèé [4℄, ñâÿçàííûõ ñ ïîñòðîåíèåì îïåðàòîðíî

âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà ïîñðåäñòâîì ïðåäîáîëî÷êè [4, ñ. 12℄. �àññìàòðèâàåòñÿ èãðîâàÿ

çàäà÷à óäåðæàíèÿ òðàåêòîðèé àáñòðàêòíîé ñèñòåìû â çàäàííîì ìíîæåñòâå. Êîíñòðóêöèè íà-

ñòîÿùåé ðàáîòû ëåæàò â ðóñëå èññëåäîâàíèé øêîëû Í.Í. Êðàñîâñêîãî ïî òåîðèè îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ è òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ èãð.

Â ðàáîòàõ [5, 6℄ Í.Í. Êðàñîâñêîãî è À.È. Ñóááîòèíà óñòàíîâëåíà �óíäàìåíòàëüíàÿ òåîðå-

ìà îá àëüòåðíàòèâå â íåëèíåéíîé äè��åðåíöèàëüíîé èãðå. Äàííàÿ òåîðåìà îïðåäåëèëà ïóòè

ðàçâèòèÿ òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ èãð è ïîñëóæèëà îñíîâîé ïîñòðîåíèÿ ý��åêòèâíûõ ìå-

òîäîâ ðåøåíèÿ. Â ñâîåì íåïîñðåäñòâåííîì âèäå ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò ðàçáèåíèå ïðîñòðàí-

ñòâà ïîçèöèé èãðû â ñóììó äâóõ ìíîæåñòâ, îäíî èç êîòîðûõ îòâå÷àåò óñïåøíîé ðàçðåøèìîñòè

çàäà÷è ñáëèæåíèÿ (íàâåäåíèÿ) îäíèì èç èãðîêîâ, à âòîðîå � óñïåøíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà-

÷è óêëîíåíèÿ äðóãèì èãðîêîì. Óïîìÿíóòûå èãðîêè � ñòîðîíû êîí�ëèêòà � èìåþò, òàêèì

îáðàçîì, ïðîòèâîïîëîæíûå öåëè è ñòðåìÿòñÿ ê èõ äîñòèæåíèþ, èñïîëüçóÿ ïîçèöèîííûå ñòðà-

òåãèè [5�7℄. Âàæíîå îáîáùåíèå óïîìÿíóòîé òåîðåìû áûëî ïîëó÷åíî À.Â. Êðÿæèìñêèì [8℄ äëÿ

óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ òðàäèöèîííîìó óñëîâèþ ëèïøèöåâîñòè ïî �àçîâîé

ïåðåìåííîé.

Èññëåäóåìàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷à óäåðæàíèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âàðèàíò çà-

äà÷è ñáëèæåíèÿ â ïðåäåëàõ çàäàííûõ �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ ïðîñòðàíñòâà

ïîçèöèé, îòâå÷àþùåé ìîìåíòó îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà (âîçìîæíà è ¾óêëàäûâàåòñÿ¿ â ïîñòàíîâêó

íàñòîÿùåé ñòàòüè çàäà÷à óäåðæàíèÿ íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå). Äàííàÿ çàäà÷à, ñ îäíîé ñòî-

ðîíû, âîçíèêàåò âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ, à ñ äðóãîé � èãðàåò ðîëü âàæíîãî ýëåìåíòà ðåøåíèÿ

äè��åðåíöèàëüíîé èãðû ñáëèæåíèÿ�óêëîíåíèÿ â âèäå òðåáîâàíèÿ î ñîõðàíåíèè òðàåêòîðèè

óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû â ïðåäåëàõ ñòàáèëüíîãî ìîñòà Í.Í. Êðàñîâñêîãî [7, � 39℄.

Â êà÷åñòâå åñòåñòâåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ èãð ìîæíî ñ÷èòàòü ïðî-

ãðàììíûå êîíñòðóêöèè [6, 7, 9, 10℄, êîòîðûå â íåïîñðåäñòâåííîì âàðèàíòå îïðåäåëèëè ðåøåíèå

1

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîãðàììû �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Ïðåçèäèóìà �ÀÍ ¾Ìàòåìàòè÷å-

ñêèå çàäà÷è ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ¿ ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû � 15�01�07909, � 13�

01�00304).
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òàê íàçûâàåìûõ ðåãóëÿðíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ èãð. Â áîëåå îáùèõ ñëó÷àÿõ äè��åðåíöèàëü-

íûõ èãð îêàçàëîñü âîçìîæíûì ðåàëèçîâàòü èäåþ ðåøåíèÿ íà îñíîâå ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ

â ðåæèìå èòåðàöèé.

Â ýòîé ñâÿçè íàïîìíèì ðàáîòû [11�17℄, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàëèñü êîíñòðóêöèè ðåøåíèÿ

íà îñíîâå ÌÏÈ, îòíîñÿùèåñÿ ê ñëó÷àþ äè��åðåíöèàëüíûõ èãð ñ òðàäèöèîííûìè óñëîâèÿìè íà

ñèñòåìó (íåïðåðûâíîñòü, ëîêàëüíàÿ ëèïøèöåâîñòü, ïîäëèíåéíûé ðîñò). Â ñâÿçè ñ óïîìÿíóòûì

îáîáùåíèåì òåîðåìû îá àëüòåðíàòèâå, ïîëó÷åííûì À.Â. Êðÿæèìñêèì, ïîñëåäîâàëè ðàáîòû ïî

ÌÏÈ äëÿ ñèñòåì, óäîâëåòâîðÿþùèõ áîëåå îáùèì óñëîâèÿì, ïîäîáíûì [8℄; ñì., íàïðèìåð, [18℄

è ðÿä ïîñëåäóþùèõ ðàáîò îäíîãî èç àâòîðîâ. Íàçâàííûå èññëåäîâàíèÿ ñâÿçûâàëèñü ñ êîí-

ñòðóêöèÿìè ðåøåíèÿ â êëàññå ìíîãîçíà÷íûõ êâàçèñòðàòåãèé (ñì. [12�14, 18, 19℄). Êðîìå òîãî,

áûëà îòìå÷åíà ñâÿçü îäíîé èç ïðîöåäóð íà îñíîâå ÌÏÈ è ìåòîäîâ, èñïîëüçóåìûõ â àêñèîìà-

òè÷åñêîé òåîðèè âûïóêëîãî àíàëèçà [4℄, à èìåííî: èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà [2℄, äâîéñòâåííàÿ

ê ðåàëèçóåìîé ïî ñõåìå ÌÏÈ, äîïóñêàåò åñòåñòâåííîå òîëêîâàíèå â òåðìèíàõ ïðåäîáîëî÷êè [4℄.

Óïîìÿíóòàÿ ñâÿçü èññëåäîâàëàñü [2℄ äëÿ êîíñòðóêöèé ðåøåíèÿ ¾îáû÷íûõ¿ äè��åðåíöèàëüíûõ

èãð.

Íåñêîëüêî ïîçäíåå (ñì. [1, 3℄ è äð.) ïîñòðîåíèÿ íà îñíîâå ÌÏÈ áûëè ðàñïðîñòðàíåíû íà

èãðîâûå çàäà÷è ñ àáñòðàêòíîé äèíàìèêîé, âêëþ÷àÿ êîíñòðóèðîâàíèå òàê íàçûâàåìîé ïðÿìîé

âåðñèè ýòîãî ìåòîäà (ñì. [20�22℄).

Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ïîäõîä [2℄ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà óïîìÿíóòûé êëàññ çàäà÷ ñ àá-

ñòðàêòíîé äèíàìèêîé: èìåÿ â âèäó ñõåìó [1,3℄ äëÿ çàäà÷è óäåðæàíèÿ òðàåêòîðèé â ìíîæåñòâå,

îïðåäåëÿþùåì �àçîâûå îãðàíè÷åíèÿ, êîíñòðóèðóåòñÿ êàê ïðÿìàÿ, òàê è äâîéñòâåííàÿ èòå-

ðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà íà ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâ, ïðè÷åì ïîñëåäíÿÿ èìååò ñìûñë ïîñòðîåíèÿ

îïåðàòîðíî âûïóêëîé îáîëî÷êè ïóñòîãî ìíîæåñòâà ïîñðåäñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíå-

íèÿ îïåðàòîðà ïðåäîáîëî÷êè. Ïîêàçàíî, ÷òî èòîãîì ïðèìåíåíèÿ ïðÿìîé ïðîöåäóðû íà îñíîâå

ÌÏÈ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî óñïåøíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è óäåðæàíèÿ â êëàññå êâàçèñòðàòåãèé,

ïðè÷åì íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîìåæóòîê óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì.

� 1. Îáùèå ïîíÿòèÿ

Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà. Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííàÿ ñèìâîëèêà (êâàíòîðû, ïðîïîçèöèîíàëüíûå ñâÿçêè, ∅� ïóñòîå ìíîæåñòâî); , �

ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ; def çàìåíÿò �ðàçó ¾ïî îïðåäåëåíèþ¿.

×åðåç P(T ) (÷åðåç P′(T )) óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ñåìåéñòâî âñåõ (âñåõ íåïóñòûõ) ïîäìíîæåñòâ
(ï/ì) ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà T . Åñëè A è B � ìíîæåñòâà, òî BA

åñòü def ìíîæåñòâî âñåõ

îòîáðàæåíèé èç ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî B (ñì. [23℄). Åñëè ïðè ýòîì f ∈ BA
è C ∈ P′(A),

òî (f | C) ∈ BC
åñòü def ñóæåíèå f íà ìíîæåñòâî C: (f | C)(x) , f(x) ∀x ∈ C. Åñëè z åñòü

óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (ÓÏ), òî åñòü z = (a, b) äëÿ íåêîòîðûõ îáúåêòîâ a è b, òî ÷åðåç pr1(z)
è pr2(z) îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûé è âòîðîé ýëåìåíòû z, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûå

óñëîâèåì z = (pr1(z),pr2(z)); ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî pr1(z) = a è pr2(z) = b. Ñåìåéñòâîì íàçûâàåì

ìíîæåñòâî, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî � ìíîæåñòâà. Ïðèíèìàåì àêñèîìó âûáîðà.

Ïóñòü N , {1; 2; . . .} è N0 , {0} ∪ N (òîãäà N0 = {0; 1; 2; . . .}); êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì

−−−→m,∞ , {j ∈ N0 | j > m} ∀m ∈ N0.

Åñëè H � íåïóñòîå ìíîæåñòâî è α ∈ HH
, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(αk)k∈N0
: N0 7→ HH

(1.1)

(ñòåïåíåé α) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè: 1) α0(h) , h ∀h ∈ H; 2) αk , α ◦ αk−1

∀k ∈ N. Â ÷àñòíîñòè, (1.1) îïðåäåëåíî â ñëó÷àå, êîãäà H � ñåìåéñòâî (ìíîæåñòâ). Â ýòîì

ñëó÷àå ââåäåì òàêæå ïîíÿòèå áåñêîíå÷íîé (òî÷íåå, ñ÷åòíîé) ñòåïåíè, ñëåäóÿ [1, ðàçäåë 2℄: åñëè

E � ñåìåéñòâî, α ∈ EE
, òî

∞
α∈ P(∪E∈EE)E òàêîâî, ÷òî

∞
α (M) ,

⋂

k∈N0

αk(M) ∀M ∈ E. (1.2)
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âñÿêèõ ìíîæåñòâà E, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Ai)i∈N ∈ P(E)N è A ∈ P(E), êàê
îáû÷íî,

((Ai)i∈N ↓ A)
def

⇔ ((A =
⋂

i∈N

Ai)&(Aj+1 ⊂ Aj ∀j ∈ N)), (1.3)

((Ai)i∈N ↑ A)
def

⇔ ((A =
⋃

i∈N

Ai)&(Aj ⊂ Aj+1 ∀j ∈ N)). (1.4)

Â ñâÿçè ñ (1.3) îòìåòèì î÷åâèäíîå ñâîéñòâî: åñëè

α(L) ⊂ L ∀L ∈ E, (1.5)

òî ïðè M ∈ E èìååì (αk(M))k∈N0
∈ EN0

è ïðè ýòîì äëÿ ìíîæåñòâà

∞
α (M) âûïîëíåíî

(αk(M))k∈N0
↓
∞
α (M);

çàìåòèì çäåñü æå, ÷òî (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (1.5))

∞
α (M) =

⋂

k∈−−−→m,∞

αk(M) ∀m ∈ N0.

Àíàëîãè÷íîå ïðèìåíåíèå (1.4) äëÿ îòîáðàæåíèé ñî ñâîéñòâîì, ¾ïðîòèâîïîëîæíûì¿ (1.5), áóäåò

îòìå÷åíî â ñâÿçè ñ êîíñòðóêöèåé íà îñíîâå îïåðàòîðíîé âûïóêëîñòè.

Ýëåìåíòû òîïîëîãèè. Åñëè (V, τ) åñòü òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (ÒÏ) è Z ∈ P(V ), òî
τ |Z , {Z ∩ G : G ∈ τ} åñòü òîïîëîãèÿ Z, ðåàëèçóþùàÿ â âèäå ÒÏ (Z, τ |Z ) ïîäïðîñòðàíñòâî
(V, τ). Åñëè (Z, τ) è (Z ′, τ ′) ñóòü ÒÏ, òî ÷åðåç τ ⊗ τ ′ îáîçíà÷àåì äàëåå ñòàíäàðòíóþ òîïîëîãèþ

ïðîèçâåäåíèÿ (Z, τ), (Z ′, τ ′) (ñì., íàïðèìåð, [24, ï. 2.3℄), áàçó êîòîðîé ñîñòàâëÿþò âñåâîçìîæíûå
ïðÿìîóãîëüíèêè G×G′

, G ∈ τ , G′ ∈ τ ′. Åñëè (V, τ) � ïðîèçâîëüíîå ÒÏ è v ∈ V , òî ÷åðåç Nτ (v)
íèæå îáîçíà÷àåòñÿ �èëüòð îêðåñòíîñòåé v [25, ãë. I℄. Â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ âàðè-

àíò îñíàùåíèÿ ìíîæåñòâà (ìåòðèçóåìîé) äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé, îòîæäåñòâëÿåìîé ñ áóëåàíîì

ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà.

Ïðîñòðàíñòâà ñ âûïóêëîñòüþ. Ïðîñòðàíñòâà ñ âûïóêëîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò îñíàùåíèþ

òîãî èëè èíîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà ñïåöèàëüíûì ñåìåéñòâîì åãî ïîäìíîæåñòâ (ñì. [4, ñ. 9℄),

÷òî íà èäåéíîì óðîâíå ïîäîáíî îñíàùåíèþ òîïîëîãèåé. �àçóìååòñÿ, îáû÷íàÿ âûïóêëîñòü, ðå-

àëèçóåìàÿ â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ¾óêëàäûâàåòñÿ¿ â àêñèîìàòè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ [4℄.

Äðóãîé åñòåñòâåííûé ïðèìåð äîñòàâëÿåò ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â ÒÏ, òî åñòü çà-

ìêíóòàÿ òîïîëîãèÿ â òåðìèíîëîãèè Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâà [26, ñ. 98℄. Èçâåñòíû è äðóãèå ïðèìå-

ðû. Âåñüìà âàæíûì ýëåìåíòîì àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè âûïóêëîñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ

âûïóêëîé îáîëî÷êè, à òàêæå ïðåäîáîëî÷êè. Îêàçàëîñü [2℄, ÷òî ñõåìà íà îñíîâå ÌÏÈ èñ÷åðïû-

âàþùèì îáðàçîì õàðàêòåðèçóåòñÿ äâîéñòâåííîé ïðîöåäóðîé íà îñíîâå âàðèàíòà ïðåäîáîëî÷êè

äëÿ òàê íàçûâàåìîé îïðåðàòîðíîé âûïóêëîñòè (ñì. [4, . 11℄). Ïî ñóùåñòâó, êîíñòðóêöèþ íà

îñíîâå ÌÏÈ ìîæíî (è â [2℄ ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ñëó÷àÿ íåëèíåéíîé äè��åðåíöèàëüíîé èã-

ðû îáùåãî âèäà) èñòîëêîâàòü â òåðìèíàõ ïðåäîáîëî÷êè è íà ýòîé îñíîâå ðåàëèçîâàòü îäíî èç

ìíîæåñòâ, îòâå÷àþùèõ àëüòåðíàòèâíîìó ðàçáèåíèþ â èãðå ñáëèæåíèÿ�óêëîíåíèÿ, â âèäå âû-

ïóêëîé îáîëî÷êè ïóñòîãî ìíîæåñòâà. Â äàííîé ðàáîòå ýòî ïðåäñòàâëåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà

ñëó÷àé èãðîâîé çàäà÷è óäåðæàíèÿ äëÿ ñèñòåìû ñ àáñòðàêòíîé äèíàìèêîé.

Íàïîìíèì (ñì. [4, ñ. 9℄), ÷òî âûïóêëîñòüþ ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà H íàçûâàåòñÿ

âñÿêîå ñåìåéñòâî H ∈ P′(P(H)), äëÿ êîòîðîãî

(H ∈ H)&(
⋂

H∈C

H ∈ H ∀C ∈ P
′(H)).
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×åðåç (CONV)[H] îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ âûïóêëîñòåé H, òî åñòü

(CONV)[H] , {H ∈ P
′(P(H)) | (H ∈ H)&(

⋂

H∈C

H ∈ H ∀C ∈ P
′(H))}. (1.6)

Åñëè H ∈ (CONV)[H], òî âñÿêîìó ìíîæåñòâó S ∈ P(H) ñîïîñòàâëÿåòñÿ íåïóñòîå (ñì. (1.6))

ñåìåéñòâî [H](S) , {H ∈ H | S ⊂ H} âñåõ ìíîæåñòâ èç H, ñîäåðæàùèõ S, à ñòàëî áûòü,

îïðåäåëåíî ïåðåñå÷åíèå

(H�hull)[S] ,
⋂

H∈[H](S)

H ∈ P(H), (1.7)

êîòîðîå: 1) ñîäåðæèòñÿ â H; 2) ñîäåðæèò S. Ìíîæåñòâî â ëåâîé ÷àñòè (1.7) áóäåì íàçûâàòü

H-âûïóêëîé îáîëî÷êîé S. ßñíî, ÷òî

(H�hull)[S] ⊂ Λ ∀Λ ∈ [H](S).

Åñëè Q ∈ P′(P(H)) è J ∈ P(H)Q, òî îïðåäåëåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ J îïåðàòîðíàÿ âûïóêëîñòü

ìíîæåñòâà H:

(J�onv)[H] , {A ∈ P(H) | ∀B ∈ Q (B ⊂ A) ⇒ (J(B) ⊂ A)}; (1.8)

ñîãëàñíî [4, òåîðåìà 1.3℄ (J�onv)[H] ∈ (CONV)[H] (ñåìåéñòâî Q åñòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ J

è, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëÿåòñÿ ïî J îäíîçíà÷íî).

Ñëåäóÿ [4, ñ. 12℄, ââåäåì ïîíÿòèå (âûïóêëîé) ïðåäîáîëî÷êè, îïðåäåëÿÿ ìíîæåñòâî

(p�HULL)[H] , {g ∈ P(H)P(H) | (E ⊂ g(E) ∀E ∈ P(H))&

&(∀E ∈ P(H) ∀E′ ∈ P(H) (E ⊂ E′) ⇒ (g(E) ⊂ g(E′)))}; (1.9)

îòîáðàæåíèÿ èç ìíîæåñòâà (1.9) íàçûâàåì ïðåäîáîëî÷êàìè H.

Îïðåäåëåíèå (1.8) ïðèìåíèìî, â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå, êîãäà Q = P(H) è J ∈ (p�HULL)[H].
Ñîãëàñíî [4, ëåììà 1.1℄ â ýòîì ñëó÷àå

(J�onv)[H] = {A ∈ P(H) | A = J(A)} ∀J ∈ (p�HULL)[H]. (1.10)

Àáñòðàêòíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà. �àññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ èãðà óäåðæàíèÿ

ñ ýëåìåíòàìè èí�îðìàöèîííîé ïàìÿòè; ïðèâîäèìûå íèæå ïîñòðîåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàçâèòèåì

[1, 3℄, íî èìåþò íåêîòîðûå îñîáåííîñòè. Íîâûì îáñòîÿòåëüñòâîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ è òî, ÷òî ïðè-

âîäèìûå íèæå ïîñòðîåíèÿ ñâÿçûâàþòñÿ íà àáñòðàêòíîì óðîâíå ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè â òåðìèíàõ

îïåðàòîðíîé âûïóêëîñòè, ÷òî ðàíüøå áûëî ñäåëàíî [2℄ â ñëó÷àå ¾îáû÷íîé¿ äè��åðåíöèàëüíîé

èãðû.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå èñïîëüçóþòñÿ ïîíÿòèÿ è íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ [1, ðàçäåë 3℄. Âñþäó

â äàëüíåéøåì �èêñèðóåì íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî (ï/ì) I âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R â êà÷åñòâå

àíàëîãà ïðîìåæóòêà óïðàâëåíèÿ è íåïóñòîå ìíîæåñòâî X � ñîîòâåòñòâóþùåå �àçîâîå ïðî-

ñòðàíñòâî. Ïîëàãàåì D , I×X, ïîëó÷àÿ àíàëîã ïðîñòðàíñòâà ïîçèöèé. Îòîáðàæåíèÿ èç I â X

ðàññìàòðèâàåì â êà÷åñòâå àíàëîãà òðàåêòîðèé. Â ýòîé ñâÿçè íàïîìíèì, ÷òî XI
� ìíîæåñòâî

âñåõ òàêèõ îòîáðàæåíèé (ñðåäè íèõ áóäóò ¾îïðåäåëÿòüñÿ¿ òðàåêòîðèè). Òî÷íåå, ìû âûäåëÿåì

ìíîæåñòâî C ∈ P′(XI), ýëåìåíòû êîòîðîãî áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå òðàåêòîðèé ¾ñèñòå-

ìû¿. Äàëåå �èêñèðóåì íåïóñòûå ìíîæåñòâà Y è Ω ∈ P′(Y I). Ýëåìåíòû ω ∈ Ω ðàññìàòðèâàåì

â êà÷åñòâå ðåàëèçàöèé íåîïðåäåëåííûõ �àêòîðîâ. Íàêîíåö, �èêñèðóåì (â êà÷åñòâå àíàëîãà

¾ñèñòåìû¿) îòîáðàæåíèå

S : D × Ω 7→ P
′(C). (1.11)

Åñëè z ∈ D (òî åñòü z = (t, x), ãäå t ∈ I è x ∈ X) è ω ∈ Ω, òî (ïî ñìûñëó) S(z, ω) ∈ P′(C)
åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òðàåêòîðèé ¾ñèñòåìû¿ (1.11), îòâå÷àþùèõ íà÷àëüíîé ïîçèöèè z è ñîãëà-

ñîâàííûõ ñ äåéñòâèåì ω, ãäå ω � êîíêðåòíàÿ ðåàëèçàöèÿ íåîïðåäåëåííûõ �àêòîðîâ. Â ýòîé
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ñâÿçè ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî M(Ω,C) , P(C)Ω âñåõ ìóëüòè�óíêöèé (ì/�) íà Ω ñî

çíà÷åíèÿìè â C: α(ω) ⊂ C ïðè ω ∈ Ω, α ∈ M(Ω,C).
Åñëè t ∈ I, òî ââåäåì It , {ξ ∈ I | ξ 6 t}, It , {ξ ∈ I | ξ > t}.
Åñëè α ∈ M(Ω,C) è t ∈ I, òî íàçûâàåì ì/� α t-íåóïðåæäàþùåé, åñëè ∀ω1 ∈ Ω ∀ω2 ∈ Ω

∀ξ ∈ It:

((ω1 | Iξ) = (ω2 | Iξ)) ⇒ ({(h | Iξ) : h ∈ α(ω1)} = {(h | Iξ) : h ∈ α(ω2)}). (1.12)

Ìû ïîëàãàåì, ÷òî óïðàâëÿþùàÿ ñòîðîíà ìîæåò èñïîëüçîâàòü äëÿ öåëåé �îðìèðîâàíèÿ

òðàåêòîðèé íåïóñòîçíà÷íûå ì/� èç M(Ω,C) ñî ñâîéñòâîì (1.12). Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîëàãàåì

òàêæå ïðè z ∈ D, ÷òî

Mz , {α ∈ M(Ω,C) | (∀ω ∈ Ω ∀h ∈ α(ω) ∃h′ ∈ S(z, ω) : (h | Ipr1(z)) = (h′ | Ipr1(z)))&

&(∀ω1 ∈ Ω ∀ω2 ∈ Ω ∀t ∈ Ipr1(z) ((ω1 | It) = (ω2 | It)) ⇒

⇒ ({(h | It) : h ∈ α(ω1)} = {(h | It) : h ∈ α(ω2)}))&(α(ω) 6= ∅ ∀ω ∈ Ω)}. (1.13)

Ýëåìåíòû (1.13) ðàññìàòðèâàåì â êà÷åñòâå ðåàëèçóåìûõ ïðîöåäóð óïðàâëåíèÿ � (ìíîãîçíà÷-

íûõ) êâàçèñòðàòåãèé. Èìåÿ òó èëè èíóþ öåëü óïðàâëåíèÿ, ìû áóäåì ñ÷èòàòü åå äîñòèæèìîé,

åñëè â ìíîæåñòâå (1.13) ñóùåñòâóåò êâàçèñòðàòåãèÿ α0, äëÿ êîòîðîé òðåáóåìàÿ öåëü äîñòèãàåòñÿ

íà êàæäîé òðàåêòîðèè èç îáúåäèíåíèÿ âñåõ ìíîæåñòâ α0(ω), ω ∈ Ω.
Âñþäó â äàëüíåéøåì �èêñèðóåì òîïîëîãèþ τ ìíîæåñòâà X; ïîñòóëèðóåì ïðè ýòîì, ÷òî

(X, τ) åñòü T2-ïðîñòðàíñòâî.
Óñëîâèìñÿ ÷åðåç F îáîçíà÷àòü ñåìåéñòâî âñåõ ï/ì X, çàìêíóòûõ â (X, τ). Îñíàùàåì D

òîïîëîãèåé D, îïðåäåëÿåìîé â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òîïîëîãèé P(I) (äèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ I)

è τ : (D,D) åñòü ïðîèçâåäåíèå ÒÏ (I,P(I)) è (X, τ). Óñëîâèìñÿ òàêæå, ÷òî

H〈t〉 , {x ∈ X | (t, x) ∈ H} ∀H ∈ P(D) ∀t ∈ I (1.14)

(â (1.14) îïðåäåëåíû ñå÷åíèÿ ï/ì D, îòâå÷àþùèå èäåå �èêñàöèè ìîìåíòà âðåìåíè). Èñïîëüçóÿ

(1.14) è îïðåäåëåíèå D, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñåìåéñòâî F âñåõ ï/ì D, çàìêíóòûõ â ÒÏ (D,D),
äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

F = {F ∈ P(D) | F 〈t〉 ∈ F ∀t ∈ I} (1.15)

(èòàê, F � ñåìåéñòâî ï/ì D ñ çàìêíóòûìè ñå÷åíèÿìè).

Åñëè (Hi)i∈N ∈ P(D)N è H ∈ P(D), òî (Hi)i∈N ↓ H â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.3) ðàâíîñèëüíî

óñëîâèÿì

(H =
⋂

i∈N

Hi)&(Hj+1 ⊂ Hj ∀j ∈ N).

×åðåç (σ− ↓)[D] óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ñåìåéñòâ H ∈ P′(P(D)) òàêèõ, ÷òî äëÿ
âñÿêèõ (Hi)i∈N ∈ HN

è H ∈ P(D)

((Hi)i∈N ↓ H) ⇒ (H ∈ H).

Òàêèì îáðàçîì, (σ− ↓)[D] � ìíîæåñòâî âñåõ ñåêâåíöèàëüíî çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî ìîíî-

òîííîé ñõîäèìîñòè ñåìåéñòâ ï/ì D. Ïî àêñèîìàì ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â ÒÏ èìååì

âêëþ÷åíèå F ∈ (σ− ↓)[D].
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî XI

âñåõ îòîáðàæåíèé èç I â X, îñíàùàåìîå ñòàíäàðòíîé

òîïîëîãèåé ⊗I(τ) òèõîíîâñêîé ñòåïåíè ÒÏ (X, τ) ïðè óñëîâèè, ÷òî I èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå

èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà. Òîãäà

(XI ,⊗I(τ)) (1.16)

åñòü T2-ïðîñòðàíñòâî, ïðè÷åì C ∈ P′(XI). Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò ââåñòè òîïîëîãèþ C , ⊗I(τ)|C
ìíîæåñòâà C, èíäóöèðîâàííóþ èç (1.16). ßñíî, ÷òî

(C,C) (1.17)
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òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì T2-ïðîñòðàíñòâîì. Èíûìè ñëîâàìè, (1.17) åñòü ìíîæåñòâî C â òîïî-

ëîãèè ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå, ñëåäóÿ [1, ï. 2.1℄, ìíîæåñòâî

AD(F) , {f ∈ P(D)P(D) | (f(M) ⊂M ∀M ∈ P(D))&(f(F ) ∈ F ∀F ∈ F)&

& (∀M ∈ P(D) ∀M ′ ∈ P(D) (M ⊂M ′) ⇒ (f(M) ⊂ f(M ′)))&

& (∀(Mi)i∈N ∈ FN ∀M ∈ P(D) ((Mi)i∈N ↓M) ⇒ ((f(Mi))i∈N ↓ f(M)))}. (1.18)

Óñëîâèÿ íà ¾ñèñòåìó¿. Â íàñòîÿùåì ïóíêòå áóäóò ñ�îðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ, ïîäîáíûå

â ëîãè÷åñêîì îòíîøåíèè [1, ðàçäåë 4℄.

×åðåç F è K áóäåì îáîçíà÷àòü ñåìåéñòâà âñåõ ï/ì C, çàìêíóòûõ è êîìïàêòíûõ [24, ñ. 196℄

â ÒÏ (1.17) ñîîòâåòñòâåííî. Â ñâÿçè ñ îïðåäåëåíèåì K îòìåòèì ïðåäñòàâëåíèå [27, (2.3.22)℄.

Óñëîâèå 1 (Çàìêíóòîñòü îáðàçà). S(z, ω) ∈ F ∀z ∈ D ∀ω ∈ Ω.

Çàìåòèì, ÷òî X × C � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Îñíàùàåì äàííîå ìíîæåñòâî åñòåñòâåííîé

òîïîëîãèåé τ ⊗ C ïðîèçâåäåíèÿ ÒÏ (X, τ) è (C,C). Èòàê,

(X ×C, τ ⊗ C) (1.19)

åñòü ïðîèçâåäåíèå äâóõ óïîìÿíóòûõ ÒÏ. Êðîìå òîãî, óñëîâèìñÿ ÷åðåç F⊗ îáîçíà÷àòü ñåìåéñòâî

âñåõ ï/ì X ×C, çàìêíóòûõ â ÒÏ (1.19).

Óñëîâèå 2 (Çàìêíóòîñòü ãðà�èêà). {(x, h) ∈ X ×C | h ∈ S((t, x), ω)} ∈ F⊗ ∀t ∈ I ∀ω ∈ Ω.

Óñëîâèå 3 (Ïðåäêîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâ�çíà÷åíèé). ∀t ∈ I ∀x ∈ X ∀ω ∈ Ω ∃H ∈ Nτ (x)
∃K ∈ K: S((t, y), ω) ⊂ K ∀y ∈ H.

Óñëîâèå 4 (Àíàëîã ïîëóãðóïïîâîãî ñâîéñòâà). ∀z ∈ D, ∀ω ∈ Ω, ∀h ∈ S(z, ω), ∀t ∈ Ipr
1
(z),

∃h′ ∈ S((t, h(t)), ω):
(h | It) = (h′ | It).

Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì óñëîâèÿ 1�4 âûïîëíåííûìè. Óñëîâèÿ ñëåäóþò [1, ñ. 163℄; ìû

íå òðåáóåì, îäíàêî, óñëîâèé, êàñàþùèõñÿ ñêëååê ïîìåõîâûõ ðåàëèçàöèé è òðàåêòîðèé äî òåõ

ïîð, ïîêà â ýòîì íå âîçíèêíåò íåîáõîäèìîñòè.

� 2. Ïðîãðàììíîå ïîãëîùåíèå è ìåòîä èòåðàöèé

Ñëåäóÿ [1, ñ. 162℄, ââåäåì ïðè H ∈ P(D), z ∈ D è ω ∈ Ω ìíîæåñòâî

Π(ω | z,H) , {s ∈ S(z, ω) | (t, s(t)) ∈ H ∀t ∈ Ipr1(z)} (2.1)

âñåõ òðàåêòîðèé ¾ñèñòåìû¿, ðàçðåøàþùèõ çàäà÷ó óäåðæàíèÿ âH ïðè �èêñèðîâàííîé ïîìåõå ω.

Ñ ó÷åòîì (2.1) ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà ïðîãðàììíîãî ïîãëîùåíèÿ (ÎÏÏ) A:

ïîëàãàåì, ÷òî

A : P(D) 7→ P(D) (2.2)

åñòü òàêîå îòîáðàæåíèå, ÷òî

A(H) , {z ∈ H | Π(ω | z,H) 6= ∅ ∀ω ∈ Ω} ∀H ∈ P(D). (2.3)

Ìû ðàññìàòðèâàåì (2.2), (2.3) êàê ñâîåîáðàçíûé èãðîâîé îïåðàòîð, êîòîðûé, îäíàêî, ìîæíî

ñâÿçàòü ñ ñèñòåìîé íåèãðîâûõ îòîáðàæåíèé: åñëè ω ∈ Ω, òî Aω(H) ∈ P(D)P(D)
îïðåäåëÿåòñÿ

òåì óñëîâèåì, ÷òî

Aω(H) , {z ∈ H | Π(ω | z,H) 6= ∅} ∀H ∈ P(D). (2.4)



354 Ä.A. Ñåðêîâ, À. �. ×åíöîâ

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2015. Ò. 25. Âûï. 3

Ñâÿçü ÎÏÏ è ñèñòåìû Aω, ω ∈ Ω, îïðåäåëÿåìîé â (2.4), î÷åâèäíà:

A(H) =
⋂

ω∈Ω

Aω(H) ∀H ∈ P(D). (2.5)

Çàìå÷àíèå 1. Êàê óñòàíîâëåíî â [3, ñ. 136℄, ïðè óñëîâèè 4 êàæäûé èç îïåðàòîðîâ Aω, ω ∈ Ω,
ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòíûì. Èòàê,

Aω ◦ Aω = Aω ∀ω ∈ Ω.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè ω ∈ Ω, òî ñåìåéñòâî F ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàí-

ñòâîì îïåðàòîðà Aω, òî åñòü

Aω(F ) ∈ F ∀F ∈ F. (2.6)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûáåðåì è çà�èêñèðóåì ìíîæåñòâî F ∈ F. Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, F ∈
∈ P(D) è ñîãëàñíî (1.15)

F 〈t〉 ∈ F ∀t ∈ I. (2.7)

�àññìîòðèì ìíîæåñòâî Aω(F ) ∈ P(D), îïðåäåëÿåìîå ïîäîáíî (2.4):

Aω(F ) , {z ∈ F | Π(ω | z, F ) 6= ∅}. (2.8)

Ïîêàæåì, ÷òî Aω(F ) ∈ F. Ïóñòü t∗ ∈ I. Òîãäà ñîãëàñíî (2.7)

F 〈t∗〉 ∈ F (2.9)

è îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî Aω(F )〈t∗〉 = {x ∈ X | (t∗, x) ∈ Aω(F )}. Òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü âêëþ÷å-

íèå Aω(F )〈t∗〉 ∈ F. Ïóñòü

x∗ ∈ cl(Aω(F )〈t∗〉, τ). (2.10)

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Áèðêãî�à, ïîäáåðåì íàïðàâëåííîñòü (D,4, h) â Aω(F )〈t∗〉, äëÿ êîòîðîé

(D,4, h)
τ
→ x∗. (2.11)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (D,4) åñòü (íåïóñòîå) íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî, à h : D 7→ Aω(F )〈t∗〉. Òîãäà
h : D 7→ X è ïðè ýòîì

(t∗, h(δ)) ∈ Aω(F ) ∀δ ∈ D. (2.12)

Òîãäà ñîãëàñíî (2.8) è (2.12) (t∗, h(δ)) ∈ F ∀δ ∈ D. Êðîìå òîãî, èç (2.8) è (2.12) âûòåêàåò, ÷òî

Π(ω | (t∗, h(δ)), F ) 6= ∅ ∀δ ∈ D. (2.13)

Ïîñêîëüêó t∗ ∈ I, x∗ ∈ X è ω ∈ Ω, èñïîëüçóÿ óñëîâèå 3, ïîäáåðåì H∗ ∈ Nτ (x∗) è K∗ ∈ K òàê,

÷òî ïðè ýòîì

S((t∗, y), ω) ⊂ K∗ ∀y ∈ H∗. (2.14)

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî (2.1)

Π(ω | (t∗, h(δ)), F ) = {s ∈ S((t∗, h(δ)), ω) | (t, s(t)) ∈ F ∀t ∈ It∗} ∀δ ∈ D. (2.15)

Â ÷àñòíîñòè, èç (2.15) èìååì, ÷òî

Π(ω | (t∗, h(δ)), F ) ⊂ S((t∗, h(δ)), ω) ∀δ ∈ D. (2.16)

Èç (2.11) âûòåêàåò ïî âûáîðó H∗, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî δ∗ ∈ D èìååò ìåñòî

(δ∗ 4 δ) ⇒ (h(δ) ∈ H∗) ∀δ ∈ D. (2.17)
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Â ñèëó (2.17) è (2.14) èìååì òåïåðü, ÷òî

(δ∗ 4 δ) ⇒ (S((t∗, h(δ)), ω) ⊂ K∗) ∀δ ∈ D. (2.18)

Èç (2.13), (2.16) è (2.18) ñëåäóåò, ÷òî ∀δ ∈ D

(δ∗ 4 δ) ⇒ (Π(ω | (t∗, h(δ)), F ) ∈ P
′(K∗)).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå D∗ , {δ ∈ D | δ∗ 4 δ} ∈ P′(D). Áîëåå òîãî, D∗ êîí�èíàëüíî ñ (D,4),
òî åñòü ∀δ ∈ D ∃δ′ ∈ D∗: δ 4 δ′. Ïóñòü òåïåðü ⊑ � ñóæåíèå îòíîøåíèÿ 4 íà D∗ × D∗:

⊑,4 ∩(D∗ × D∗); h̄ , (h | D∗) ∈ XD∗
. Òîãäà â âèäå (D∗,⊑, h̄) èìååì íàïðàâëåííîñòü â X,

ïðè÷åì â ñèëó (2.11) (D∗,⊑, h̄)
τ
→ x∗. Èç (2.13) è îïðåäåëåíèÿ h̄ âûòåêàåò, ÷òî ∀δ ∈ D∗

(Π(ω | (t∗, h̄(δ)), F ) 6= ∅)&(Π(ω | (t∗, h̄(δ)), F ) ⊂ S((t∗, h̄(δ)), ω) ⊂ C). (2.19)

Èç (2.19) âûòåêàåò, ÷òî

∏

δ∈D∗

Π(ω | (t∗, h̄(δ)), F ) = {g ∈ CD∗ | g(δ) ∈ Π(ω | (t∗, h̄(δ)), F ) ∀δ ∈ D∗} 6= ∅. (2.20)

Ñ ó÷åòîì (2.20) âûáåðåì ñåëåêòîð

ϕ ∈
∏

δ∈D∗

Π(ω | (t∗, h̄(δ)), F ). (2.21)

Òàêèì îáðàçîì, (D∗,⊑, ϕ) åñòü íàïðàâëåííîñòü â K∗ ∈ K.

Åñëè (L,∠) åñòü íåïóñòîå íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî, òî

(Isot)[L;∠;D∗;⊑] , {g ∈ D∗
L | (∀d ∈ D∗ ∃l ∈ L : d ⊑ g(l))&

&(∀l ∈ L ∀l′ ∈ L (l∠l′) ⇒ (g(l) ⊑ g(l′)))}.

Ñ ó÷åòîì êîìïàêòíîñòè K∗ â (C,C) è òîãî, ÷òî ϕ : D∗ 7→ K∗, ïîëó÷èì [27, (2.3.23)℄, ÷òî äëÿ

íåêîòîðûõ íàïðàâëåííîãî ìíîæåñòâà (E,≺), E 6= ∅, îïåðàòîðà ρ ∈ (Isot)[E;≺;D∗;⊑] è λ ∈ K∗

(E,≺, ϕ ◦ ρ)
C
→ λ (2.22)

è, êðîìå òîãî,

(E,≺, h̄ ◦ ρ)
τ
→ x∗. (2.23)

Èç (2.23) è îïðåäåëåíèÿ h̄ ◦ ρ ñëåäóåò, ÷òî x∗ ∈ cl(F 〈t∗〉, τ) è â ñèëó (2.9) (t∗, x∗) ∈ F . Ïîêàæåì

òåïåðü, ÷òî λ ∈ Π(ω | (t∗, x∗), F ). Îòìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ ∀l ∈ E

(((h̄ ◦ ρ)(l), (ϕ ◦ ρ)(l)) ∈ X ×C)&((ϕ ◦ ρ)(l) ∈ S((t∗, (h̄ ◦ ρ)(l)), ω)).

Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ îòîáðàæåíèÿ ψ âèäà

E ∋ l 7→ ψ(l) , ((h̄ ◦ ρ)(l), (ϕ ◦ ρ)(l)) ∈ X ×C

èìååì ñâîéñòâà ψ ∈ YE
, (E,≺, ψ)

τ⊗C
→ (x∗, λ), ãäå ïî óñëîâèþ 2 Y , {(x, y) ∈ X × C | y ∈

∈ S((t∗, x), ω)} ∈ F⊗. Èç ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé, (2.22) è (2.23), ïîëó÷èì (x∗, λ) ∈ Y èëè

λ ∈ S((t∗, x∗), ω). (2.24)

Ïóñòü òåïåðü âûáðàíî ïðîèçâîëüíîå t∗ ∈ It∗ . Çàìåòèì, ÷òî (ñì. [27, (2.3.9)℄) èç

((E,≺, ϕ ◦ ρ)
C
→ λ) ⇔ ((E,≺, ϕ ◦ ρ)

⊗
I(τ)
→ λ)
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è (2.22) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü (E,≺, ϕ ◦ ρ)
⊗I(τ)
→ λ, è, òàê êàê t∗ ∈ I, èìååì

(E,≺, (ϕ ◦ ρ)(·)(t∗))
τ
→ λ(t∗). (2.25)

Íàïîìíèì (ñì. (2.15), (2.21)), ÷òî ïðè δ ∈ D∗, t ∈ It∗ âåðíî ϕ(δ)(t) ∈ F 〈t〉 è, êàê ñëåäñòâèå,

òðèïëåò (E,≺, (ϕ ◦ ρ)(·)(t∗)) åñòü íàïðàâëåííîñòü â F 〈t∗〉. Òîãäà èç (2.25) ïî òåîðåìå Áèðêãî�à
(ñì. [27, (2.3.11)℄) λ(t∗) ∈ cl(F 〈t∗〉, τ), îòêóäà â ñèëó çàìêíóòîñòè F 〈t∗〉 è ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà
t∗ ∈ It∗ ïîëó÷àåì

λ(t) ∈ F 〈t〉 ∀t ∈ It∗ . (2.26)

Ñîîòíîøåíèÿ (2.26), (2.24) â ñîâîêóïíîñòè âëåêóò (ñì. (2.1)) âêëþ÷åíèå λ ∈ Π(ω | (t∗, x∗), F ) è,
êàê ñëåäñòâèå, ñâîéñòâî Π(ω | (t∗, x∗), F ) 6= ∅. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ïî îïðåäåëåíèþ (ñì. (2.4)),

÷òî (t∗, x∗) ∈ Aω(F ). Ïîýòîìó x∗ ∈ Aω(F )〈t∗〉. Óñòàíîâëåíî, ÷òî (ñì. (2.10)) cl(Aω(F )〈t∗〉, τ) ⊂
Aω(F )〈t∗〉 è, ñòàëî áûòü, ðàâåíñòâî Aω(F )〈t∗〉 = cl(Aω(F )〈t∗〉, τ) ∈ F. Òàê êàê âûáîð t∗ ∈ I áûë

ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî (ñì. (2.10), (1.15)), ÷òî Aω(F ) ∈ F. Íàêîíåö, â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî

âûáîðà F ∈ F ïîëó÷àåì èñêîìîå ñîîòíîøåíèå (2.6). �
Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò ïî àêñèîìàì ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, ÷òî (ñì. (2.5))

A(F ) ∈ F ∀F ∈ F. (2.27)

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè N ∈ F, òî

{F ∈ F | (F ⊂ N)&(F = A(F ))} =
⋂

ω∈Ω

{Aω(F ) : F ∈ F, F ⊂ N}.

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè ω ∈ Ω, òî îïåðàòîð Aω ÿâëÿåòñÿ ñåêâåíöèàëüíî íåïðåðûâíûì

â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ ïðîèçâîëüíûõ (Fi)i∈N ∈ FN
è F ∈ P(D) èñòèííà èìïëèêàöèÿ

((Fi)i∈N ↓ F ) ⇒ ((Aω(Fi))i∈N ↓ Aω(F )).

Äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèé 2, 3 â îñíîâíûõ ìîìåíòàõ ñëåäóþò äîêàçàòåëüñòâàì óòâåðæäåíèé

5.4, 5.6 èç [3℄.

Ñëåäñòâèå 1. Îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ñåêâåíöèàëüíî íåïðåðûâíûì: äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

(Fi)i∈N ∈ FN
è F ∈ P(D) èñòèííà èìïëèêàöèÿ ((Fi)i∈N ↓ F ) ⇒ ((A(Fi))i∈N ↓ A(F )).

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè ω ∈ Ω, òî Aω ∈ AD(F).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 5.1 èç [3℄.

Ñëåäñòâèå 2. A ∈ AD(F).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñòåïåíè Ak
, k ∈ N0, îïåðàòîðà A, ïîëàãàÿ, ÷òî A0 ∈ P(D)P(D)

îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì

A0(H) , H ∀H ∈ P(D) (2.28)

è, êðîìå òîãî,

Ak , A ◦Ak−1 ∀k ∈ N. (2.29)

Èç (2.29) âûòåêàåò, ÷òî

Ak(H) = A(Ak−1(H)) ∀k ∈ N ∀H ∈ P(D). (2.30)

Â ÷àñòíîñòè, èç (2.28) è (2.30) èìååì

(A0(F ) = F ∀F ∈ F)&(Ak(F ) = A(Ak−1(F )) ∀k ∈ N ∀F ∈ F). (2.31)
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Èç (1.18) è ñëåäñòâèÿ 2 ñ ó÷åòîì (2.31) ïî èíäóêöèè ñëåäóåò, ÷òî

Ak(F ) ∈ F ∀k ∈ N0 ∀F ∈ F. (2.32)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.2) îïðåäåëåí îïåðàòîð

∞

A= (
⋂

k∈N0

Ak(M))M∈P(D) ∈ P(D)P(D). (2.33)

Åñëè H ∈ P(D), òî (ñì. (2.33))
∞

A (H) =
⋂

k∈−−−→m,∞Ak(H) ∀m ∈ N0. Èç (2.32), (2.33) èìååì ïî

àêñèîìàì çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, ÷òî

∞

A (F ) =
⋂

k∈N0

Ak(F ) ∈ F ∀F ∈ F. (2.34)

Ïðåäëîæåíèå 5. Åñëè F ∈ F, òî

A(
∞

A (F )) =
∞

A (F ). (2.35)

Èç ïðåäëîæåíèÿ 5 è (2.34) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð

∞

A èäåìïîòåíòåí:

∞

A=
∞

A ◦
∞

A.

Ïðåäëîæåíèå 6. Åñëè F ∈ F è H ∈ P(F ), òî

((A(H) = H) ⇒ (H ⊂
∞

A (F )))&((
∞

A (F ) ⊂ H) ⇒ (
∞

A (F ) =
∞

A (H))). (2.36)

Äîêàçàòåëüñòâî äàíî â [3, òåîðåìà 61℄.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðåäëîæåíèÿ 5, 6 ñëåäóþò îáùåé çàêîíîìåðíîñòè (ñì., íàïðèìåð, [28, òåîðå-

ìà 1℄, [29, äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1℄): èòåðàöèîííûå ïðåäåëû èçîòîííûõ ñåêâåíöèàëüíî íåïðå-

ðûâíûõ îïåðàòîðîâ â ñåêâåíöèàëüíî ïîëíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñóòü íåïîäâèæíûå òî÷êè ýòèõ îïå-

ðàòîðîâ.

Ïðåäëîæåíèå 7. Îïåðàòîð Ak
ÿâëÿåòñÿ ñåêâåíöèàëüíî íåïðåðûâíûì: åñëè k ∈ N0,

(Fi)i∈N ∈ FN
è F ∈ P(D), òî ((Fi)i∈N ↓ F ) ⇒ ((Ak(Fi))i∈N ↓ Ak(F )).

Ïðåäëîæåíèå 7 áåç òðóäà âûâîäèòñÿ èç ñëåäñòâèÿ 2 ðàññóæäåíèÿìè ïî èíäóêöèè.

Ïðåäëîæåíèå 8.

∞

A∈ AD(F).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî

∞

A (M) ⊂M ∀M ∈ P(D). (2.37)

Ïóñòü M ′ ∈ P(D). Òîãäà â ñèëó (2.33)

∞

A (M ′) =
⋂

k∈N0

Ak(M ′) ⊂ A0(M ′) =M ′.

Ïîñêîëüêó âûáîð M ′
áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî (2.37). Âûáåðåì H ′ ∈ P(D) è H ′′ ∈ P(D)

òàê, ÷òî H ′ ⊂ H ′′
. Èñõîäÿ èç (2.28), (2.30), ðàññóæäåíèÿìè ïî èíäóêöèè óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî

(H ′ ⊂ H ′′) ⇒ (
∞

A (H ′) ⊂
∞

A (H ′′)). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà H ′,H ′′ ∈ P(D)
âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ: ∀M ′ ∈ P(D) ∀M ′′ ∈ P(D)

(M ′ ⊂M ′′) ⇒ (
∞

A (M ′) ⊂
∞

A (M ′′)). (2.38)
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Ïóñòü H ∈ F. Â ñèëó (2.27) ðàññóæäåíèÿìè ïî èíäóêöèè ïîëó÷èì Ak(H) ∈ F äëÿ k ∈ N0. Ïðè

ýòîì ñîãëàñíî (2.33)

∞

A (H) = ∩k∈N0
Ak(H) è ïî àêñèîìàì çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ

∞

A (H) ∈ F.

Ïîñêîëüêó âûáîð H áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî

∞

A (F ) ∈ F ∀F ∈ F. (2.39)

Ïóñòü âûáðàíû (Φi)i∈N ∈ FN
è Φ ∈ P(D) òàêèå, ÷òî (Φi)i∈N ↓ Φ. Èòàê, Φ = ∩i∈NΦi è Φj+1 ⊂ Φj

∀j ∈ N. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ

(
∞

A (Φi))i∈N ↓
∞

A (Φ). (2.40)

Ïðåæäå çàìåòèì, ÷òî â ñèëó àêñèîì çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ Φ ∈ F. Íàïîìíèì, ÷òî
∞

A (Φj) =

= ∩k∈N0
Ak(Φj) ∀j ∈ N; êðîìå òîãî,

∞

A (Φ) = ∩k∈N0
Ak(Φ).

Ñðàâíèì ìíîæåñòâà

∞

A (Φ) è ∩i∈N

∞

A (Φi). Ïî âûáîðó ìíîæåñòâ Φ, (Φi)i∈N èç ïðåäëîæåíèÿ 7

ïîëó÷èì (Ak(Φi))i∈N ↓ Ak(Φ) ∀k ∈ N0. Â ÷àñòíîñòè, Ak(Φ) = ∩i∈NA
k(Φi) ∀k ∈ N0. Òîãäà èìååì

⋂

k∈N0

Ak(Φ) =
⋂

k∈N0

(

⋂

i∈N

Ak(Φi)

)

=
⋂

i∈N





⋂

k∈N0

Ak(Φi)



.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è (2.33) ñëåäóåò

∞

A (Φ) =
⋂

j∈N

∞

A (Φj). (2.41)

Èç èçîòîííîñòè îïåðàòîðà

∞

A (ñì. (2.38)) ïî âûáîðó ìíîæåñòâ Φ, (Φi)i∈N ñëåäóåò

∞

A (Φj+1) ⊂
∞

A (Φj) ∀j ∈ N. (2.42)

Ñîîòíîøåíèÿ (2.41), (2.42) îçíà÷àþò âûïîëíåíèå (2.40). Ïîñêîëüêó âûáîð Φ, (Φi)i∈N áûë ïðî-

èçâîëüíûì, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì äëÿ ëþáûõ F ∈ F, (Fj)j∈N ∈ FN

((Fj)j∈N ↓ F ) ⇒ ((
∞

A (Fj))j∈N ↓
∞

A (F )). (2.43)

Èç (2.37), (2.39), (2.38), (2.43) ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. �

� 3. Ñâÿçü ñ îïåðàòîðíîé âûïóêëîñòüþ

Âñþäó â äàëüíåéøåì �èêñèðóåì ìíîæåñòâî N ∈ P(D) (â ñîäåðæàòåëüíîé çàäà÷å óäåðæàíèÿ

òðàåêòîðèé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñå÷åíèÿ N èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîð

A : P(N) 7→ P(N), (3.1)

äëÿ êîòîðîãî

A(H) , N \A(N \H) ∀H ∈ P(N). (3.2)

Â ñâÿçè ñ (3.1), (3.2) ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî

(A�onv)[N] , {H ∈ P(N) | ∀B ∈ P(N) (B ⊂ H) ⇒ (A(B) ⊂ H)},

ïîëó÷àÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ (1.8) îïåðàòîðíóþ âûïóêëîñòü:

(A�onv)[N] ∈ (CONV)[N]. (3.3)

Ïðåäëîæåíèå 9. Îòîáðàæåíèå A ÿâëÿåòñÿ ïðåäîáîëî÷êîé: A ∈ (p�HULL)[N].
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Èç ïðåäëîæåíèÿ 9 â ñèëó [4, ëåììà 1.1℄ ñëåäóåò ñâîéñòâî (ñì. (1.10))

(A�onv)[N] = {H ∈ P(N) | A(H) = H)}. (3.4)

Ñ ó÷åòîì (1.7) è (3.3) â ñâÿçè ñ ïðåäñòàâëåíèåì âûïóêëîé îáîëî÷êè ïîëó÷àåì, ÷òî ∀S ∈ P(N)

((A�onv)[N]�hull)[S] =
⋂

H∈[(A�onv)[N]](S)

H ∈ (A�onv)[N]. (3.5)

Ïðèâîäèìûå íèæå îáùèå ïîëîæåíèÿ ñîãëàñóþòñÿ ñ [2℄ â ñëó÷àå ïîçèöèîííûõ äè��åðåíöè-

àëüíûõ èãð. Â ÷àñòíîñòè, (3.5) îïðåäåëåíî ïðè S = ∅. Â ýòîé ñâÿçè íàïîìíèì, ÷òî

∞

A (N) ∈ P(N)
(ñì. (2.28), (2.33)). Ïîëàãàåì â äàëüíåéøåì, ÷òî

N ∈ F. (3.6)

Ïðåäëîæåíèå 10. Ìíîæåñòâî N \
∞

A (N) âûïóêëî:

N \
∞

A (N) ∈ (A�onv)[N]. (3.7)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî (3.2) è (2.35) èìååì

A(N\
∞

A (N)) = N \A(N \ (N\
∞

A (N))) = N \A(
∞

A (N)) = N\
∞

A (N).

Ïîýòîìó â ñèëó (3.4) âûïîëíÿåòñÿ (3.7). �
Èç ïðåäëîæåíèÿ 10 ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî (ñì. (1.7))

((A�onv)[N]�hull)[∅] ⊂ N \
∞

A (N). (3.8)

Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

((A�onv)[N]�hull)[∅] = N \
∞

A (N). (3.9)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî H ∈ [(A�onv)[N]](∅). Òîãäà H ∈ (A�onv)[N],
à ïîòîìó (ñì. (3.4)) H = A(H). Îòñþäà, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ A, H = N \A(N \H) è, ñëåäîâà-

òåëüíî, N \H = A(N \H). Ñ ó÷åòîì (3.6) è (2.36) ïîëó÷àåì N \H ⊂
∞

A (N). Òîãäà

N\
∞

A (N) ⊂ N \ (N \H) = H.

Ïîñêîëüêó âûáîð H áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî

N\
∞

A (N) ⊂M ∀M ∈ [(A�onv)[N]](∅).

Ñ ó÷åòîì (1.7) ïîëó÷àåì, ÷òî

N \
∞

A (N) ⊂
⋂

M∈[(A�onv)[N]](∅)

M = ((A�onv)[N]�hull)[∅]. (3.10)

Èç (3.8), (3.10) âûòåêàåò èñêîìîå ðàâåíñòâî (3.9). �

Ñëåäñòâèå 3. N \
∞

A (N) åñòü íàèìåíüøèé ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíò âûïóêëîñòè (A�onv)[N].

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè H ∈ P(N \
∞

A (N)), òî

((A�onv)[N]�hull)[H] = N \
∞

A (N).
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�àññìîòðèì òåïåðü îòîáðàæåíèå

A , ((A�onv)[N]�hull)[·] = (((A�onv)[N]�hull)[H])H∈P(N) ∈ P(N)P(N).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïåðàòîð A åñòü ïðåäîáîëî÷êà: A ∈ (p�HULL)[N]. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 è îïðå-

äåëåíèþ A èìååì A(∅) = N \
∞

A (N).

Çàìå÷àíèå 3. Ïóñòü N \
∞

A (N) 6= ∅ (òèïè÷íûé ñëó÷àé). ×åðåç Fin(T ) îáîçíà÷èì ñåìåéñòâî

âñåõ íåïóñòûõ êîíå÷íûõ ï/ì ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà T . Òîãäà ñåìåéñòâî Fin(N \
∞

A (N)) âñåõ

íåïóñòûõ êîíå÷íûõ ï/ì N \
∞

A (N) íåïóñòî: A(∅) 6= ∅; ïîñêîëüêó Fin(∅) = ∅, òî â ñëó÷àå,

êîãäà Ã åñòü ïðåäîáîëî÷êà, îòâå÷àþùàÿ àëãåáðàè÷åñêîé [4℄ âûïóêëîñòè, èìåëè áû Ã(∅) = ∅.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäîáîëî÷êà A íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé.

� 4. Ìíîãîçíà÷íûå êâàçèñòðàòåãèè, ðàçðåøàþùèå çàäà÷ó óäåðæàíèÿ

�àññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î ðåøåíèè çàäà÷è óäåðæàíèÿ â êëàññå ìíîãîçíà÷íûõ êâàçèñòðà-

òåãèé, èìåÿ â âèäó êîíñòðóêöèè [1℄. Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì

S(z, ·) , (S(z, ω))ω∈Ω ∈ M(Ω,C).

Äàëåå áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñîãëàøåíèÿ: åñëè h ∈ C, h′ ∈ C è t ∈ I, òî îòîáðàæåíèå

(h�h′)t : I 7→ X îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

((h�h′)t(ξ) , h(ξ) ∀ξ ∈ It)&((h�h′)t(ζ) , h′(ζ) ∀ζ ∈ It \ {t}).

Ñ÷èòàåì âûïîëíåííûì ñëåäóþùåå

Óñëîâèå 5. ∀z ∈ D, ∀t ∈ Ipr1(z), ∀ω ∈ Ω, ∀ω′ ∈ Ω:

((ω | It) = (ω′ | It)) ⇒ (∀h ∈ S(z, ω) ∀h′ ∈ S((t, h(t)), ω′) (h�h′)t ∈ S(z, ω′)).

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî (2.1)

Π(ω | z,H) ⊂ S(z, ω) ∀H ∈ P(D) ∀z ∈ D ∀ω ∈ Ω.

Êðîìå òîãî, èç (2.1) ñëåäóåò, ÷òî ïðè H ∈ P(D), z ∈ D, ω ∈ Ω è s ∈ Π(ω | z,H)

(t, s(t)) ∈ H ∀t ∈ Ipr1(z).

Îòìåòèì, ÷òî â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè îòñóòñòâóåò ââîäèìîå íèæå òðåáîâàíèå 6 ¾ñêëåè-

âàåìîñòè¿ ïîìåõ. Ýòî ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ äàííîé êîíñòðóêöèè êâàçèñòðàòå-

ãèè íà ïðàêòè÷åñêè âàæíûå ñëó÷àè, íàïðèìåð íà ñëó÷àé íåïðåðûâíûõ ïîìåõ.

Ïðåäëîæåíèå 11. Åñëè z ∈
∞

A (N), òî

Π(· | z,
∞

A (N)) ∈ Mz. (4.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ êðàòêîñòè ïîëàãàåì, ÷òî

α , Π(· | z,
∞

A (N)). (4.2)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî α : Ω 7→ P(C) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(t, s(t)) ∈
∞

A (N) ∀ω ∈ Ω ∀s ∈ α(ω) ∀t ∈ Ipr1(z); (4.3)
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èòàê, α(ω) = Π(ω | z,
∞

A (N)). Â ÷àñòíîñòè,

α(ω) ⊂ S(z, ω) ∀ω ∈ Ω. (4.4)

Ñ ó÷åòîì (2.35) è (3.6) èìååì z ∈ A(
∞

A (N)). Ïîýòîìó (ñì. (4.2))

α(ω) 6= ∅ ∀ω ∈ Ω. (4.5)

Ïóñòü ω ∈ Ω, ω′ ∈ Ω è θ ∈ Ipr1(z) òàêîâû, ÷òî

(ω | Iθ) = (ω′ | Iθ). (4.6)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâ Γ , {(h | Iθ) : h ∈ α(ω)}, Γ′ , {(h | Iθ) : h ∈ α(ω′)} ñïðàâåäëèâî

âëîæåíèå Γ ⊂ Γ′
. Ïóñòü γ ∈ Γ; òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ α(ω) èìååì ðàâåíñòâî γ = (h | Iθ).

Ïðè ýòîì ñîãëàñíî (4.3)

(t, h(t)) ∈
∞

A (N) ∀t ∈ Ipr1(z). (4.7)

Â ÷àñòíîñòè, ó÷èòûâàÿ (2.35), ïîëó÷àåì, ÷òî

(θ, h(θ)) ∈
∞

A (N); (4.8)

ïðè ýòîì

∞

A (N) = A(
∞

A (N)). Èç (4.8) è (2.3) ïîëó÷àåì, êàê ñëåäñòâèå, ÷òî

Π(ν | (θ, h(θ)),
∞

A (N)) 6= ∅ ∀ν ∈ Ω.

Â ÷àñòíîñòè, Π(ω′ | (θ, h(θ)),
∞

A (N)) 6= ∅. Ïóñòü

h̃ ∈ Π(ω′ | (θ, h(θ)),
∞

A (N)). (4.9)

Òàêèì îáðàçîì, èìååì h ∈ S(z, ω), h̃ ∈ S((θ, h(θ)), ω′). Ñ ó÷åòîì (4.6) èç óñëîâèÿ 5 ïîëó÷èì, ÷òî

h′ , (h�h̃)θ ∈ S(z, ω′). (4.10)

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (2.1), (4.9) è (4.10)

(t, h′(t)) ∈
∞

A (N) ∀t ∈ Iθ \ {θ}. (4.11)

Êðîìå òîãî, èç (4.7) è (4.10) ñëåäóåò

(t, h′(t)) ∈
∞

A (N) ∀t ∈ Ipr1(z) ∩ Iθ. (4.12)

Â ñîâîêóïíîñòè (4.12) è (4.11) äàþò ñîîòíîøåíèÿ

(t, h′(t)) ∈
∞

A (N) ∀t ∈ Ipr1(z). (4.13)

Èç (2.1), (4.2), (4.10) è (4.13) ïîëó÷èì, ÷òî h′ ∈ α(ω′). Ñëåäîâàòåëüíî, îïÿòü â ñèëó (4.10)

γ = (h′ | Iθ) ∈ {(s | Iθ) : s ∈ α(ω′)},

òî åñòü γ ∈ Γ′
. Òàê êàê γ âûáèðàëîñü ïðîèçâîëüíî, ïîëó÷àåì âëîæåíèå Γ ⊂ Γ′

. Â ñèëó ñèì-

ìåòðèè èìååì Γ = Γ′
è, òàê êàê âûáîð θ, ω, ω′

áûë ïðîèçâîëåí, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî

∀ω1 ∈ Ω ∀ω2 ∈ Ω ∀t ∈ Ipr1(z)

((ω1 | It) = (ω2 | It)) ⇒ ({(h | It) : h ∈ α(ω1)} = {(h | It) : h ∈ α(ω2)}). (4.14)

Èç (1.13), (4.4), (4.5), (4.14) ïîëó÷èì α ∈ Mz è, ñëåäîâàòåëüíî (ñì. (4.2)), âêëþ÷åíèå (4.1). �
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Â ñèëó (4.1) è èç îïðåäåëåíèÿ

∞

A (N) (ñì. (2.33)) ïîëó÷àåì, ÷òî ∀z ∈
∞

A (N)

Π(· | z,
∞

A (N)) ∈ Mz : (t, s(t)) ∈ N ∀t ∈ Ipr1(z) ∀ω ∈ Ω ∀s ∈ Π(ω | z,
∞

A (N)). (4.15)

Èç (4.15) ñëåäóåò, ÷òî

∞

A (N) ⊂ {z ∈ N | ∃α ∈ Mz : (t, s(t)) ∈ N ∀t ∈ Ipr1(z) ∀ω ∈ Ω ∀s ∈ α(ω)}. (4.16)

Äàëåå áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñîãëàøåíèÿ: åñëè ω ∈ Ω, ω′ ∈ Ω è t ∈ I, òî îòîáðàæåíèå

(ω�ω′)t : I 7→ Y îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

((ω�ω′)t(ξ) , ω(ξ) ∀ξ ∈ It)&((ω�ω′)t(ζ) , ω′(ζ) ∀ζ ∈ It \ {t}).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

Óñëîâèå 6. (ω�ω′)t ∈ Ω ∀t ∈ I, ∀ω ∈ Ω, ∀ω′ ∈ Ω.

Óñëîâèå 7. ∀z ∈ D, ∀t ∈ Ipr1(z), ∀ω ∈ Ω, ∀ω′ ∈ Ω, ∀h ∈ S(z, (ω�ω′)t), ∃h′ ∈ S((t, h(t)), ω′):

(h | It) = (h′ | It).

Çàìå÷àíèå 4. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 6, 7 óñëîâèå 4 âûïîëíÿåòñÿ àâ-

òîìàòè÷åñêè.

Òåîðåìà 2. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∞

A (N) = {z ∈ N | ∃α ∈ Mz : (t, s(t)) ∈ N ∀t ∈ Ipr1(z) ∀ω ∈ Ω ∀s ∈ α(ω)}. (4.17)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ ìíîæåñòâî â ïðàâîé ÷àñòè (4.17). Òîãäà Λ ⊂
⊂ N, à ïîòîìó (ñì. (2.28))

Λ ⊂ A0(N). (4.18)

Ïóñòü âîîáùå n ∈ N0 òàêîâî, ÷òî

Λ ⊂ An(N). (4.19)

Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà Λ ⊂ An+1(N). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: íàøëàñü ïîçèöèÿ z∗ òàêàÿ, ÷òî

z∗ ∈ Λ \An+1(N). (4.20)

Òîãäà (ñì. (2.29)) z∗ ∈ An(N) \ A(An(N)). Íàïîìíèì, ÷òî A(An(N)) = {z ∈ An(N) | Π(ω |
z,An(N)) 6= ∅ ∀ω ∈ Ω}. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ ω∗ ∈ Ω òàêîå, ÷òî

Π(ω∗ | z∗,A
n(N)) = ∅. (4.21)

Èç (2.1) è (4.21) ïîëó÷èì, ÷òî

∀s ∈ S(z∗, ω∗) ∃t ∈ Ipr1(z∗) : (t, s(t)) 6∈ An(N). (4.22)

Âìåñòå ñ òåì (ñì. (4.20)) z∗ ∈ Λ è, çíà÷èò, íàéäåòñÿ êâàçèñòðàòåãèÿ

α∗ ∈ Mz∗ , (4.23)

äëÿ êîòîðîé, ïî îïðåäåëåíèþ Λ,

(t, s(t)) ∈ N ∀ω ∈ Ω ∀t ∈ Ipr1(z∗) ∀s ∈ α∗(ω). (4.24)

Â ÷àñòíîñòè,

(t, s(t)) ∈ N ∀t ∈ Ipr1(z∗) ∀s ∈ α∗(ω∗). (4.25)
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Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî (ñì. (1.13))

s∗ ∈ α∗(ω∗). (4.26)

Òîãäà s∗ ∈ C è äëÿ íåêîòîðîãî s′ ∈ S(z∗, ω∗) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (s∗ | Ipr
1
(z∗)) = (s′ |

Ipr1(z∗)). Ñîãëàñíî (4.22) èìååì äëÿ íåêîòîðîãî ìîìåíòà t∗ ∈ Ipr1(z∗)

(t∗, s
′(t∗)) 6∈ An(N).

Íî s∗(t∗) = s′(t∗), à ïîòîìó âûïîëíåíî

z∗ , (t∗, s∗(t∗)) 6∈ An(N). (4.27)

Èç (4.19) è (4.27) èìååì, ÷òî

z∗ 6∈ Λ. (4.28)

Ïðè ýòîì (ñì. (4.25)) z∗ ∈ N. Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ 6 îïðåäåëèì β : Ω 7→ P(C) ïî ïðàâèëó

β(ω) , {h ∈ α∗((ω∗�ω)
t∗) | (h | It∗) = (s∗ | It∗)} ∀ω ∈ Ω. (4.29)

Ïîêàæåì, ÷òî

β(ω) 6= ∅ ∀ω ∈ Ω. (4.30)

Èç (1.13), (4.23) è (4.26) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ω′ ∈ Ω íàéäåòñÿ h′ ∈ α∗((ω∗�ω
′)t∗)

òàêîå, ÷òî (h′ | It∗) = (s∗ | It∗). Ñëåäîâàòåëüíî, h
′ ∈ β(ω′) è â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà ω′

èìååì (4.30). Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ ω′ ∈ Ω è h′ ∈ β(ω′) èç îïðåäåëåíèé α∗, β èìååì, ÷òî

(h′ | Ipr
1
(z∗)) = (h′′ | Ipr

1
(z∗)) äëÿ íåêîòîðîãî h

′′ ∈ S(z∗, (ω∗�ω
′)t∗). Òîãäà ïî óñëîâèþ 7 íàéäåòñÿ

h′′′ ∈ S((t∗, h
′′(t∗)), ω

′), S((t∗, h
′′(t∗)), ω

′) = S((t∗, h
′(t∗)), ω

′) òàêîå, ÷òî (h′′ | It∗) = (h′′′ | It∗). Êàê
ñëåäñòâèå, (h′ | It∗) = (h′′′ | It∗). Òàêèì îáðàçîì,

∀ω ∈ Ω ∀h ∈ β(ω) ∃h′ ∈ S((t∗, h(t∗)), ω) : (h | It∗) = (h′ | It∗). (4.31)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ω ∈ Ω è h ∈ β(ω) ïî îïðåäåëåíèþ β èìååì ðàâåíñòâî (h | It∗) = (s∗ | It∗),
îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî (t∗, h(t∗)) = z∗, à òîãäà (ñì. (4.31))

∃h′ ∈ S(z∗, ω) : (h | Ipr1(z∗)) = (h′ | Ipr1(z∗)). (4.32)

Âûáåðåì òåïåðü ω ∈ Ω, ω′ ∈ Ω è θ ∈ It∗ òàê, ÷òî (ω | Iθ) = (ω′ | Iθ). Îáîçíà÷èì Γ , {(s |
Iθ) : s ∈ β(ω)}, Γ′ , {(s | Iθ) : s ∈ β(ω′)} è âûáåðåì ïðîèçâîëüíî γ ∈ Γ. Ïóñòü h ∈ β(ω)
óäîâëåòâîðÿåò γ = (h | Iθ).

Ïî óñëîâèþ 6 èìååì (ω∗�ω)
t∗ ∈ Ω, (ω∗�ω

′)t∗ ∈ Ω, è, êðîìå òîãî, ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

((ω∗�ω)
t∗ | Iθ) = ((ω∗�ω

′)t∗ | Iθ). (4.33)

Èç (4.33) â ñèëó (4.23) ïîëó÷èì

{(s | Iθ) : s ∈ α∗((ω∗�ω)
t∗)} = {(s′ | Iθ) : s

′ ∈ α∗((ω∗�ω
′)t∗)}.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ h′ ∈ α∗((ω∗�ω
′)t∗) òàêîé, ÷òî (h | Iθ) = (h′ | Iθ). Òîãäà γ = (h′ |

Iθ). Òàê êàê ïî âûáîðó h âûïîëíÿåòñÿ (h | It∗) = (s∗ | It∗) è θ > t∗, ïîëó÷àåì, ÷òî (h′ |
It∗) = (s∗ | It∗). Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. (4.29)), h′ ∈ β(ω′). Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî γ ∈ Γ′

è â ñèëó

ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà γ � âëîæåíèå Γ ⊂ Γ′
. Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðè÷íîñòè ïîëó÷èì Γ = Γ′

è â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà ω, ω′
è θ èìååì èìïëèêàöèþ ∀ω̂ ∈ Ω ∀ω̂′ ∈ Ω ∀θ̂ ∈ It∗

((ω̂ | I
θ̂
) = (ω̂′ | I

θ̂
)) ⇒ ({(s | I

θ̂
) : s ∈ β(ω̂)} = {(s′ | I

θ̂
) : s′ ∈ β(ω̂′)}). (4.34)

Èç (4.30), (4.32) è (4.34) ïîëó÷àåì, ÷òî β ∈ Mz∗. Ïðè ýòîì (ñì. (4.24), (4.28)) z∗ ∈ N\Λ. Çíà÷èò,
äëÿ íåêîòîðûõ ω̄ ∈ Ω, s̄ ∈ β(ω̄) è t̄ ∈ It∗

(t̄, s̄(t̄)) 6∈ N. (4.35)
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Íî, ïî ïîñòðîåíèþ, t̄ ∈ Ipr1(z∗), (ω∗�ω̄)
t∗ ∈ Ω è s̄ ∈ α∗((ω∗�ω̄)

t∗). Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ (4.35)

ïðîòèâîðå÷èò (4.24). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå (4.20) áûëî ëîæíûì è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

n ∈ N0 âûïîëíÿåòñÿ èìïëèêàöèÿ (Λ ⊂ An(N)) ⇒ (Λ ⊂ An+1(N)). Â ñîâîêóïíîñòè ñ (4.18)

ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî n ∈ N0 âûïîëíÿåòñÿ (4.19). Ýòî çàâåðøàåò îáîñíîâàíèå âêëþ÷åíèÿ

Λ ⊂
∞

A (N). Èç îïðåäåëåíèÿ Λ è (4.16) ñëåäóåò èñêîìîå ðàâåíñòâî (4.17). �
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Programmed iteration method and operator onvexity in an abstrat retention problem
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For an abstrat dynami system the game problem of trajetories retention in a given set is onsidered. The

relations of the method of programmed iterations and the onstrutions assoiated with the generation of

the operator onvex hull with the help of prehull are investigated. Within these relations the proedure of

onstruting the hull is realized in the form dual to the proedure based on the method of programmed

iterations. The retention problem solution is determined in the lass of multi-valued quasistrategies (nonanti-

ipating responses to the realization of unertain fators of the proess). It is shown that the set of suessful

solvability of the retention problem is de�ned as the limit of the iterative proedure in the spae of sets,

elements of whih are positions of the game; the struture of resolving quasistrategies is also provided.
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