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�àññìàòðèâàþòñÿ äâå çàäà÷è ïðîñòîãî ïðåñëåäîâàíèÿ íà ïëîñêîñòè ãðóïïîé ïðåñëåäîâàòåëåé îäíîãî

óáåãàþùåãî ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå èãðîêè îáëàäàþò ðàâíûìè âîçìîæíîñòÿìè. Â ïåðâîé çàäà÷å ìíî-

æåñòâîì çíà÷åíèé äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé èãðîêîâ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûé òðåóãîëüíèê. Ïîëó÷åíû

íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà íà÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ èãðîêîâ äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ïîèìêè òðå-

ìÿ ïðåñëåäîâàòåëÿìè. Âî âòîðîé çàäà÷å ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé èãðîêîâ ÿâëÿ-

åòñÿ âûïóêëûé êîìïàêò ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ. Â äàííîé çàäà÷å ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòà-

òî÷íûå óñëîâèÿ íà êîíñòðóêöèþ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé èãðîêîâ, äëÿ êîòîðîãî

ñóùåñòâóþò íà÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ òðåõ èãðîêîâ, óáåãàþùåãî è äâóõ ïðåñëåäîâàòåëåé, èç êîòîðûõ ïðî-

èñõîäèò ïîèìêà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äè��åðåíöèàëüíàÿ èãðà, ïðîñòîå äâèæåíèå, ãðóïïîâîå ïðåñëåäîâàíèå.

Ââåäåíèå

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì èãð ïðåñëåäîâàíèÿ�óáåãàíèÿ äâóõ ëèö [1�3℄ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è

êîí�ëèêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ãðóïïû ïðåñëåäîâàòåëåé ñ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè óáåãàþùè-

ìè [4�7℄. Ýòè èãðû èíòåðåñíû ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê êàê íå ìîãóò áûòü ðåøåíû

ïðè ïîìîùè òåîðèè èãð äëÿ äâóõ ëèö. Îäíà èç ïðè÷èí ýòîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî îáúåäèíåíèå

ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè âñåõ ïðåñëåäîâàòåëåé è îáúåäèíåíèå öåëåâûõ ìíîæåñòâ ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé ìíîæåñòâà, íå ÿâëÿþùèåñÿ âûïóêëûìè è, áîëåå òîãî, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñâÿçíûìè. Â ðàáî-

òå [8℄ Á.Í. Ïøåíè÷íîãî ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à ïðîñòîãî ïðåñëåäîâàíèÿ ãðóïïîé ïðåñëåäîâà-

òåëåé îäíîãî óáåãàþùåãî ïðè óñëîâèè, ÷òî ñêîðîñòü óáåãàþùåãî è ïðåñëåäîâàòåëåé ïî íîðìå

íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû. Áûëè ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîèìêè. �àáî-

òà [9℄ îáîáùàåò ðåçóëüòàò Á.Í. Ïøåíè÷íîãî íà ñëó÷àé l-ïîèìêè. Â ðàáîòå [10℄ Í.Ë. �ðèãîðåíêî

ïîëó÷àåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óêëîíåíèÿ îò âñòðå÷è îäíîãî óáåãàþùåãî îò

íåñêîëüêèõ ïðåñëåäîâàòåëåé ïðè óñëîâèè, ÷òî óáåãàþùèé è ïðåñëåäîâàòåëè îáëàäàþò ïðîñòûì

äâèæåíèåì è ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé êàæäîãî èç èãðîêîâ � îäèí è òîò æå âûïóêëûé êîìïàêò.

Îáçîð ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ çàäà÷å ïðîñòîãî ïðåñëåäîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåí â [11℄.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå çàäà÷è ïðîñòîãî ïðåñëåäîâàíèÿ íà ïëîñêîñòè ãðóïïîé

ïðåñëåäîâàòåëåé îäíîãî óáåãàþùåãî ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå èãðîêè îáëàäàþò ðàâíûìè âîçìîæíî-

ñòÿìè. Â ïåðâîé çàäà÷å ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé èãðîêîâ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûé

òðåóãîëüíèê. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà íà÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ èãðîêîâ

äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ïîèìêè òðåìÿ ïðåñëåäîâàòåëÿìè. Âî âòîðîé çàäà÷å ìíîæåñòâîì äîïóñòè-

ìûõ óïðàâëåíèé èãðîêîâ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûé êîìïàêò ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ. Â äàííîé

çàäà÷å ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà êîíñòðóêöèþ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ

óïðàâëåíèé èãðîêîâ, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò íà÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ òðåõ èãðîêîâ, óáåãàþùå-

ãî è äâóõ ïðåñëåäîâàòåëåé, èç êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ïîèìêà.

� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ïðîñòðàíñòâå R
2
ðàññìàòðèâàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ èãðà n + 1 ëèö: n ïðåñëåäîâàòåëåé

P1, . . . , Pn è óáåãàþùèé E.

1

�àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì �ÔÔÈ � 14�01�31176.
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Çàêîí äâèæåíèÿ êàæäîãî èç ïðåñëåäîâàòåëåé Pi èìååò âèä

ẋi = ui, ui ∈ U, xi(0) = x0i .

Çàêîí äâèæåíèÿ óáåãàþùåãî E èìååò âèä

ẏ = v, v ∈ U, y(0) = y0,

ãäå U � âûïóêëûé êîìïàêò ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ. Îáîçíà÷èì z0i = x0i − y0, z0 = {x01, . . . ,
x0n, y

0}. Ñ÷èòàåì, ÷òî z0i 6= 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n.
Ïóñòü σ � íåêîòîðîå ðàçáèåíèå 0 = t0 < t1 < · · · < ts < . . . ïðîìåæóòêà [0,+∞), íå

èìåþùåå êîíå÷íûõ òî÷åê ñãóùåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Êóñî÷íî-ïðîãðàììíîé ñòðàòåãèåé V óáåãàþùåãî E, ñîîòâåòñòâóþùåé
ðàçáèåíèþ σ, íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé {cl}

∞

l=0
, ñòàâÿùèõ â ñîîòâåòñòâèå íàáîðó

(tl, x1(tl), . . . , xn(tl), y(tl))

èçìåðèìóþ �óíêöèþ vl : [tl, tl+1) → U .

Îïðåäåëåíèå 2. Êóñî÷íî-ïðîãðàììíîé êîíòðñòðàòåãèåé Ui ïðåñëåäîâàòåëÿ Pi, ñîîòâåò-

ñòâóþùåé ðàçáèåíèþ σ, íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé {bli}
∞

l=0
, ñòàâÿùèõ â ñîîòâåòñòâèå

íàáîðó

(tl, x1(tl), . . . , xn(tl), y(tl))

è �óíêöèè vl(t), t ∈ [tl, tl+1), èçìåðèìóþ �óíêöèþ uli : [tl, tl+1) → U .

Îáîçíà÷èì äàííóþ èãðó Γ(n, z0).

Îïðåäåëåíèå 3. Â èãðå Γ(n, z0) ïðîèñõîäèò óêëîíåíèå îò âñòðå÷è, åñëè ñóùåñòâóåò ðàç-

áèåíèå σ, ñòðàòåãèÿ V óáåãàþùåãî E, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçáèåíèþ σ, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ

òðàåêòîðèé x1(t), . . . , xn(t) ïðåñëåäîâàòåëåé P1, . . . , Pn âûïîëíåíî xi(t) 6= y(t) äëÿ âñåõ t > 0,
ãäå y(t) � òðàåêòîðèÿ E, ïîðîæäåííàÿ ðàçáèåíèåì σ.

Îïðåäåëåíèå 4. Â èãðå Γ(n, z0) ïðîèñõîäèò ïîèìêà, åñëè äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ σ è äëÿ

ëþáîé êóñî÷íî-ïðîãðàììíîé ñòðàòåãèè V óáåãàþùåãî E íàéäóòñÿ êóñî÷íî-ïðîãðàììíûå êîíòð-

ñòðàòåãèè U1, . . . , Un ïðåñëåäîâàòåëåé P1, . . . , Pn òàêèå, ÷òî xp(τ) = y(τ) ïðè íåêîòîðûõ p, τ .

Â ðàáîòå [10℄ äîêàçàíî, ÷òî â èãðå Γ(n, z0) ïðîèñõîäèò ïîèìêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

δ(z0) > 0, ãäå

δ(z0) = min
v∈U

max
i=1,...,n

λi(v), λi(v) = sup{λ | λ > 0, −λz0i ∈ −v + U}.

� 2. Çàäà÷à ïðåñëåäîâàíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà U � òðåóãîëüíèê

Â äàííîì ïàðàãðà�å áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî U � òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ A,B,C.

Ëåììà 1. Ïóñòü äàí òðåóãîëüíèê ABC íà ïëîñêîñòè (U = ∆ABC), íåíóëåâîé âåêòîð l
òàêîé, ÷òî (B − A, l) > 0 è (C − A, l) > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ U − A âûïîëíåíî

(q, l) > 0, ïðè÷åì (q, l) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëþáàÿ òî÷êà q ìíîæåñòâà U − A ïðåäñòàâèìà â âèäå q =
= γ(α(B − A) + (1 − α)(C − A)), ãäå α, γ ∈ [0, 1]. Ïóñòü q 6= 0, òî åñòü γ 6= 0, òîãäà (q, l) =
= γα((B −A), l) + γ(1 − α)((C − A), l). Çäåñü îáà ñëàãàåìûõ íåîòðèöàòåëüíû, ïðè÷åì õîòÿ áû

îäíî íå ðàâíî íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé íåíóëåâîé òî÷êè q ∈ U−A âûïîëíåíî (q, l) > 0.
Ëåììà äîêàçàíà. �
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü n = 2. Òîãäà èç ëþáûõ íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèé ïðîèñõîäèò óêëîíåíèå

îò âñòðå÷è.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî z0i ïàðàëëåëüíû. Â äàííîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò

íåíóëåâîé âåêòîð l, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî (z0i , l) = 0, i = 1, 2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (B−A, l) > 0, òàê êàê åñëè (B−A, l) < 0, òî âìåñòî âåêòîðà l ìîæíî âçÿòü
âåêòîð −l. Åñëè (B − A, l) = 0, òî, íàïðèìåð, (C − A, l) > 0 ëèáî (A − C, l) > 0. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ïåðåèìåíîâàâ âåðøèíû, ïîëó÷èì òðåáóåìîå. Òîãäà åñëè (C − A, l) > 0, òî â ñèëó ëåììû 1

äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ U − A áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (q, l) > 0, ïðè÷åì ðàâåíñòâî áóäåò

âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî ïðè q = 0. Äîêàæåì, ÷òî ïðè v = A áóäóò âûïîëíåíû ðàâåíñòâà λ1(v) =
= λ2(v) = 0 è, ñîîòâåòñòâåííî, δ(z0) = 0, òî åñòü áóäåò ïðîèñõîäèòü óêëîíåíèå. Äëÿ �óíêöèé

λi âûïîëíåíû ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ: −λi(v)z
0
i ∈ U − A, i = 1, 2. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû λ1(v)

èëè λ2(v) íå ðàâíÿëàñü íóëþ, íåîáõîäèìî ñóùåñòâîâàíèå íåíóëåâîãî âåêòîðà q ∈ U −A, íàõî-
äÿùåãîñÿ íà òîé æå ïðÿìîé, ÷òî è âåêòîðû z01 , z

0
2 , òî åñòü òàêîãî, ÷òî (q, l) = 0. Ïîýòîìó åñëè

q ñîíàïðàâëåí ñ −z01 , òî λ1(v) > 0, èíà÷å λ2(v) > 0. Â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå òàêîãî âåêòîðà q
íå ñóùåñòâóåò. Ñëåäîâàòåëüíî, λ1(v) = λ2(v) = 0.

Åñëè (C−A, l) 6 0, òî (C−B, l) < 0 è (A−B, l) < 0. Â äàííîì ñëó÷àå òàê æå áóäåò âûïîëíåíà

ëåììà 1 ñ âåêòîðîì −l. Ñëåäîâàòåëüíî, àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîìó âûøå, δ(z0) = 0 ïðè v = B,
òî åñòü ïðîèñõîäèò óêëîíåíèå.

�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âåêòîðû z0i íå ïàðàëëåëüíû. Â äàííîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò íåíó-

ëåâîé âåêòîð l, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî (z0i , l) > 0, i = 1, 2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî (B−A, l) > 0. Ïóñòü (C−A, l) > 0. Òîãäà â ñèëó ëåììû (q, l) > 0 äëÿ âñåõ q ∈ U−A.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (−λz0i , l) < 0, i = 1, 2, äëÿ âñåõ λ > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, λ1(A) = λ2(A) = 0.
Ñîîòâåòñòâåííî, δ(z0) = 0, òî åñòü ïðîèñõîäèò óêëîíåíèå. Åñëè (C −A, l) < 0, òî (A−C, l) > 0
è (B − C, l) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, δ(z0) = 0 ïðè v = C, òî åñòü ïðîèñõîäèò óêëîíåíèå.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 2. Ïóñòü n = 3. Äëÿ òîãî ÷òîáû â çàäà÷å ïðîèñõîäèëà ïîèìêà, íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

z01 = −γ1(α1(B −A) + (1− α1)(C −A)),

z02 = −γ2(α2(A−B) + (1− α2)(C −B)),

z03 = −γ3(α3(A− C) + (1− α3)(B − C))

äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë γ1, γ2, γ3 > 0, α1, α2, α3 ∈ [0, 1].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü z01 = −γ1(α1(B−A)+(1−α1)(C−A)), z02 = −γ2(α2(A−B)+
+(1−α2)(C−B)), z03 = −γ3(α3(A−C)+(1−α3)(B−C)), ãäå γ1, γ2, γ3 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëü-

íûå ÷èñëà, à α1, α2, α3 � íåêîòîðûå ÷èñëà èç îòðåçêà [0, 1]. Äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü v ∈ ∂U ,
ãäå ∂U � ãðàíèöà ìíîæåñòâà U . �àññìîòðèì v = αB + (1 − α)A, ãäå α ∈ [0, 1]. Ëþáàÿ òî÷êà

q ∈ U −A ïðåäñòàâèìà â âèäå q = γ(α(B−A)+ (1−α)(C−A)), ãäå α, γ ∈ [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî,
λ1(A) = ‖α1(B−A)+(1−α1)(C−A)‖. Ïðè α ∈ [0, 0.5] èìååì λ1(v) > λ1(A)/2, òàê êàê òðåóãîëü-
íèê ñ âåðøèíàìè v, v−λ1(v)z

0
1 , B ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ñ âåðøèíàìè A, v−λ1(A)z

0
1 , B. Òî åñòü

ïðè α = 0.5 îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè v, v−λ1(v)z
0
1 , ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé òðåóãîëüíèêà

ñ âåðøèíàìè A, v − λ1(A)z
0
1 , B. Àíàëîãè÷íî, λ2(B) = ‖α2(A − B) + (1 − α2)(C − B)‖. Òîãäà

λ2(v) > λ2(B)/2 ïðè α ∈ [0.5, 1].
Àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðåâ îñòàâøèåñÿ ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ïîëó÷èì, ÷òî

δ(z0) = min{λ1(A)/2, λ2(B)/2, λ2(B)/2}.

Äàííàÿ âåëè÷èíà ïîëîæèòåëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîé èãðå ïðîèñõîäèò ïîèìêà.

Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà z01 , z
0
2 , z

0
3 6= −γ1(α1(B−A)+

+(1−α1)(C−A)) äëÿ ëþáîãî γ1 > 0 è ëþáîãî α1 ∈ [0, 1]. Òàê êàê âñå òî÷êè q ∈ U−A ïðåäñòàâè-

ìû â âèäå q = γ(α(B−A)+ (1−α)(C−A)), ãäå α, γ ∈ [0, 1], ïðè÷åì q = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
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êîãäà γ = 0, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî λ âûïîëíåíî −λz01 ,−λz02 ,−λz02 /∈ U−A.
Òîãäà λ1(A) = λ2(A) = λ3(A) = 0. Îòñþäà δ(z0) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîé èãðå ïðîèñõîäèò
óêëîíåíèå îò âñòðå÷è. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

� 3. Ïîèìêà äâóìÿ ïðåñëåäîâàòåëÿìè

Òåîðåìà 3. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèé z01 è z02, èç êîòîðûõ â äàííîé èãðå

ïðîèñõîäèò ïîèìêà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå íå ðàâíûõ ìåæäó ñîáîé òî÷åê

a1, b1, a2, b2 ∈ ∂U , êîòîðûå íå íàõîäÿòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé, è òàêèõ, ÷òî âåêòîðû a1 − b1 è

a2− b2 êîëëèíåàðíû, γa1+(1− γ)b1 ∈ ∂U , γa2+(1− γ)b2 ∈ ∂U , ãäå γ ∈ [0, 1]. Ïðè ýòîì ïîèìêà

áóäåò ãàðàíòèðîâàíà èç íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèé z01 = α(a1 − b1), z
0
2 = −β(a1 − b1), ãäå α, β > 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1
0. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü òàêèõ òî÷åê a1, b1, a2, b2 ∈ ∂U

íå ñóùåñòâóåò. Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà l ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà a è b, ÷òî äëÿ ëþáîãî
q ∈ U âûïîëíåíî (q, l) 6 a, (q, l) > b, ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò òî÷êè q1, q2, â êîòîðûõ âûïîëíåíû

ðàâåíñòâà (q1, l) = a, (q2, l) = b. Òî åñòü ìíîæåñòâî U íàõîäèòñÿ ìåæäó äâóìÿ îïîðíûìè

ïðÿìûìè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, òàê êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ íåâûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî q1 � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî ðàâåíñòâî.

�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà z01 è z02 ïàðàëëåëüíû, òî åñòü (z01 , l) = 0, (z02 , l) = 0 ïðè íåêî-

òîðîì l. Òàê êàê äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ U , q 6= q1, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (q, l) < a, òî âñå

òî÷êè âèäà −αz01 + q1, −αz02 + q1, ãäå α > 0, íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó U . Ñëåäîâàòåëüíî,
λ1(q1) = λ2(q1) = 0. Ñîîòâåòñòâåííî, δ(z0) = 0, òî åñòü ïðîèñõîäèò óêëîíåíèå.

�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà z01 è z02 íå ïàðàëëåëüíû, òî åñòü ñóùåñòâóåò âåêòîð l òàêîé, ÷òî
(z01 , l) < 0, (z02 , l) < 0. Òàê êàê äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ U âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (q, l) 6 a, òî
âñå òî÷êè âèäà −αz01 + q1, −αz02 + q1, ãäå α > 0, íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó U . Ñëåäîâàòåëüíî,
λ1(q1) = λ2(q1) = 0. Ñîîòâåòñòâåííî, δ(z0) = 0, òî åñòü ïðîèñõîäèò óêëîíåíèå.

2
0. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òî÷êè a1, b1, a2, b2 ∈ ∂U , ñîîòâåòñòâóþùèå

óñëîâèþ òåîðåìû, è íà÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ èìåþò âèä z01 = α(a1 − b1), z
0
2 = −β(a1 − b1), ãäå

α è β � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð l è ÷èñëà a è b òàêèå,

÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ U âûïîëíåíî (q, l) 6 a, (q, l) > b, ïðè ýòîì (αa1 + (1 − α)b1, l) = a,
(αa2 + (1 − α)b2, l) = b, ãäå α ∈ [0, 1]. Âîçüìåì ëþáîé âåêòîð v ∈ ∂U . Òîãäà ïðÿìàÿ l(v) = {w |
w = v + γ(a1 − b1), γ ∈ R} ïåðåñåêàåò òðàïåöèþ ñ âåðøèíàìè a1 − v, b1 − v, b2 − v, a2 − v
ïàðàëëåëüíî îñíîâàíèÿì, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ âåðøèíàìè a1 − v, b2 − v è a2 − v, b2 − v.
Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî λ1(v) > min{‖a1 − b1‖/2, ‖a2 − b2‖/2}, ëèáî λ2(v) > min{‖a1 − b1‖/2, ‖a2 −
b2‖/2}. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî δ(z0) > min{‖a1−b1‖/2, ‖a2−b2‖/2}, òî åñòü ïðîèñõîäèò ïîèìêà.
Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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The paper deals with two simple pursuit problems on a plane with a group of pursuers and one evader. All the

parti
ipants have equal 
apabilities. In the �rst problem the admissible 
ontrol for every parti
ipant takes the

value in a non-degenerate triangle. Ne
essary and su�
ient 
onditions on initial positions of all parti
ipants

are obtained for 
apture by three pursuers of one evader. In the se
ond problem the admissible 
ontrol for

every parti
ipants takes the value in a 
ompa
t set with non-empty interior. Within this problem, ne
essary

and su�
ient 
onditions on the stru
ture of this 
ompa
t set are re
eived for the existen
e of initial positions

of two pursuers and one evader from whi
h the 
apture o

urs.
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