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�������� ����� �� ��!� 
" #�!������$ !���� %�&��#!�  �&' 
� #�� ! (	) ! *$�*���* ����+
����� ! �� �!$ 
" !������$� !, � !����-.�$� !�� /#����!�� ���- 
"0 ������!'��#!" ! ���+
'�� 
" ������$ (�)� 1����� $ !�� !� &���*���* ������!'��#��& �����!��$� !2 ����� �� ��!+
��$ ! ���$ � !2 � /#����!�� ���- 
�! ��  
�! (��3)� 4��� ���"�� ���� �� !�� !� ��"� !.+
��$0 ��5�6!" $ �� �$� 7���!��$� !* �� ��!��$  � �!#��+ ! ��.�+������� ��$�  
" &��$+
 *" (	�)0 '�� ��.$��*�� ��!���- 8!��#!, ���#�� ��  
"0 ���&'�  
" $ #����!'��#!" ������"
$
��6!$� !* #�!������$ (	) ! ��$����  
" ������" #�!�����!.�9!! (3)�

�  ����*6�, ������ ��* �9� #! �#�����! ����� ! ���7���%!! �� ��!�� !����-.&���* �����-
$
��#��#����� �%� ����� �� ��!��$0 #�����* &'!�
$��� $#��� #� $�#�!$ �%� ����#� (		0	�) !
� !.����� 
� �$�,��$� %�� !9
 #�!������5!�#���- (	��	
)� ��#5� �����- !����-.&�� %!���+
���!'��#�� &��$ � !� �!77&.!! ��* ��!�� !*  ���$ �$�� �%� .�"$��� ��!���! ��$��" ���-2
#�!������0 #����
, ���*$�*���* ��! �
����� ����� #�!������$ (	�0	:)� ;���$���!$���- ����+
��, %!������!'��#�%� �!�� �
�� ���$��� � ������� ����#&�*� �, �! ��!#! ��! �����!��$�+
 !! /77�#�� .�"$��� ��!���! (	3)0 � ��#5� ��! $
$��� &��$ � !, $
��#��#����� 
" 7�.�$
"
���$��6� !, � !����-.�$� !�� 7& ���� ���- �, ���9��&�
 %�&��.���  �%� ����� � !* (��)�
� ��.&�-���� �����- ��!�
$��� #! ��!#& ����� �� ��!��$ $  �!.�����!'��#�, �! �� �, ����!0
'�� ������ �� �����#�.� !* ���#�!'��#! ��!%�� 
�! $ /#����!�� ��"�

1� �$ �� $ !�� !� $ ��  �, ������ &���� � �����- ��& ��!�� !2 �����  �, ! �
��+
��, #! ��!#! ����� �� ��!��$ $ 8!��#�� �!���.� � �#������, ����� #�!������$ ���*�#�
10−5 . . . 102 �<� (�	0 ��)� ��* ������!'��#�%� ��!�� !* !����-.&���* ���� � �����"��5�� !,0
��!��  
, $ ������" (	�0 	:) ! #�!���!, ������ &���,'!$�%� ����� �� ��!��$0 ���&'�  
,
 ���$ � $ ������" (��0 �=)�

� �� ���������� ���� � � ������!� "#������$

>���
 �������!�- �� �$ 
� ��������
 #! ��!#! ���$!' �%� ����� �� ��!�� ��! ���!.+
$��- �� �����"��5�� !!0 ��������!� ���� �%� �������!'��#�, $��8! 
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��� 1��� ��.�#0 ���� ?��� #�0 ���� ���#�� ���$
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#��- �%� ��$ �$��!* (	�0 	:)� ��� ����%�* �!77&.!�, $ �$����, 7�.�0 ���� #� 9� ���9!! $�+
6���$� $ 5!�#�, 7�.� �������*���* ����&26!� &��$ � !��

τD
∂2Cl

∂t2
+

∂Cl

∂t
+ (�w · �∇)Cl = DC∇2Cl, @	�	A

%�� Cl B #� 9� ���9!* ����$���  �%� $�6���$� $ 5!�#���!0 �w B �#�����- ����#�0 DC B #�+
/77!9!� � �!77&.!! ����$���  �%� $�6���$�0 t B $���* ! τD B $���* ����#��9!! �!77&.!+
�  �%� ����#� # ���9!� �� ��& �����* !2�

4#����!�� ���- 
� !.���� !* �
����%� ����� �� ��!��$ ��#�.
$�2�0 '�� �#�����- !"
����� ��5�� �
�- �� -8�0 ���$ !��, !�! ��5� ���-8� "���#��� �, �#�����! �!77&.!!
����$���  �%� $�6���$� $ ��C��� (��)0 �� �#� �#�����- !" ����� �������*  �� �%� �� -8�0
'�� "���#��� �* �#�����- ���� ��� ������ ��/���& ���� �� $�6���$� ��5�� �
�- ��!�� 
%!������!'��#!� &��$ � !�� @	�	A0 #������ $$��!� #� �' �� . �'� !� �#�����! �!77&.!!
VD = (DC/τD)

1/20 � !.�� � !* ��������&� 
" ����, $ 7�.�" ��!�
$����* �������!'��#!�
&��$ � !��0 #������ �����.&��$��� ���#� �' &2 �#�����- ���� ��� ������ � /��, �$*.! !.��+
 � !� ��������&�
 5!�#�, 7�.
 Tl ! �$����, 7�.
 Ts ��!�
$����* &��$ � !*�!

∂Tl

∂t
+ (�w · �∇)Tl = DT∇2Tl,

∂Ts

∂t
= DT∇2Ts, @	��A

%�� DT B ��������&�����$�� ���-�
D� ��$��" ���! �� ��!��$ $
��� *���* .�#� ��"�� � !* ����
 ! / ��%!! $ $!�� %�� !'+

 
" &���$!,

τD
∂

∂t
[(Cl − Cs)�v · �n] + (Cl − Cs)�v · �n+DC

�∇Cl · �n = 0, @	��A

TQ�v · �n = DT

(
�∇Ts − �∇Tl

)
· �n, @	�=A

%�� �n B ��! !' 
, $�#���  �����! # %�� !9� ��.���� �� ��!��$E �v B �#�����- ��$��" ���!E
Cs = kvCl B #� 9� ���9!* $ �$����, 7�.�  � ��$��" ���! �� ��!��E kv B #�/77!9!� � ���+
������� !* ����$���  �%� $�6���$�0 .�$!�*6!, �� �#�����!E TQ = Q/cp0 Q B �#�
��* �������0
����&��26�* $ ��! !9& ��C��� .��$����$8�%� $�6���$�E cp B �������#���- @��! �����*  ��
��$�� !!A�

��������&��  � ��$��" ���! �� ��!��$ Ti = Tl = Ts �$*.� � � ��������&��, #�!�����!.�+
9!! T0 '!���, 5!�#���!0 ��#��- �, #�!$!. �, 7�� �� 2/R0 #� 9� ���9!�, $�6���$� $ 5!�+
#���! Cl ! �#�����-2 ����#� �����$ $  �����- ��  ����$�� !! ����� (�v · �n) = vn $ $!��

Ti = T0 −mvCl −Qc−1
p 2R−1d(θ)− β̃(θ)vn. @	��A

F���- θ B &%�� ��5�&  �����-2 # ��$��" ���! �� ��!�� ! �%� ������'�!���- 
�  ����$��+
 !�� ����� @ ���!���  ����$�� !�� #�!������$ 〈001〉A0 β̃ B #�/77!9!� � � !.�����!! �����0
d(θ) B � !.�����!* ��! 
 ! mv B .�$!�*6!, �� �#�����!  �#�� �! !! �!#$!�&�� @ � #! �+
�!'��#�, 7�.�$�, �!�%����� �! �� �, �!����
A�

� !.����� 
� �$�,��$� %�� !9
 .���2��* '���. � !.�����!2 ��$��" ��� �, / ��%!! ! #!+
 ��!#! ��!����! � !* �����$ # 7�.�$�, %�� !9� G#�!������5!�#���-H� � ��6�� ��&'�� � !+
.�����!* #�!�����!'��#!" %�� �, .�$!�!� �� �7��!'��#!" &%��$0 �������*26!" ��!� ��9!2
 �����! # %�� !9� ��.���� �� ��!�� !  ����$�� !2 ������ I�������!$�* ��&'�, ����!�+
����!' �%� ��������!���- �%� #�!������ ��5 � ��!�� !�- &���� � !� �� �� ��& �7��!'�+
�#��& &%�& ! �&6���$�  � &�����!�- � ��!�!'��#&2 7���& � !.����� 
" �$�,��$ %�� !9

G#�!������5!�#���-H (��)� � ��.&�-���� ��#�%� &���� � !* ��* #&�!'��#�, �!�����!! #�!+
������ ���&'!�0 '�� #��!��*� �* ��! � d(θ) ! #! ��!'��#!, #�/77!9!� � ����� β(θ) ����+
���$�*2��* $ $!��

d(θ) = d0 {1− αd cos [4 (θ − θd)]} , @	�
A

β̃(θ) = β0Qc−1
p {1− αβ cos [4 (θ − θβ)]} , @	��A



��!* !� #� $�#�!$ �%� ����#�  � ���� '!���%� ! ����$ �%� �� ��!�� ��	

���������� ��	
� �� �
� �
�� �

%�� d0 JKL β0 B #� ��� �
 #��!��*� ���! ! #! ��!'��#�%� #�/77!9!� �� �����0 αd � 1 ! αβ �
� 1B ��������
 � !.�����!!0 θd ! θβ B &%�
 ��5�&  ����$�� !�� ����� ! ������'�!���- 
�
 ����$�� !�� �����0 #����
� ����$����$&2� �! !�&��� d(θ) ! β(θ)�

� ���#� �' � &����  �, ��'#� �� ��$��" ���! �� ��!��$ ��!���0 '�� #� 9� ���9!* ���+
�$���  �%� $�6���$�0 ��������&�� ! �#�����- ����#� $ 5!�#���! 7!#�!��$� 
M

Cl = C∞, Tl = T∞, |�w| = U, @	�:A

U B "���#��� �* �#�����- ����#� $���! �� �� ��!��� ;���,��$� ��' 
" ��8� !, %!����! �+
�!'��#�, .���'! ��5 �  �,�! $ �$&" ��&'�*"0 #�%�� ����# 5!�#���! *$�*���* ���� 9!��- 
�0
!�! #�%�� ����# ��! !�����* �!�� 1��� �� � ��&'�� $*.#�%� ��'� !* ��!���0 '�� ���9��� ��!+
�
$����* &��$ � !*�! ���� ��� �!�� 1��� �M

U
∂ �w

∂z
= − 1

ρ1
�∇p+ ν∇2 �w, �∇ · �w = 0, @	�3A

%�� z B  ����$�� !� ����� �� ��!��$0 ρ1 B ���� ���- 5!�#���! ! ν B #! ����!'��#�* $*.+
#���-� ���$ � !� @	�3A ��8����* � %�� !' 
� &���$!�� ��!�!�� !* ��* �#�����! 5!�#���!�

;!����� &��$ � !, @	�	A�@	�3A ��!�
$��� ���� �������!'��#�%� �� ��!�� ! ���8!�*��
����
�&6&2 ����� �$#& N� ���� ! ����� (	�)  � ��&'�, � !.����� �%� ����� �� ��!��
$ ��#��- �+ ���$ �$�� 
" &���$!*" (�
)�

� %� 	�����!� #�&���$ � '���() �($ #�� ��� #���� ����#���

�����- ����� $��8! 
 �� ��!�� �
�� ��������� � $ ������" (�0=)0 ��.&�-���
 #����
" ���+
������� � 
  � ��&'�! �
����%� .��$����$� !* (��:) ! ��* ��#��- �  ���$ �$�� �, #�!����+
�!.�9!! (	�0	:)� 1� �$ �* !��* /�!" ����� �����!� $ #���! �9!! #�!���!* ������ &���,'!$�%�
����� $��8! 
 �� ��!��$ � ���� ��� �����"��5�� !*  � �%� ��$��" ���!�

%��� *�(��� +�#��,(�-����$ �� ��#&��� ����#���

1�6�� �����"��5�� !� ΔT = T0 − meC∞ − T∞ �������$�*�� ����, �&���� 
, ���� �
�����"��5�� !!,  � $��8! � �� ��!��M

ΔT = ΔTT +ΔTC +ΔTN +ΔTR +ΔTK , @��	A

%�� C∞ ! T∞ B !�"�� �* #� 9� ���9!* ! ��������&�� ������$�0 #����
� ��! !��2��* �����+
*  
�! $���! �� $��8! 
 �� ��!��E ΔTT B �����"��5�� !�0  ���"��!��� ��* ��$��� �#�
��,
������
 #�!�����!.�9!! $%�&�- �����"��5��  �%� ������$�E ΔTC B #� 9� ���9!�  �� ����+
�"��5�� !�0 ΔTN = (me − mv)C∞ B �����"��5�� !�0 $�. !#�26�� !.+.� ���6� !* �! !!
�!#$!�&�� �� �$��%� ����5� !* ��$ �$��!*  � #! ��!'��#�, 7�.�$�, �!�%����� #�!�����!+
.�9!!E ΔTR = 2d0TQ/R B �����"��5�� !�0 $�. !#�26��  � !�#�!$��  �, ��$��" ���! @.�
�'�� /77�#�� ?!���������� �AE ΔTK = V/μk B #! ��!'��#�� �����"��5�� !�0  ���"��!���
��* ��!����! � !* �����$ @'���!9A  � ��$��" ���- #�!������ � ����$����$&26!� #! ��!'�+
�#!� #�/77!9!� ��� μk� � ��.&�-���� ���� � �����"��5�� !* @��	A �$*.
$��� ��������&�&
Ti ! #� 9� ���9!2 Ci  � $��8! � �� ��!�� @��� &��$ � !� @	��AA � ��������&��, T∞ ! #� +
9� ���9!�, C∞ $ ��C��� �����"��5��  �%� ������$�0 '�� ��#�.
$��� ��� &2 ��%����$�  ���-
� &��$ � !�� @	��A ! &��$ � !�� @��	A�

�� $�#9!* !.�� *�� �����+ ! ��������� �� $ ������! ����&6�%� �� ��!��0 '�� !.�� *+
�� #����!'��#�� ��8� !� �$� 9�$� @���&'�  �� ���-#� ��! #� �&#�!$ �� ���� ��� �����
!<!�! ����
A� ��%�� �����$�� �����"��5�� !� ΔTT �������*���* ���!7!9!��$�  �, 7& #+
9!�, �$� 9�$� Iv∗(PT , Pf ) #�#

ΔTT = TQIv
∗(PT , Pf ). @���A

F���- ���!7!9!��$�  �* 7& #9!* �$� 9�$� ��* �����+ ! �����+���� ��� ��!�
$����* #�#

Iv∗(PT , Pf ) = PT exp(PT + Pf )IT (PT , Pf ), @���A



��� 1��� ��.�#0 ���� ?��� #�0 ���� ���#�� ���$

���������� ��	
� �� �
� �
�� �

� ! ��%�����

IT (PT , Pf ) =

∫ ∞

1
exp

[
2Pf

∫ η′

1

g (η′′)√
η′′

dη′′ − P0η
′
]
dη′

η′
,

#����
, ��� ���-2 � ���%!'� ! ��%���& $ ��$� ��$� @��		A (��)� ; &'���� #� $�#9!! #� 9� +
���9!�  �� �����"��5�� !� ΔTC ��! !���� $!�

ΔTC =

⎧⎨
⎩kvΔv

Iv∗(PCD, Pf )

1− (1− kv)Iv∗(PCD, Pf )
, V < VD,

0, V � VD,

@��=A

%�� ���!7!9!��$�  �* 7& #9!* �$� 9�$� ��* #� $�#�!$ �%� ���� ��� ����
 ���&'� � !.
#� 9� ���9!!  � $��8! � �� ��!�� $ ��$� ��$� @��		A #�#

Iv∗(PCD, Pf ) = PCD exp(PCD + PfDTC)IC(PCD, Pf ), @���A

� '!��� ��#�� �������*2��* ���� �8� !*�! @��	�A� D���$ �$�� 
, ! ���$�� #�!�����!.�9!!
Δv $ @��=A .�$!�!� �� �#�����! #�#

Δv =

{
mvC∞(1− kv)/kv , V < VD,

0, V � VD.
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� ��&'��0 ���! �#�����- $��8! 
 �� ��!�� V ���-8� !�! ��$ � �#�����! �!77&.!! ����$�+
��  �%� $�6���$� VD0 #� 9� ���9!�  �� �����"��5�� !� ΔTC ��$ �  &�20 '�� ����$����$&��
����"��& # ��5!�& ��.�!77&.!�  �, #�!�����!.�9!!� 1'�$!� �0 '�� �  &��$�, �#�����-2
#� $�#9!! @U = 0A0 7& #9!! @���A ! @���A ����"��*� $ ��� ���� 
� 7& #9!! �$� 9�$� Iv(PT )
! Iv(PCD)0 ����$����$�  ��

D�#�� #! ��!'��#�%� �!#$!�&�� .�$!�!� �� �#�����! V ! ��!�
$����* 7& #9!�, (�:)M

mv =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

me

1− ke

{
1− kv + ln

(
kv
ke

)
+ (1− kv)

2 V

VD

}
, V < VD,

me ln ke
ke − 1

≡ const, V � VD.
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D���$ �$�� 
, #�/77!9!� � ���������� !* �����$ ��!���! kv = Cs/Ci .�$!�!� �� �#�����!
$ $!�� (�3)M

kv =

⎧⎪⎨
⎪⎩

(1− V 2/V 2
D)ke + V/VDI

(1− V 2/V 2
D)[1− (1− ke)Ci] + V/VDI

, V < VD,

1, V � VD.
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���- �0 $#�2'����* $ 7& #9!*"ΔTC 0Δv !mv $ ���� �� �����"��5�� !* @��	A (��)� � ��#��- �+
��$ �$�� �� ������� VD → ∞ &��$ � !* @��	A�@��:A �������.&2��* $ ����$����$&26!� &��$+
 � !* ������, (
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����$!� @��=A *$�*���* #! ��!'��#!� &���$!�� ����"��� # ��.�!77&.!�  ��& .��$����$�+
 !2M ��! V � VD #� 9� ���9!�  �� �����"��5�� !� ���&���$&��0  ���$ �$�� 
, ! ���$��
.��$����$� !* ��� �$!��* ��$ 
�  &�2 ���%����* ��� ��& ��!* !2 �! !, �!#$!�&�� ! ��+
�!�&��  � #! ��!'��#�, 7�.�$�, �!�%����� ����$� (	�0 	:)� ��#!� ����.��0 �#�����- V = VD

��! !�����* .�  �'���M @�A ��� �%� .�"$��� �����$ ��!���! @����$���  �%� $�6���$�A0 kv = 1
$ &��$ � !! @��:AE @��A #�!����!.�9!! �  �'��- �, @ ��! ��- �,A #� 9� ���9!�, C∞ $ 5!�+
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� ��������
 OP���� J��%Q
��#�'��# 0�� ���� ��!(��

D��! ��- �* #� 9� ���9!*0 C∞ ��� JR�S (	�)

��������&�����$�� ���-0 DT 7.5 · 10−6 �2<� (	�)

��/77!9!� � �!77&.!!0 DC 2.4 × 10−9 �2<� (	�)

��/77!9!� � ���������� !*0 ke ����� (	�)

D�#�� �!#$!�&��0 me −20.1T<JR�S (	�)

U�!����!'��#�* ��������&��0 TQ = Q/cp =���
�T (	�)

���!��*� �* �����*  �*0 d0 7.23 · 10−3 � (	�)

V!�!'��#�* #��!��*� �* �����*  �*0 d0CD 1.26 · 10−8 �  ����*6�* ������

�! ��!'��#!, #�/77!9!� � �����0 μk �����<�<T (	�)

�! ��!'��#!, ��������0 β0 8.4 · 10−3 �<�  ����*6�* ������

� !.�����!* ��$��" ��� �, / ��%!!0 αd ����3  ����*6�* ������

;#�����- �!77&.!! $ ��C���0 VD 	:�3 �<� (	�)

;#�����- �!77&.!!  � ��$��" ���!0 VDI 		�� �<� (	�)

�����*  �* ������0 σ0 ����	�  ����*6�* ������

�� ��� �� %!����! ��!'��#�, &���,'!$���!0 b ���	  ����*6�* ������

�! ����!'��#�* $*.#���-0 ν 3.7 · 10−7 �2<�  ����*6�* ������

%�%� �#���#�1 "���1 ���2� #���� ��#&��! ����#���

��* $
���� &���,'!$�%� ����� $��8! 
 �� ��!��0 !��26�, ���!&� R0 �����*  &2 �#�����-
V = vn ! #� 9� ���9!2 $ 5!�#�, 7�.� Cl = Ci $$���� #�!���!,0 #����
,  �,�� #���! �9!�,
��8� !, � !.����� �%� ����� �� ��!�� $ ��!�&���$!! #� $�#�!$ 
" ����#�$ (�	) ! ��#��- �%�
 ���$ �$�� �%� ����� �� ��!�� ��! $
��#��#����� �, #�!�����!.�9!! ��. #� $�#9!! (��)�

��!���0 '�� �#� '����- 
, #�!���!, ������ σ∗ ���5� !���- �#�,�! % σ∗ ∝ βn � ��� 5�
��#�.������ n ! ��� 5� ��6!� $!��� (��)0 ���! ��! *�- $� $ !�� !� � !.�����!2 ��* ���"+
��� �%� !�! �$&��� �%� ������� ��$ (��)� ;&6���$�$� !� ��" 5� ���
" ��.��� ����, ��* �$&+
��� �%� ! ���"��� �%� ������� ��$ �
�� ��#�.� � $ ������" (��0 ��)� I�. !9� �����!� ���-#�
$ �����*  �, ������9!� ��- ���! �#�,�! %�$ σ∗ ∝ βn� ��#!� ����.��0 $ #�'���$� #�!���!* ��+
���� σ∗ �
 �&��� !����-.�$��- ��&'�, ������,8�, � !.�����!!0 .���  �, $
��5� !*�! @	�
A
! @	��A $ ��������5� !!0 '�� �#� '����- �� ���8���!��$� !� ��5�� ��!�� *�-�* # ���"���+
 ��& ��&'�2 ����� �� ��!��� � ��.&�-���� #�!���!, ������ ����� �� ��!�� $  �!.�����!'��#�,
�! �� �, ����! � &'���� #� $�#9!! ��5�� �
�- $
��5� $ $!�� (�=)M

σ∗ =
2d0DT

R2V
≡ d0V

2DTP 2
T

=
σ0α

7/4
d

1 + b
(
ᾱ/α

3/4
d

)11/14

{
1[

1 + a1
√
αdPTΛT

]2 +

+
2(1− kv)mvCiDTC

TQ

[
1 + a2

√
αdP

∗
CDΛC

]2
[
1 + χ

(
1− 1√

1−W 2

)]2}
, @��3A

%�� $�� 7& #9!! ! ��������
 ��!$��� 
 $ ����!9� 	� ����!'��#�� '!��� ��#�� PT 0 "!�!'��#��
'!��� ��#�� PCD0 %!����! ��!'��#�� '!��� ��#�� Pf ! '!��� I�, ��-��� Re �������*2��*
#�#

PT =
RV

2DT
, P ∗

CD =
PCD√
1−W 2

, PCD =
RV

2DC
, Pf =

RU

2DT
, Re =

RU

ν
. @��	�A

1 ! �������*2� 7& #9!� ��- 
� .�$!�!����! �� �#������, V ! U M

a(Re) =
exp(−Re/2)

E1(Re/2)
, W =

V

VD
, ᾱ = (1 + 2DTC)

a(Re)Ud0
4RV P

,

P = 1 +
2mvCi(1− kv)DTC

TQ
, P0 = Pf + PT ,
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! #� 9� ���9!�  
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Ci =
C∞

1− (1− kv)PCDIC exp (P0DTC)
, IC =

∫ ∞

1
exp

[
2PfDTC

∫ η′

1

g(η′′)√
η′′

dη′′ − P0DTCη
′
]
dη′

η′
,

g(η) =

√
ηE1(Re η/2)

2E1(Re/2)
+

exp(−Re/2) − exp(−Re η/2)√
ηReE1(Re/2)

,

E1(q) =

∫ ∞

q

exp(−u)

u
du, @��		A

%�� $$��� 
 ��������


DTC =
DT

DC
, a1 =

a2√
2
, a2 =

(
16σ0
7

)1/2 ( 3

56

)3/8

,

χ2 =
4

7

(
3

56

)3/4

α
−3/4
d , ΛT = 1 +

δ0DTβ0
d0

, ΛC = 1 +
δ0DCβ0
d0CD

,

δ0 = 20

√
7

24

(
56

3

)3/8

, d0CD =
TQd0

2meCi(1− ke)
.
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9!! @U = 00 ᾱ = 0A ! #� 9� ���9!! ����$���  �%� $�6���$� @Ci = 0A #�!���!, @��3A ����"�+

�!� $ !.$��� �� $
��5� !� σ∗ = σ0α
7/4
d 0 ���&'�  �� $ ������" W� %��� ! ����� � ���$����+

�! (	�0 	=) $ ������� ���
" '!��� ��#�� @PT → 0A� ��+$���
"0 ��! ���
" �#�����*" �����
@PT � 10 PCD � 10 W � 1A ! ��! U = 0 #�!���!, @��3A �$��!��* # #�!���!2 N� ���� ! ���+
�� (	�)� �+����-!"0 $ ��&'�� '!���%� $�6���$� @Ci = 0A ! ��! ���
" �#�����*" ����� @PT � 1
! W � 1A &��$ � !� @��3A ��$������ � #�!���!�� N&���& ! ����� (�=)� �+'��$���
"0 $ �������
���
" '!��� ��#�� @PT → 00 PCD → 0A $ ���#�" �������!'��#�%� ��"� !.�� ��������� ���
@W = 0A #�!���!, @��3A ����$����$&�� ���&'�  ��& �� �� #�!���!20 $
$���  ��& $ ������ (��)�
�+�*�
"0 $ ��&'��  ����$!5 �, 5!�#���! @U = 0A0 ��#��- �+��$ �$�� �%� .��$����$� !* �
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��� �+���-�
"0 $ ��&'�� �� �#���� � � �%� ������$� @Ci = 0A $ ������� ���
" '!��� ��#��
@PT � 1 ! PCD � 1A ��. #� $�#9!! (U = 0) ! W = 0 #�!���!, @��3A ��!$��!� # #�!���!2
N�� ��� (	
)� ��#!� ����.��0 #�!���!, ������ @��3A ����6��� !.$��� 
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� 3� ���"()���! '���(�#�����$ � �.�"-�����
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, �!77&.!�, ���� @�� �� #� 9� ���9!� +
 
, ���� �� ��!��$ ��! ���
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, �!77&.!�, ! ���� ����
����� ���� @�� �� #� 9� ���9!�  
, ! ����!'��#!, ���� �� ��!��$ $ �����5&��' �� �!���.� �
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� .�
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�!����
�

0 1 1 10 100.

1E-4

1E-3

0 01.

0 1.

1

10

V
[m

/
c]

U = 0.5 +,- U = 0 +,-

ΔT [K]

(a)

0 20 40 60 80 100 120

0

1x10

2x10

3x10

4x10

5x10

-6

-6

-6

-6

-6

R
[m

]

U = 0.5 +,- U = 0 +,-

ΔT [K]

(b)

���� �� "��
���# 
���� V (a) 
 
��
�� ��
$
	� R (b) ��	�

�� 	
���* ��� ��	�)

 ��
��%�����	
* ΔT !
.���/�	� 
/��	�	
� �
	��
�
 ��	�

�	��� 
���� � ���&�� ���
�&	��� ������ 
������� �� ���
���#0

U = 0.5�,� �� �
��	�	
0 � 
����� ��	�

�� � 	�����
�	�� 
������� U = 0�,�!

��* ���'��� ����� �� ��!��$ !����-.&2��* ��������
 OP���� ���SQ !. ����!9
 	� ���!�+

�*� �* �����*  �* d0CD �
�� ����'!�� � #�# d0CD =
d0TQke

me(1− ke)C∞
0 � #! ��!'��#!, ��������

β0 �
� ����'!�� #�# β0 = 1/(μkTQ)�

D� �!�� 	 �������$�� 
 �#�����- ����� $��8! 
 �� ��!�� V ! ���!&� R #�# 7& #9!! ��+
���"��5�� !* ��* �$&" ��&'��$ '!���%� OP ! ����$� OP�Q� � ��&'�� ����$� ���$
, ��5!�
����$����$&��  !.#�, �#�����! ����� ��! ΔT = 100 @TA0 #�%�� ���� �� ��!�� �%�� !'� �!7+
7&.!�, ! ��&���$�� #� 9� ���9!�,� ;#�����- ����� $��8! 
 �� ��!�� �������  � &$��!'!+
$����* ! ���!&� $��8! 
 �� ��!�� &�� -8����* �� �! !�&��� �����, ! ���$�� �������$�*��
����"�� 
, ��5!�0 $ #������ ���� �� ��!�� �%�� !'� #�# �!77&.!�, ����$���  �%� $�6�+
��$�0 ��# ! ���� ���� ������ �  �'��� /��%� ! ���$��� �� ��!� ����!%��� �#�����! �����2� �,
"!�!'��#�, ����!�- ���!M �#�����- $��8! 
 ����!%��� G�����H0 � ���!&� $��8! 
 �� ��!��
 �'! ��� &$��!'!$��-�*� � #� 9� /��%� ����"�� �%� ��5!�� �#�����- ��.#� $�.������� ! ��+
�!&� $��8! 
 �� ��!�� ��!��!5����* # �$���& ��#�!���- ��& . �'� !2� ��#�� ��$��� !�
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*$�*���* ��.&�-����� ��.#�%� &�� -8� !* ���6! 
 ��%�� !' �%� ���* ����$���  �%� $�6�+
��$�  � %�� !9� $��8! 
 �� ��!�� $������$!� ! �� �!$ �%�  ���$ �$�� �%� .�"$��� ��!���!�
� ���$�� .�#� '!$����* $ #�!�!'��#�, ��'#� �����"��5�� !* ΔT = 150 @TA� F���- #� 9� ���+
9!* ����$���  �%� $�6���$� ��� �$!��* ��$ �, !�"�� �,0 ! ���� �� ��!��  �'! ��� #� ���+
�!��$��-�* ���-#� ���� ���� ������ ����!, ��5!�  �'! ����* ��! $
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,! ABC4DEFG H!I! JKBDLDMNOPDKE QRKNCGGDEF! SCT UKRV( HNWROT�XDBB% ,Y1Z!
.! I[CREK3 \!\! HKLCRE NR]GPOBBKFROQ[] +++! IR]GPOB FRKTP[! ^CRBDE&XCDLCB_CRF( JQRDEFCR% ,Y`Z!

)*+( ,-!,--12Y1`�0�5Z.�`,`0/�5
0! abRc d!% ADG[CR )!e! )CELRDPC FRKTP[ OP P[C BD4DP Kf GPO_DBDP]( PDQ ROLDbG OEL GQONDEF 22 \NPO

HCPOBBbRFDNO! ,Y`,! gKB! .Y! +GGbC ,! h! ,,&.-! )*+( ,-!,-,52---,�5,5-�`,�Y--`.�,
Z! iDQPKE e!% WBDNVG4OE H!j!% abRc d! )CELRDPDN FRKTP[ DEPK bELCRNKKBCL OBBK] 4CPOBG 22 HOPCRDOBG JNDCENC

OEL jEFDECCRDEF! ,Y`Z! gKB! 5/! +GGbC ,! h! /1&50! )*+( ,-!,-,52--./�/Z,5�`Z�Y-,YY�k
/! ^KCPPDEFCR d!e!% IKRDCBB J!l! HDNRKGPRbNPbRC fKR4OPDKE DE ROQDLB] GKBDLDMCL OBBK]G 22 JNDCENC OEL

mCN[EKBKF] Kf P[C nELCRNKKBCL HCBP 2 JO[4 h!l!% eKECG X!% \LO4 I!H! JQRDEFCR% ,Y`5! h! `,&,-Y!
)*+( ,-!,--12Y1`�YZ�--Y�ZZ/5�/o/

5! iDQPKE e!% abRc d!% mRD3CLD l! lOQDL LCELRDPC FRKTP[ DE bELCRNKKBCL OBBK]G 22 \NPO HCPOBBbRFDNO! ,Y`1!
gKB! 0/! +GGbC Z! h! Y/1&Y5Z! )*+( ,-!,-,52---,�5,5-�`1�Y-,1Z�k

1! mRD3CLD l!% iDQPKE e!% abRc d! jpCNP Kf FRKTP[ ROPC LCQCELCEP QORPDPDKE NKCqNDCEP KE P[C LCELRDPDN
FRKTP[ DE bELCRNKKBCL 4CBPG 22 \NPO HCPOBBbRFDNO! ,Y`1! gKB! 0/! +GGbC Z! h! Y5/&Y1-!
)*+( ,-!,-,52---,�5,5-�`1�Y-,1/�,

`! ^KCPPDEFCR d!e!% IKRDCBB J!l!% mRD3CLD l! \QQBDNOPDKE Kf LCELRDPDN FRKTP[ P[CKR] PK P[C DEPCRQRCPOPDKE Kf
ROQDL GKBDLDMNOPDKE 4DNRKGPRbNPbRCG 22 lOQDL JKBDLDMNOPDKE hRKNCGGDEF( hRDENDQBCG OEL mCN[EKBKFDCG +g 2
HC[RO_DOE l!% hORRDG[ h!\! IBODPKR% ,Y``!

Y! XCRBON[ )!H!% HOPGKE )!H! �jLG!� JKBDLDMNOPDKE Kf NKEPODECRBCGG bELCRNKKBCL 4CBPG! dDBC]% .-,.!
)*+( ,-!,--.2Y1`0/.15Z1Y-0

,-! XK]P e!e!% \GPO H!% aOR4O \! \PK4DGPDN OEL NKEPDEbb4 4KLCBDEF Kf LCELRDPDN GKBDLDMNOPDKE 22 HOPCRDOBG
JNDCENC OEL jEFDECCRDEF( l( lCQKRPG! .--0! gKB! Z,! +GGbC 5! h! ,.,&,50!
)*+( ,-!,-,52J-Y.1�1Y5k�-0�---05�5

,,! AbEVC *!% h[OEDVb4OR W!% WOBCEVK h!a!% I[CREK3O i!% lCbPcCB J!% aKB_C H!% XCRBON[ )!H! )CELRDPC
FRKTP[ 3CBKNDP] DE BC3DPOPCL bELCRNKKBCL EDNVCB 4CBPG 22 eKbREOB Kf IR]GPOB WRKTP[! .--5! gKB! .Y1!
+GGbC ,! h! .,,&...! )*+( ,-!,-,52r!rNR]GFRK!.--5!-`!-Z/

,.! ^DELCR J!% WOBCEVK h!a!% XCRBON[ )!H! AONCPDEF Kf O RKbF[ GKBDL&BDsbDL DEPCRfONC Kf O 4CPOB DELbNCL _]
fKRNCL NKE3CNPDKE 22 h[DBKGKQ[DNOB HOFOcDEC iCPPCRG! .-,0! gKB! Y0! +GGbC ,-! h! 5-`&5,1!
)*+( ,-!,-`-2-Y/--`0Y!.-,0!`0-.-,

,0! iOEFCR e!J!% XKEF )!I! JKB3O_DBDP] NKELDPDKEG fKR LCELRDPDN FRKTP[ DE P[C _KbELOR]�BO]CR 4KLCB TDP[
NOQDBBOR] OEDGKPRKQ] 22 h[]GDNOB lC3DCT \! ,Y`5! gKB! 0Z! +GGbC .! h! ,Z5.&,Z1,!
)*+( ,-!,,-02h[]GlC3\!0Z!,Z5.

,Z! hCBNtC h!% ^CEGD4KE )! m[CKR] Kf LCELRDPC L]EO4DNG 22 SbNBCOR h[]GDNG ^ & hRKNCCLDEFG JbQQBC4CEPG!
,Y`1! gKB! .! h! ./Y&.1-! )*+( ,-!,-,52-Y.-�/50.�`1�Y--..�0

,/! ^CE \4OR H!% hCBNtC h! +4QbRDP] CpCNP KE LCELRDPDN FRKTP[ 22 h[]GDNOB lC3DCT \! ,Y`Y! gKB! 0Y! +GGbC `!
h! Z.50&Z.5Y! )*+( ,-!,,-02h[]GlC3\!0Y!Z.50

,5! ^RCECR j!\! jpCNPG Kf GbRfONC CECRF] OEL VDECPDNG KE P[C FRKTP[ Kf ECCLBC�BDVC LCELRDPCG 22 eKbREOB Kf
IR]GPOB WRKTP[! ,YY-! gKB! YY! +GGbCG ,&Z! h! ,5/&,1-! )*+( ,-!,-,52--..�-.Z`�Y-�Y-/-/�A
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,1! WOBCEVK h!a!% )OEDBK3 )!\! iKNOB EKECsbDBD_RDb4 CpCNP KE ROQDL LCELRDPDN FRKTP[ DE O _DEOR] OBBK]
4CBP 22 h[]GDNG iCPPCRG \! ,YY1! gKB! .0/! +GGbC 0! h! .1,&.`-! )*+( ,-!,-,52J-01/�Y5-,�Y1�--/5.�`

,`! WOBCEVK h!a!% )OEDBK3 )!\! HKLCB fKR fRCC LCELRDPDN OBBK] FRKTP[ bELCR DEPCRfONDOB OEL _bBV Q[OGC
EKECsbDBD_RDb4 NKELDPDKEG 22 eKbREOB Kf IR]GPOB WRKTP[! ,YYY! gKB! ,Y1! +GGbC Z! h! YY.&,--.!
)*+( ,-!,-,52J--..�-.Z`�Y`�--Y11�Z

,Y! UOEF U!% Xb4OLD X!% ^bPO )!% iODRL ^!^!% JbE )!% XK]P e!e!% \GPO H! \PK4DGPDN GD4bBOPDKEG Kf
EKECsbDBD_RDb4 NR]GPOB�FRKTP[ VDECPDNG fRK4 OBBK] 4CBPG 22 h[]GDNOB lC3DCT iCPPCRG! .-,,! gKB! ,-1!
+GGbC .! -.//-/! Z Q! )*+( ,-!,,-02h[]GlC3iCPP!,-1!-.//-/

.-! eKb )!% WOBCEVK h! IKORGC FRODEDEF fKR P[C Q[OGC�MCBL 4KLCB Kf fOGP Q[OGC PROEGDPDKEG 22 h[]GDNOB lC3DCT
j! .-,0! gKB! ``! +GGbC Z! -Z.,/,! ` Q! )*+( ,-!,,-02h[]GlC3j!``!-Z.,/,

.,! XCRBON[ )!H! SKE�CsbDBD_RDb4 GKBDLDMNOPDKE Kf bELCRNKKBCL 4CPOBBDN 4CPBG 22 HOPCRDOBG JNDCENC OEL
jEFDECCRDEF( l( lCQKRPG! ,YYZ! gKB! ,.! +GGbCG Z&/! h! ,11&.1.! )*+( ,-!,-,52-Y.1�1Y5k�YZ�Y--,,�5

..! XCRBON[ )!% WOBCEVK h!% XKBBOEL�HKRDPc )! HCPOGPO_BC GKBDLG fRK4 bELCRNKKBCL 4CBPG! \4GPCRLO4(
jBGC3DCR% .--1!

.0! \BCuOELRK3 )!g!% )OEDBK3 )!\!% WOBCEVK h!a! JCBCNPDKE NRDPCRDKE Kf O GPO_BC LCELRDPC FRKTP[ DE ROQDL
GKBDLDMNOPDKE 22 +EPCREOPDKEOB eKbREOB Kf XCOP OEL HOGG mROEGfCR! .-,5! gKB! ,-,! h! 1`Y&1YY!
)*+( ,-!,-,52r!Dr[COP4OGGPROEGfCR!.-,5!-/!-`/

.Z! WOBCEVK h!a!% )OEDBK3 )!\!% lCbP[CR a!% \BCuOELRK3 )!g!% lCPPCE4O]R H!% XCRBON[ )!H! jpCNP Kf
NKE3CNPD3C vKT KE GPO_BC LCELRDPDN FRKTP[ DE ROQDL GKBDLDMNOPDKE Kf O _DEOR] OBBK] 22 eKbREOB Kf IR]GPOB
WRKTP[! .-,5! )*+( ,-!,-,52r!rNR]GFRK!.-,5!-1!-Z.

./! ^OR_DCRD \!% iOEFCR e!J! hRCLDNPDKEG Kf LCELRDPDN FRKTP[ ROPCG DE P[C BDECORDcCL GKB3O_DBDP] P[CKR] 22
h[]GDNOB lC3DCT \! ,Y`Y! gKB! 0Y! +GGbC ,-! h! /0,Z&/0./! )*+( ,-!,,-02h[]GlC3\!0Y!/0,Z

.5! \BCuOELRK3 )!g!% WOBCEVK h!a! JCBCNPDKE NRDPCRDKE Kf GPO_BC LCELRDPDN FRKTP[ OP OR_DPROR] hCNBtCP Eb4_CRG
TDP[ NKE3CNPDKE 22 h[]GDNOB lC3DCT j! .-,0! gKB! `1! -5.Z-0! / Q! )*+( ,-!,,-02h[]GlC3j!`1!-5.Z-0

.1! >�	�������� $!�!% w��	��� "!9! $	�������
 ���� � ������	���
 ����	���	
( �	���� ������� �
x��
	���	�������	 �	��� 22 ?�
	��  ����	���� ����! .-,Z! ;! ,`Z! ��
! `! 6! `00&`/-!
)*+( ,-!00512nASR!-,`Z!.-,Z-`_!-`00

.`! WOBCEVK h! JKBbPC PROQQDEF OEL LDpbGDKEBCGG GKBDLDMNOPDKE DE O _DEOR] G]GPC4 22 h[]GDNOB lC3DCT j! .--1!
gKB! 15! +GGbC 0! -0,5-5! Y Q! )*+( ,-!,,-02h[]GlC3j!15!-0,5-5

.Y! WOBCEVK h! juPCELCL P[CR4KL]EO4DNOB OEOB]GDG Kf O 4KPDKE Kf P[C GKBDL�BDsbDL DEPCRfONC DE O ROQDLB]
GKBDLDf]DEF OBBK] 22 h[]GDNOB lC3DCT ^! .--.! gKB! 5/! +GGbC ,Z! ,ZZ,-0! ,, Q!
)*+( ,-!,,-02h[]GlC3^!5/!,ZZ,-0

0-! XORP4OEE X!% WOBCEVK h!a!% XKBBOEL�HKRDPc )!% aKB_C H!% XCRBON[ )!H!% J[bBCG[K3O *! SKECsbDBD_RDb4
GKBDLDMNOPDKE DE bELCRNKKBCL mD45\B55 4CBPG 22 eKbREOB Kf \QQBDCL h[]GDNG! .--`! gKB! ,-0! +GGbC 1! -10/-Y!
)*+( ,-!,-502,!.Y-0Y.-

0,! \BCuOELRK3 )!g!% WOBCEVK h!a! m[CR4K�GKBbPOB OEL VDECPDN RCFD4CG Kf OE OEDGKPRKQDN LCELRDPC FRKTDEF
bELCR fKRNCL NKE3CNPD3C vKT 22 h[]GDNOB I[C4DGPR] I[C4DNOB h[]GDNG! .-,/! gKB! ,1! h! ,Y,ZY&,Y,5,!
)*+( ,-!,-0Y2I/Ih-0-,`X

0.! ^CE \4OR H! m[CKR] Kf ECCLBC�NR]GPOB 22 h[]GDNO )( SKEBDECOR h[CEK4CEO! ,Y``! gKB! 0,! +GGbC 0!
h! Z-Y&Z.0! )*+( ,-!,-,52-,51�.1`Y�``�Y---5�,

00! ^RCECR j!% HCBEDVK3 g!+! gCBKNDP] GCBCNPDKE OEL DEGPO_DBDP] GQCNPRb4 DE 0) LCELRDPDN FRKTP[ 22 eKbREOB
Kf juQCRD4CEPOB OEL m[CKRCPDNOB h[]GDNG! ,YY/! gKB! `-! SK! .! h! 0Z,&0Z/!
������������	���
���
������������	����������������

0Z! ^KbDGGKb h!% hCBNtC h! jpCNP Kf O fKRNCL vKT KE LCELRDPDN FRKTP[ 22 h[]GDNOB lC3DCT \! ,Y`Y! gKB! Z-!
+GGbC ,,! h! 5510&55`-! )*+( ,-!,,-02h[]GlC3\!Z-!5510

0/! HybBBCR�aRb4_[OOR X!% \_CB m!% ^RCECR j!% XORP4OEE H!% jDGGfCBLP S!% mC4VDE )! WRKTP[�4KRQ[KBKFDCG
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The paper presents the model of anisotropic growth of dendritic crystallization of chemically pure and binary
liquid (solution or melt) based on forced convection of the liquid phase. The dependencies of the growth rate
and the radius of the top of a dendrite from under-cooling fluid in cases of a chemically pure material and
alloys are presented. A comparative analysis of the influence of forced convection on the dendrite growth
kinetics is carried out. Evaluation of growth rate and morphology of dendrite by high-speed crystal growth
model was done. The contribution of convective flow and the anisotropic properties of the liquid-crystal
boundary were taking into account. The model is also used hyperbolic diffusion equation to describe the
non-equilibrium impurity capture by crystal surface, which occurs under the rapid crystals growth.
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