
������� �	
������� ������������� 
���
������ 
�������� ��
��������� �����

���������� ��	
� �� �
� ��� �

��� �	���	�� �	��	

�© ���� �����

�������� 	���
����������� �

�������� ���
�����
���� 
������ ����� (N,2) � 	���
�����������
�

�������� ���
����� ���� 
������ ����� (N+ 1,2)

� ������ ����	
 ��
����
	�� ����� �
	�� ������������� �
	���
���� ������� �
���
������
���
����
	������ 
��
	��� ���� ����
�	�� �� ������
	�� �
	���� ����
���� ��	� ��	���� ���	��	
� ������
��� �
	���
���� ������� �
���
������
��� ����
	������ 
��
	��� ���� ����
�	� �� 
����� ���� �� ���
�	��� �
���
������
��� ����
	������ 
��
	��� ���� ����
�	� ���� �� 
���� 
�� ���
� !�� �� ���

 ���
�	��� �
	���
���� ������� �
���
������
��� ����
	������ 
��
	���
���� ����
�	� ���� (2, 2) ������	�� �
	���
���� ������� �
���
������
��� ����
	������ 
��
	 
��� ���� ����
�	� ���� (3, 2)� �� �
���
������
��� ����
	������ 
��
	��� ���� ����
�	� ����
(3, 2) ������	�� �
���
������
��� ����
	������ 
��
	��� ���� ����
�	� ���� (4, 2)� "�	
� ���� 
����
	��� �	� ����
��
 �
���
������
��� ����
	������ 
��
	��� ���� ����
�	� (4, 2) � �
���
�� 
����
��� ����
	������ 
��
	��� ���� ����
�	� ���� (5, 2) �	��	�	��
	� #�� �
$
��� ���	���
����
������ ���	����%	�� ��
�������
 �������������
 �����
���� ��	���
 �����	�� � ����$� ���
�	���
����
�
��������� �����
�����

�������� ��	�
& �
���
������
��� ����
	������ 
��
	��� ���� ����
�	�� �
	���
���� ��������

����
�
��������
 �����
��
�

'()& *+�,+-./012*3+.+,

��������

� �������� 
��� � � ! �� !�"# �$ #�#%�$# �&� ���' (�$�)��"�� $#" � ! *%# � $�#�# &� ��'
(�$�)��"�� �&�+"&+� ,�-./ 0	1�  �� !� 2 $#�#)�2 " & � 2 '!%'�&�' "%#���(�"#3�' 4�&��)��
�"�� (+�"3�2 (�� 4�� % ��)��"� ��44�&��)�� ,-./ �� 4�&��2 "#" �#  �� 4 4� 5��&!� 0�1�
&#" � �# �!+� 4� 5��&!#� ,6��/ 0�1� -�� 4�� % ��)��"#' ��44�&��'  $�#)#�& �+7��&! !#�
��� (+�"3� �#%8� 2 �!'$� 4�5�+ $�#)���'4� 4�&��)��" 2 (+�"3�� �%'  �����%��� � )��%#
�� �$! %8� !$'&� & )�"� -+�"3� �#%8�4 4�& � 4 �#2���# 4�&��)��"#' (+�"3�'  �� 4�&�
��)��" 2 -. 6�� �#��# (2, 2)9

f = x+ ξ. ,��	/

� �#�� 2 �#* &� 4�& � 4 !% 5���' �#� �'&�' 4�&��)��"�� (+�"3�� -. 6�� !� "�� �#��
� !� �#"� � �$!��&� 2 4�&��)��" 2 (+�"3�� ,��	/ -. 6�� �#��# (2, 2) 0	1 �#� ��&�' 4�&��)��
�"#' (+�"3�' -. 6�� �#��# (3, 2)� � 4�&��)��" 2 (+�"3�� -. 6�� �#��# (3, 2) �#� ��&�'
4�&��)��"#' (+�"3�' -. 6�� �#��# (4, 2)� :#&�4 � "#$!#�&�'� )& !% 5���� -. 6�� �#��#
(4, 2) ! -. 6�� �#��# (5, 2)  &�+&�&!+�&�

;���% 5���2 $���8 4�& � !% 5���' #�� *�� !#� �%' -. �� 4�&��2 �#  �� 4 4� 5��&!��
� � 4 78< " & � � � �&� �� !% 5���' �!"%�� !�� ���!� �!"%�� !�� ��4�%�"&�)��"�� �
��%84� %83�!� �� 4�&��2 0�=�1�

� �� �� ���!���� 	 ��
  "�#" $m+ 1, 2%

� >& 4 �#�#��#�� �#�&�'  *7��  �����%����� ;+�&8 �4�<&�' �!# �%#�"�� 4� �  *�#$�' M
� N � ���)�4 dimM = 1 � dimN = m� �%#�� �%#�" �&� 4� �  *�#$�2 � (+�"3�2 �# ��� !�$��
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�% 5���� (�� 4�� % ��)��"� ��44�&��)�� �� 4�&��2 �	�

���������� ��	
� �� �
� ��� �

����� %#�#�&�' �� ��5� Cm� �%' � "�#7���' $#����2 ��5� *+��4 � ! ��&8 �� �&  �%#�" �
�&�� � ��#$+4�!#' !?��"#$#�� �� � )"� ���! � 4� �  *�#$�'  * $�#)#<&�' �&� )�4� %#�
&���"�4� *+"!#4�9 i, j, k . . .� # & )"� !& � � 4� �  *�#$�' @ �&� )�4� ���)��"�4� *+"!#4�9
α, β, γ . . .� A#��4#&��!#�&�' &#"5� �%#�"#' (+�"3�' f :M ×N → R� �#$!#�4#' ���������	
�
� � �&#!%'<7#' �#�� & )�" 〈i, α〉 �$  &"�& 2 � �% &� 2  *%#�&�  �����%���' Sf ⊆ M × N
)��% f(i, α)� � % "#%8�� "  ����#&#�

f = f(i, α) = f(x, ξ1, . . . , ξm),

��� x @ % "#%8�#' "  ����#&# & )"� i� # (ξ1, . . . , ξm) @ % "#%8�� "  ����#& & )"� α�
�  &� ?���� 4�&��)��" 2 (+�"3�� ����� %#�#�&�' !� %����� #"�� 4 ��!� 5���� �

�&� 0�� B19

�&'�()" ���* (+����(',�� �� %�'<&�' ���#!���&!#

∂f(i, α)

∂x
�= 0,

∂(f(i1, α), . . . , f(im, α))

∂(ξ1, . . . , ξm)
�= 0,

���)�4 ���! � ���#!���&! ���#!��%�! �%' �% &� � ! M × N 4� 5��&!# �#� & )�" 〈i, α〉�
# !& � � @ �%' �% &� � ! Mm ×N 4� 5��&!# � �%�� !#&�%8� �&�2 & )�" 〈i1, . . . , im, α〉�
�� ���!���� �� C+��4 � ! ��&8� )& 4�&��)��"#' (+�"3�' f :M ×N → R �# 4� �  *�#�

$�'�M � N $#�#�& ���	���		������� ������������ ��	������ ���� ��	����� (�� ���)
����� (m + 1, 2)� ��%� "� 4� #"�� 4 ��!� 5���� �&� � � %��&�%8� !� %�'�&�' #"�� 4#
(�� 4�� % ��)��" 2 ��44�&����

�&'�()" -��()��(!(#�.�'&(/ '�))�, ��� .+7��&!+�& �% &� � 4� 5��&! � �%�� �
!#&�%8� �&�2 〈i1, . . . , im+1, α1, α2〉 ! Mm+1 × N2� ��� 〈iν , αs〉 ∈ Sf � ν = 1, . . . ,m + 1� s = 1, 2�
&#" �� )& �%' "#5� 2 �$ ��� �#2��&�' &#"#' �%#�"#' (+�"3�' Φ : R2(m+1) → R � DEFGΦ = 1�
�%' " & � 2 !� %�'�&�' �#!���&! 

Φ(f(i1, α1), . . . , f(im+1, α2)) = 0.

� 0� ���(,�1" ( �!(+���� 	 ��
  "�#" $n, 2% � 	 ��
  "�#" $n+ 1, 2%

� �#�� 4 �#�#��#(� �&#!�&�' $#�#)#  !% 5���� -. 6�� �#��# (m1 + 1, 2) ! -. 6�� �#��#
(m2 + 1, 2)� ���)�4 m1 = n− 1� m2 = n�

���(,�1" ( �!(+����� � 	������	��� ��	���	��	
 �	��� 	����� 	�������� Sf ��!

"������� ���� 	����� ������� �		������# � �	�	�	
 ����������� ����$�� f �� ���

����� (n+ 1, 2) �	��	 ����������� � �����"�� ����%

f(i, α) = χ(g(x, ξ1, . . . , ξn−1), ξn); ,��	/

����� α = (ξ1, . . . , ξn)# χ = χ(u, v) & ����� ����$� ���� ��������'�#

g = g(i, α) = g(x, ξ1, . . . , ξn−1) ,���/

& ���������� ����$� �� ��� ����� (n, 2)# α & ��	��$� �	��� α# ��������� �		�����!

���� (ξ1, . . . , ξn−1)(

H��#��)���' �# (+�"3�< χ !&�"#<& �$ #"�� 4 ��!� 5���� �&� 4�&��)��" 2 (+�"3��
f � " & �� $#���!#<&�' ! !��� �%��+<7�� �!+� ���#!���&!9

∂f(iα)

∂x
�= 0,

∂(f(i1α), . . . , f(inα))

∂(ξ1, . . . , ξn)
�= 0 ⇒ ∂χ

∂u
�= 0,

∂χ

∂v
�= 0.

��&��)��"#' (+�"3�' ,���/ � ��#�'�& �! 2 !��  &� ��&�%8� ��" & � 2 n−1��#�#4�&��)��
�" 2 ��+�� I� ��� *�#$ !#��2 ,�!�5���2/� ��2�&!+<7�2 ��#$+ �# �!+� 4� �  *�#$�'� M
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� N 0B1� & ��&8 '!%'�&�' �� �!+�& )�)�4 ��!#��#�& 4� � � & 4+ !� %�'�&�' +�% !�� % �
"#%8� 2 ��!#��#�&� �&�

Xωg + Ξωg = 0, ,���/

��� ω = 1, . . . , n − 1� ���)�4  ���#& � Xω � Ξω  *�#$+<& *#$�� #%��*� I�� �%' #%��*�
I� ��2�&!�' ��+�� ��� *�#$ !#��2 �# ���! 4 4� �  *�#$�� L(M) �� �$! %8�2  ���#& �
 �����%'�&�' �#!���&! 4 X = aωXω� # �%' #%��*� I� ��2�&!�' ��+�� ��� *�#$ !#��2 �#
!& � 4 4� �  *�#$�� L(N) @ �#!���&! 4 Ξ = aωΞω� ��� ω = 1, . . . , n − 1� .%��+�&  &4�&�&8�
)& #%��*� I� L(M) � L(N) �� & %8" �$ 4 �(�� � � >"!�!#%��&��

��&��)��"#' (+�"3�' ,��	/ �%' -. 6�� �#��# ,n + 1, 2/ '!%'�&�' �!+�& )�)�4 ��!#���
#�& 4 n��#�#4�&��)��" 2 ��+�� �!�5���2� ; >& 4+ � +�% !�< % "#%8� 2 ��!#��#�&� �&�
!� %�'<&�' n ��((����3�#%8�� �#!���&!

Yμf +Ωμf = 0, μ = 1, . . . , n, ,���/

���)�4  ���#& �

Yμ = Yμ
∂

∂x
, Ωμ = Ω1

μ

∂

∂ξ1
+ · · ·+Ωn−1

μ

∂

∂ξn−1
+Ωn

μ

∂

∂ξn
,

��� Yμ(x)� Ω
ε
μ(ξ

1, . . . , ξn) @ �%#�"�� (+�"3�� !  *%#�&� �! ��  �����%���'� ε = 1, . . . , n�  *�#�
$+<& *#$�� #%��*� I�� �%' #%��*� I� ��2�&!�' ��+�� ��� *�#$ !#��2 �# ���! 4 4� � �
 *�#$�� L(M) �� �$! %8�2  ���#& �  �����%'�&�' �#!���&! 4 Y = aμYμ� # �%' #%��*� I�
��2�&!�' ��+�� ��� *�#$ !#��2 �# !& � 4 4� �  *�#$�� L(N) @ �#!���&! 4 Ω = aμΩμ� ���
μ = 1, . . . , n� � '!� 4 !��� >&�  ���#& � $#���!#<&�' &#"9

Y = Y
∂

∂x
, Ω = Ω1 ∂

∂ξ1
+ · · ·+Ωn−1 ∂

∂ξn−1
+Ωn ∂

∂ξn
, ,���/

��� Y (x)� Ωε(ξ1, . . . , ξn) @ �%#�"�� (+�"3�� ! �! �2  *%#�&�  �����%���'� Y �= 0� .%��+�& "#" �
!?�  &4�&�&8� )& #%��*� I� L(M) � L(N) >"!�!#%��&�� :#4�&�4� )& #%��*� I� L(M)
� L(N) '!%'<&�' � �#%��*�#4� �  &!�&�&!��� #%��*� I� L(M) � L(N)�

�#%�� ��?#�&�' $#�#)#  �#� 5����� (+�"3�� f � $#�#<7�2 -. 6�� �#��# (n + 1, 2) � 
�$!��&� 2 (+�"3�� g� $#�#<7�2 -. 6�� �#��# (n, 2)�

H���#& � ,���/ � 4�&��)��"+< (+�"3�< ,��	/ � ��&#!%'�4 �#%�� ! +�% !�� ��!#��#�&� �
�&� ,���/ � � %+)#�4 (+�"3� �#%8� ���((����3�#%8� � !�#5����9

(
Y
∂g

∂x
+Ω1 ∂g

∂ξ1
+ · · ·+Ωn−1 ∂g

∂ξn−1

)
∂χ

∂u
+Ωn∂χ

∂v
= 0, ,��
/

��� u = g� v = ξn� H)�!��� �

Y
∂g

∂x
+Ω1 ∂g

∂ξ1
+ · · ·+Ωn−1 ∂g

∂ξn−1
= Ωn

κ(u, v), ,���/

��� κ = −χ′
v/χ

′
u �= 0�

��))" �� � ����$�	����	!��������$����	� �'������� ,��
/ Ωn �= 0(

�  " # $ # & � % 8 � & !  � ;+�&8 Ωn = 0� � ��#� � �%#�� ,���/� �4��4 �#!���&! 

Y
∂g

∂x
+Ω1 ∂g

∂ξ1
+ · · ·+Ωn−1 ∂g

∂ξn−1
= 0,

" & � � �����&!%'�& � * 2 +�% !�� % "#%8� 2 ��!#��#�&� �&� ,���/ �%' �� �$! %8��  ���#�
& � ! ,���/� �#"�4  *�#$ 4� �� �$! %8��  ���#& � Y � Ω #%��*� I� L(M) � L(N) +� !%�&! �
�'<& +�% !�< ��!#��#�&� �&� �%' #%��*� I� L(M) � L(N)� ; >& 4+ Y = bωXω � Ω = bωΞω�
:�#)�& #%��*� I� L(M) � L(N) �4�<& �#$4��� �&8 n− 1� ;� &�! ��)��� �



�% 5���� (�� 4�� % ��)��"� ��44�&��)�� �� 4�&��2 �	�

���������� ��	
� �� �
� ��� �

�&#"� � %+)#�4 ��((����3�#%8� � +�#!����� �# (+�"3�< χ9

κ(u, v)
∂χ

∂u
+
∂χ

∂v
= 0. ,��B/

J�5� �7+&�' 4�&��)��"�� (+�"3�� -. 6�� � & )� �&8< � % "#%8� 2 �$ & ���� " & �#'
!"%<)#�& % "#%8� ���((� 4 �(�+< $#4��+ % "#%8�� "  ����#& ,ϕ(x) = x� ψ1(ξ1, . . . , ξm) =
= ξ1, . . . , ψm(ξ1, . . . , ξm) = ξm/ � �%#�" � % "#%8� � *�#&�4 � ��� *�#$ !#��� 4�&��)��" 2
(+�"3�� ,κ(f) = f /�

� 2� �!(+���� 	 ��
  "�#" $2, 2% � 	 ��
  "�#" $3, 2%

� �#�� 4 �#�#��#(� n = 2� & ��&8 �#��4#&��!#�&�' !% 5���� -. 6�� �#��# (2, 2)� " & � �
�#��� *% �#2��� ! 0	� �1�

��( �)" �� ��"������� ����������	� �	����� �� ��� ����� (2, 2) � ���������	


����$��
# 	����	 ��	�	��	
 ����$�� ,��	/# � �� ��� ����� (3, 2) � ���������	
 ����!

$��
# 	����	 ��	�	��	
 ����$��

f = xξ + η. ,��	/

�  " # $ # & � % 8 � & !  � ��&��)��"#' (+�"3�' -. 6�� �#��# (2, 2) $#���!#�&�' &#"9

g = u = x+ ξ;

� >& 4+ �#!���&! ,���/� ! " & � 4 +� *� !!��&�  * $�#)���' ξ = ξ1� η = ξ2� �����4#�& !��9

Y +Ω1 = Ω2
κ(u, η). ,���/

; %+)��� � !�#5���� !� %�'�&�' & 5���&!��� � ����4���4 x, ξ, η � � >& 4+ '!%'�&�'
(+�"3� �#%8�4 +�#!�����4  &� ��&�%8� ���$!��&�� Y (x)� Ω1(ξ, η)� Ω2(ξ, η)� κ(u, η)� ; 
%�44� 	 Ω2 �= 0� �#%��� ��?#' +�#!����' ,���/ � ,��B/� �#2��4 !�� 4�&��)��"�� (+�"3���
$#�#<7�� -. 6�� �#��# (3, 2)� �

��))" 0� � ����$�	����	� ��������� ,���/ Y �= const(

�  " # $ # & � % 8 � & !  � ;+�&8 Y = α = KLFMN� � ��#� ��((����3��+' ,���/ � x� �4��4
κ
′
u = 0� �%�� !#&�%8� κ = q(η). ; ��&#!%'�4 �#2���� � ! +�#!����� ,��B/9

q(η)
∂χ

∂u
+
∂χ

∂η
= 0.

��&�����+'� �4��4

f = ϕ(c1) = ϕ

(
x+ ξ −

∫
dη/q(η)

)
.

:#&�4  �+7��&!%'�4 $#4��+ "  ����#& � 4#�?&#*� � ��� *�#$ !#��� 4�&��)��" 2 (+�"3��9

f = ϕ−1(f), ξ = ξ −
∫
dη/q(η).

� ��# 4�&��)��"#' (+�"3�' �����4#�& !��9

f = x+ ξ.

� >&+ 4�&��)��"+< (+�"3�< !� ��& & %8"  ��# "  ����#&# !& � � 4� �  *�#$�' N � � >& 4+
 �# !� 5���#� & ��&8 �� $#�#�& -. 6�� �#��# (3, 2)� �



�	
 ���� �� !

���������� ��	
� �� �
� ��� �

�#%�� ��%�4 +�#!����� ,���/ �# Ω2 � ���� * $�#)#�4 " >((�3���&� ! ��$+%8&#&� � %+)�4
(+�"3� �#%8� � +�#!�����

A(ξ, η)Y (x) +B(ξ, η) = κ(u, η),

��� A = 1/Ω2 �= 0� B = Ω1/Ω2� ; %+)��� � +�#!����� ��((����3��+�4 � x � � ξ9

A′
ξY (x) +B′

ξ = κ
′
u, AY ′(x) = κ

′
u. ,���/

;���#!��!#' %�!� )#�&�� �4��4 & 5���&! 

A′
ξY (x) +B′

ξ = AY ′(x).

��((����3��+' �� � x � �#$��%'' ����4����� � %+)#�4

A′
ξ/A = Y ′′(x)/Y ′(x) = a = KLFMN. ,���/

�#%�� ! $4 5� �!# �%+)#'�
�� ;+�&8 ��#)#%# a = 0� � ��# A′

ξ = 0, Y ′′(x) = 0, �%�� !#&�%8� A = A(η), Y = bx + c.
; ��&#!%'' �#2���� � ! !& � � +�#!����� �$ ,���/� $#&�4 ��&�����+' � ���� * $�#)#' " >(�
(�3���&� �4��4

κ = p(η)u+ q(η), p2 + q2 �= 0. ,���/

:#&�4 ,���/ � ��&#!%'�4 ! ,��B/9

(
p(η)u+ q(η)

)∂χ
∂u

+
∂χ

∂η
= 0. ,��
/

3 ��!(+���� �� )�"�� ��*����� ��������$����	�	 �������� ,��
/  � ��� ����$� 

f = χ = ϕ
(
ue−

∫
p(η) dη −

∫
q(η)e−

∫
p(η) dη dη

)
.

�  " # $ # & � % 8 � & !  � ��#!����� ,��
/ ��?#�4 4�& � 4 �#�#"&����&�"� �%' )�� � �&#!�
%'�&�' +�#!����� �#�#"&����&�"9

du

p(η)u+ q(η)
=
dη

1
.

:#���!#�4 �#%�� %���2� � ��((����3�#%8� � +�#!�����9

du

dη
= p(η)u+ q(η),

��?���� " & � � ���!���� ! "���� 0	�1� �
:#&�4  �+7��&!%'�4 $#4��+ "  ����#& � 4#�?&#*� � ��� *�#$ !#��� (+�"3��� � %+)��� 2

! ����% 5���� 	9

f = ϕ−1(f), ξ = e−
∫
p(η) dη, η = ξe−

∫
p(η) dη −

∫
q(η)e−

∫
p(η) dη dη.

� ��# 4�&��)��"#' (+�"3�' �����4#�& !��9

f = xξ + η.

�&#"� � %+)��# "#� ��)��"#' ( �4# �%' -. 6�� �#��# (3, 2)�
0� ;+�&8 &����8 a �= 0� � ��# ���&�4# ,���/ �4��& ��?����9 A = A(η)eaξ , Y = beax + c,

b, c = KLFMN. ; ��&#!%'' �#2���� � ! ,���/� ��&�����+' � ���� * $�#)#' " >((�3���&� �4��4

κ = p(η)eau + q(η), p2 + q2 �= 0, ,���/

:#&�4 ,���/ � ��&#!%'�4 ! ,��B/9

(
p(η)eau + q(η)

)∂χ
∂u

+
∂χ

∂η
= 0. ,��B/



�% 5���� (�� 4�� % ��)��"� ��44�&��)�� �� 4�&��2 �	�

���������� ��	
� �� �
� ��� �

3 ��!(+���� 0� )�"�� ��*����� ��������$����	�	 �������� ,��B/  � ��� ����$� 

f = χ = ϕ
(
e−auea

∫
q(y) dy + a

∫
p(y)ea

∫
q(y) dy dy

)
.

�  " # $ # & � % 8 � & !  � ��#!����� ,��B/ ��?#�4 4�& � 4 �#�#"&����&�"� �%' )�� � �&#!�
%'�&�' +�#!����� �#�#"&����&�"9

du

p(η)eau + q(η)
=
dη

1
.

:#���!#�4 �#%��  *"� !��� � ��((����3�#%8� � +�#!�����9

du

dη
= p(η)eau + q(η).

�! ��&�' � ��&#� !"# z = eau� & ��# � %+)#�4 +�#!����� C���+%%�9

1

a

dz

dη
= p(η)z2 + q(η)z.

A�?���� >& � +�#!����' 4 5� �#2&� ! "���� 0	�1� �
;� !���4 $#4��+ "  ����#& � 4#�?&#*� � ��� *�#$ !#��� (+�"3��� � %+)��� 2 ! ����% �

5���� �9

f = ϕ−1(f), x = e−ax, ξ = e−aξea
∫
q(η) dη, η = a

∫
p(η)ea

∫
q(η) dη dη.

� ��# �%' 4�&��)��" 2 (+�"3�� � %+)�4 !�#5����9

f = xξ + η.

�&#"� �� !# � %+)��# "#� ��)��"#' ( �4# �%' -. 6�� �#��# (3, 2)�
�#"�4  *�#$ 4� $#�#)# !% 5���' -. 6�� �#��# (2, 2) ! -. 6�� �#��# (3, 2) � %� �&8<

��?��#� �
:#4�&�4� )& �����&!��� �&8 !% 5���' �%��+�& �$ �����&!��� �&� ��?���' �  &!�&�&!+<�

7�� ��((����3�#%8�� +�#!����2�

� 4� �!(+���� 	 ��
  "�#" $3, 2% � 	 ��
  "�#" $4, 2%

� �#�� 4 �#�#��#(� n = 3� ��&��)��"#' (+�"3�' -. 6�� �#��# (3, 2) �#2���# ! O ��

��( �)" 0� ��"������� ����������	� �	����� �� ��� ����� (3, 2) � ���������	


����$��
# 	����	 ��	�	��	
 ����$�� ,��	/# � �� ��� ����� (4, 2) � ���������	
 ����!

$��
# 	����	 ��	�	��	
 ����$��

f =
xξ + η

x+ ϑ
. ,��	/

�  " # $ # & � % 8 � & !  � �?� �#2���# 4�&��)��"#' (+�"3�' -. 6�� �#��# (3, 2)9

g = u = xξ + η.

. �%#�� 4�& �+ !% 5���' 4�&��)��"#' (+�"3�' -. 6�� �#��# (4, 2) �7�&�' ! !��� ,��	/�
���)�4 �%' +� *�&!# !! �'&�'  * $�#)���' ξ = ξ1� η = ξ2� ϑ = ξ3� �#%�� $#���!#�4 �#!���&! 
,���/ ! '!� 4 !���9

ξY + xΩ1 +Ω2 = Ω3
κ(u, ϑ). ,���/

; �%����� !�#5���� !� %�'�&�' & 5���&!��� � ����4���4 x� ξ� η� ϑ � � >& 4+ '!�
%'�&�' (+�"3� �#%8�4 +�#!�����4  &� ��&�%8� ���$!��&�� Y (x)� Ω1(ξ, η, ϑ)� Ω2(ξ, η, ϑ)�
Ω3(ξ, η, ϑ)� κ(u, ϑ)� ; %�44� 	 Ω3 �= 0�



�	B ���� �� !

���������� ��	
� �� �
� ��� �

��))" 2� � ����$�	����	� ��������� ,���/ Y ′ �= const(

�  " # $ # & � % 8 � & !  � ;+�&8 Y ′ = α = KLFMN� � ��# Y (x) = αx+ β, ���)�4 α, β = KLFMN�
� ��%+ %�44 � 4 5� �)�&#&8 α �= 0� J#2���� � � ��&#!%'�4 ! ,���/ � �!#5� ��((����3��
�+�4 � x9 κ′′

u = 0� �%�� !#&�%8� κ = p(ϑ)u+q(ϑ). �#%��� �#��+5�#' "#" � ��� � "#$#&�%8�&!�
&� ��4 	� � %+)#�4 4�&��)��"+< (+�"3�<

f = xξ + η,

" & �#' $#!���& & %8"  & �!+� "  ����#& 4� �  *�#$�' N � � ��# >&# (+�"3�' !� 5���#�
& ��&8 �� $#�#�& -. 6�� �#��# (4, 2)� �

��#!����� ,���/ �#$��%�4 �# Ω3 �= 0 � ���� * $�#)�4 " >((�3���&9

A(ξ, η, ϑ)Y (x) + xB(ξ, η, ϑ) + C(ξ, η, ϑ) = κ(u, ϑ), ,���/

��� A = ξ/Ω3 �= 0� B = Ω1/Ω3� C = Ω2/Ω3� ; %+)��� � ��((����3��+�4 � x � � η9

A′
ηY (x) + xB′

η + C ′
η = κ

′
u, AY ′(x) +B = ξκ′

u. ,���/

�4� 5#�4 ���! � �#!���&! �# ξ � ����#!��!#�4 %�!� )#�&�9

ξA′
ηY (x) + xξB′

η + ξC ′
η = AY ′(x) +B.

��((����3��+' � %+)��� � � x �!#5� � �#$��%'' ����4����� �4��49

ξA′
η/A = Y ′′′(x)/Y ′′(x) = a = KLFMN. ,���/

�#%�� ! $4 5� �!# �%+)#'
�� ;+�&8 ��#)#%# a = 0� � ��# Y ′′′(x) = 0, �%�� !#&�%8� Y = bx2 + cx + d� b, c, d = KLFMN�

b �= 0. ; ��&#!%'' �#2���� � ! ,���/� � %+)�4 κ
′′′
u = 0� �%�� !#&�%8� 

κ = p(ϑ)u2 + q(ϑ)u+ r(ϑ).

�#"�4  *�#$ 4� +�#!����� ,��B/ �����4#�& !��9

(
p(ϑ)u2 + q(ϑ)u+ r(ϑ)

)∂χ
∂u

+
∂χ

∂ϑ
= 0. ,��
/

3 ��!(+���� 2� )�"�� ��*����� ��������$����	�	 �������� ,��
/  � ��� ����$� 

f = χ = ϕ

(
e
∫
q(ϑ) dϑ + (xξ + η − u1)

∫
p(ϑ)e

∫
q(ϑ) dϑ dϑ

xξ + η − u1

)
.

�  " # $ # & � % 8 � & !  � ��#!����� ,��
/ ��?#�4 4�& � 4 �#�#"&����&�"� �%' )�� � �&#!�
%'�&�' +�#!����� �#�#"&����&�"9

du

p(z)u2 + q(z)u+ r(z)
=
dz

1
.

:#���!#�4 �#%��  *"� !��� � ��((����3�#%8� � +�#!�����9

du

dz
= p(z)u2 + q(z)u+ r(z),

" & � � �#$!#�&�' +�#!�����4 A�""#&�� �� ��?���� 4 5� �#2&� ! �#* &� 0	�1� �
�#%��  �+7��&!%'�4 $#4��+ "  ����#& � 4#�?&#*� � ��� *�#$ !#��� 4�&��)��" 2 (+�"�

3��9

f = ϕ−1(f), ξ =

∫
p(ϑ)e

∫
q(ϑ) dϑ dϑ,



�% 5���� (�� 4�� % ��)��"� ��44�&��)�� �� 4�&��2 �	�

���������� ��	
� �� �
� ��� �

η =
(
e
∫
q(ϑ) dϑ + η − u1

∫
p(ϑ)e

∫
q(ϑ) dϑ dϑ

)/
ξ, ϑ = (η − u1)/ξ.

� ��# 4�&��)��"#' (+�"3�' �����4#�& "#� ��)��"�2 !��

f =
xξ + η

x+ ϑ
.

�&#"� � %+)��# "#� ��)��"#' ( �4# 4�&��)��" 2 (+�"3�� �%' -. 6�� �#��# (4, 2)�
0� ;+�&8 &����8 a �= 0� � ��# �$ ���&�4 ,���/ �%��+�& Y = beax+cx+d, b, c, d = KLFMN� b �= 0.

; ��&#!%'' �#2���� � ! ,���/� *+��4 �4�&8

A(ξ, η, ϑ)(beax + cx+ d) + xB(ξ, η, ϑ) +C(ξ, η, ϑ) = κ(u, ϑ).

; %+)��� � �� ��((����3��+�4 �!#5� � x9 A(ξ, η, ϑ)a2beax = ξ2κ′′
u. :#&�4 ��((����3��+�4

�#2���� � � ξ � � x9

A′
ξ(ξ, η, ϑ)a

2beax = xξ2κ′′′
u + 2ξκ′′

u, A(ξ, η, ϑ)a3beax = ξ3κ′′′
u .

� ��#
A′

ξ(ξ, η, ϑ) = xA(ξ, η, ϑ)a/ξ + 2A(ξ, η, ϑ)/ξ.

J#" ��3� ��((����3��+' � �%����� � x� �4��4 A = 0� ;� &�! ��)���
�#"�4  *�#$ 4� $#�#)# !% 5���' -. 6�� �#��# (3, 2) ! -. 6�� �#��# (4, 2) � %� �&8<

��?��#� �
�#" � !?�� �����&!��� �&8 !% 5���' �%��+�& �$ �����&!��� �&� ��?���' �  &!�&�&!+<�

7�� ��((����3�#%8�� +�#!����2�

� 5� �!(+���� 	 ��
  "�#" $4, 2% � 	 ��
  "�#" $5, 2%

� �#�� 4 �#�#��#(� �#��4#&��!#�&�' � �%���'' $#�#)#  !% 5����� ;+�&8 n = 4� -. 6��
�#��# (4, 2) �#��� �#2���# ! O ��

��( �)" 2� +� ��"������� �	���� �� ��� ����� (4, 2) � ���������	
 ����$��
# 	!

����	 ��	�	��	
 ����$�� ,��	/# � �� ��� ����� (5, 2)( � �����	���# �� ��� ����� (5, 2)
�� ��"�������(

�  " # $ # & � % 8 � & !  � ��&��)��"#' (+�"3�' -. 6�� �#��# (4, 2) �#2���# !?�9

g = u =
xξ + η

x+ ϑ
.

��&��)��"+< (+�"3�< -. 6�� �#��# (5, 2) �7�4 ! !��� ,��	/� ���)�4 !! �'&�'  * $�#)���'9
ξ1 = ξ� ξ2 = η� ξ3 = ϑ� ξ4 = θ� ��#5���� ,���/ �����4#�& !��9

x

x+ ϑ
Ω1 +

1

x+ ϑ
Ω2 − xξ + η

(x+ ϑ)2
Ω3 +

ξϑ− η

(x+ ϑ)2
Y = Ω4

κ(u, θ), ,��	/

" & � � !� %�'�&�' & 5���&!��� � !� �'7�4 "  ����#&#4 � � >& 4+ '!%'�&�' (+�"3� �
�#%8�4 +�#!�����4  &� ��&�%8� ���$!��&�� Y (x)� Ω1(ξ, η, ϑ, θ)� Ω2(ξ, η, ϑ, θ)� Ω3(ξ, η, ϑ, θ)�
κ(u, θ)� ���)�4� � %�44� 	� Ω4 �= 0� �#%�� ��%�4 ,��	/ �# Ω4� $#&�4 ��+����+�4 � ���� * $�#�
)#�4 " >((�3���&9

A(ξ, η, ϑ, θ)Y (x) + x2B(ξ, η, ϑ, θ) + xC(ξ, η, ϑ, θ) +D(ξ, η, ϑ, θ)

(x+ ϑ)2
= κ(u, θ), ,���/

��� A = (ξϑ−η)/Ω4 �= 0� B = Ω1/Ω4� C = (ϑΩ1+Ω2−ξΩ3)/Ω4� D = (ϑΩ2−ηΩ3)/Ω4� ; %+)��� �
+�#!����� ��((����3��+�4 � x� � ξ� � η � � ϑ9

AY ′(x) + 2xB + C

(x+ ϑ)2
− 2

AY (x) + x2B + xC +D

(x+ ϑ)3
=

ξϑ− η

(x+ ϑ)2
κ
′
u, ,���/



��� ���� �� !

���������� ��	
� �� �
� ��� �

A′
ξY (x) + x2B′

ξ + xC ′
ξ +D′

ξ

x+ ϑ
= xκ′

u,

A′
ηY (x) + x2B′

η + xC ′
η +D′

η

x+ ϑ
= κ

′
u, ,���/

A′
ϑY (x) + x2B′

ϑ + xC ′
ϑ +D′

ϑ

(x+ ϑ)2
− 2

AY (x) + x2B + xC +D

(x+ ϑ)3
= − xξ + η

(x+ ϑ)2
κ
′
u. ,���/

�#%�� �$ ,���/ !)�&#�4 ,���/� # � & 4 %�!+< � ��#!+< )#�&� +4� 5#�4 �# x+ ϑ9

A′
ϑY (x) + x2B′

ϑ + xC ′
ϑ +D′

ϑ

x+ ϑ
− AY ′(x) + 2xB + C

x+ ϑ
= −ξκ′

u. ,��
/

:#&�4 ,��
/ �"%#�!#�4 � �#!���&! 4 ,���/� +4� 5���4 �# ξ� � �%� )�� %�!+< � ��#!+< )#�&�
+4� 5#�4 �# x+ ϑ9

A′
ϑY (x) + x2B′

ϑ + xC ′
ϑ +D′

ϑ −AY ′(x)− 2xB − C + ξ(A′
ηY (x) + x2B′

η + xC ′
η +D′

η) = 0.

J#2���� � & 5���&! &��5� ��((����3��+�4 � x� � %+)#�4 (+�"3� �#%8� ���((�����
3�#%8� � +�#!�����9

A′
ϑY

′′′(x)−AY ′′′′(x) + ξA′
ηY

′′′(x) = 0. ,���/

��))" 4� � ����$�	����	!��������$����	� ��������� ,���/ Y ′′ �= const(

�  " # $ # & � % 8 � & !  � ;+�&8 Y ′′ = 2α = KLFMN� � ��# Y (x) = αx2 + βx + γ, ���)�4
α, β, γ = KLFMN� J#2���� � � ��&#!%'�4 ! ,���/ � ���! ��4 "  *7�4+ $�#4��#&�%<9

A(αx2 + βx+ γ) + x2B + xC +D = (x+ ϑ)2κ(u, θ).

; %+)��� � &��5� ��((����3��+�4 � x9

A(2αx+ β) + 2xB + C = 2(x+ ϑ)κ + (ξϑ− η)κ′
u,

A2α + 2B = 2κ + 2
ξϑ− η

x+ ϑ
κ
′
u +

(ξϑ− η)2

(x+ ϑ)2
κ
′′
u, 0 =

(ξϑ − η)3

(x+ ϑ)4
κ
′′′
u .

:�#)�& κ
′′′
u = 0. � ��# κ = p(θ)u2 + q(θ)u+ r(θ). ; ��&#!%'' �#2���� � ! +�#!����� ,��B/� � �

%+)#�4 +�#!����� ,���/� ��&�����+' " & � � � ���� * $�#)#' ����4����� �4��4 4�&��)��"+<
(+�"3�<9

f =
xξ + η

x+ ϑ
.

H)�!��� �  �# !� 5���#� &#" "#" �� � ���5�& )�&!��& 2 "  ����#& !& � � 4� �  *�#$�'
N � & ��&8 �� $#�#�& -. 6�� �#��# ,���/� �

�&#"� ! & 5���&!� ,���/ Y ′′′(x) �= 0� �%�� !#&�%8� �� 4 5� ���!��&� " !��+9

(A′
ϑ + ξA′

η)/A = Y ′′′′(x)/Y ′′′(x).

A#$��%'' ����4����� �4��49

Y ′′′′(x)/Y ′′′(x) = a = KLFMN. ,��B/

� $4 5� �!# �%+)#'�
�� ;+�&8 ��#)#%# a = 0� � ��# Y ′′′′(x) = 0, �%�� !#&�%8� Y = bx3 + cx2 + dx + k� ���

b, c, d, k = KLFMN� b �= 0. ; ��&#!%'' �#2���� � ! ,���/� *+��4 �4�&8

A(bx3 + cx2 + dx+ k) + x2B + xC +D

(x+ ϑ)2
= κ(u, θ).
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A(b3x2 + 2cx+ d) + 2xB + C = 2(x+ ϑ)κ + (ξϑ − η)κ′
u,

A(b6x+ 2c) + 2B = 2κ + 2
ξϑ− η

x+ ϑ
κ
′
u +

(ξϑ− η)2

(x+ ϑ)2
κ
′′
u, Ab6 =

(ξϑ− η)3

(x+ ϑ)4
κ
′′′
u .

:�#)�&

6bA(x + ϑ)4 = (ξϑ − η)3κ′′′
u . ,���/

; %+)��� � & 5���&! ��((����3��+�4 � ����4��� 2 x9

24bA(x + ϑ)3 =
(ξϑ − η)4

(x+ ϑ)2
κ
′′′′
u . ,��	�/

�#" "#" b �= 0 � A �= 0� & κ
′′′
u �= 0 � κ

′′′′
u �= 0� � >& 4+ �#!���&! ,��	�/ ��%�4 �# ,���/9

4(x+ ϑ) = (ξϑ− η)κ′′′′
u /κ′′′

u = (ξϑ− η)(lnκ′′′
u )

′
u,

�%�

(lnκ′′′
u )

′
u = 4

x+ ϑ

ξϑ− η
. ,��		/

;� ��((����3��+�4 � �%����� �#!���&! � ξ � � η9

x

x+ ϑ
(lnκ′′′

u )
′′
u = −4

(x+ ϑ)ϑ

(ξϑ− η)2
,

1

x+ ϑ
(lnκ′′′

u )
′′
u = −4

x+ ϑ

(ξϑ − η)2
.

�$ �#�� 2 ���&�4�  )�!��� � �%��+�& (lnκ′′′
u )

′′
u = 0, & ��# (lnκ′′′

u )
′
u = q(θ). ; >& 4+ ,��		/ �4��&

!��9 q(θ) = 4(x+ ϑ)/(ξϑ − η), )& ��� �+�&�4 � ;� &�! ��)���
0� ;+�&8 &����8 a �= 0� � ��# �%' +�#!����' ,��B/ � %+)#�4 ��?���� Y = beax+ cx2+dx+k,

b �= 0. ; ��&#!%'' �#2���� � ! ,���/� *+��4 �4�&8 !�#5����

A(beax + cx2 + dx+ k) + x2B + xC +D

(x+ ϑ)2
= κ(u, θ),

" & � � ���! ��4 "  *7�4+ $�#4��#&�%< � &��5� ��((����3��+�4 � x9

A(baeax + 2cx+ d) + 2xB + C = 2(x+ ϑ)κ + (ξϑ− η)κ′
u,

A(ba2eax + 2c) + 2B = 2κ + 2
ξϑ− η

x+ ϑ
κ
′
u +

(ξϑ− η)2

(x+ ϑ)2
κ
′′
u, Aba3eax =

(ξϑ − η)3

(x+ ϑ)4
κ
′′′
u .

:�#)�&

Aeax(x+ ϑ)4 = κ
′′′
u , A = ba3A/(ξϑ − η)3.

; %+)��� � & 5���&! ��((����3��+�4 � η � � x9

A
′
ηe

ax(x+ ϑ)4 =
1

x+ ϑ
κ
′′′′
u , Aeax(a(x+ ϑ)4 + 4(x+ ϑ)3) =

ξϑ− η

(x+ ϑ)2
κ
′′′′
u .

��#5#' κ
′′′′
u �$ ���! � �#!���&!# � � ��&#!%'' ! !& � �� � %+)#�4

A(a(x+ ϑ) + 4) = (ξϑ− η)A
′
η.

��((����3��+' � x� �4��4 A = 0� � >& 4+ A = 0� ;� &�! ��)��� :�#)�& -. 6�� �#��#
(5, 2) �� �+7��&!+�&� �
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In this paper, we propose a new method of classification of metric functions of phenomenologically symmetric
geometries of two sets. It is called the method of embedding, the essence of which is to find the metric func-
tions of phenomenologically symmetric geometries of two high-rank sets for the given phenomenologically
symmetric geometry of two sets having rank less by 1. By the previously known metric function of phe-
nomenologically symmetric geometry of two sets of the rank (2, 2) the metric function of phenomenologically
symmetric geometry of two sets of the rank (3, 2) is found, by the phenomenologically symmetric geometry
of two sets of the rank (3, 2) we find phenomenologically symmetric geometry of two sets of the rank (4, 2).
Then it is proved that embedding of phenomenologically symmetric geometry of two sets of the rank (4, 2)
into the phenomenologically symmetric geometry of two sets of the rank (5, 2) is absent. To solve the problem
we generate special functional equations which are reduced to well-known differential equations.
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