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��������� ��� ������ ���! "���#�$%�&������#�& ���'��� %��� ��(�� ��!���� � ��#��) �'�
*�+��%)� ,(! ��()����! %��� ��(�� � ��,���%� ���'����%� �#�)�(-��' !�(!���! ��,��� ���$
(��� ��#��) � .�� �%� � �  �/��� 0	1 ���(�,)2��! ��%�����! ��#��)  �/ ��3�� �(2%����$
��' "�(-4�� ��()����& � � �3���� � �#��#�� � ���(�,)25�' �� %����#�' �/ �/��#�' � ��6�4
� �  ��(���& ��%�� ��) �&� � �%���& �,� 6#� � � �,�&� * � +��% � � �3���� ��� ����'
 �# ����((���3�� � ��,�(�� � ���&�,!� �� �,�(���� ��#��) �� � �� �5���!� #��� � &�$
 �#�� ��)2��! ��%������% � ��� ���������' � �����3�� �  ��%� �� �� �� %���((� 0�1�

% &' �($)*#$! +,$!#-*.$/ ) 01!-+2 )$22!-,$$ +3,*4.* $ 5,$)-*66*

�(! �������! ��#��)  ���/&�,�%� �� �,�(��- � �����3�� # ����((���� 7�� ��8 � �& ,�(2
��������(-�� �/5�4� �/9�%� �/ ��3�� � � �#��#� ��#��) ��4� ���(��� � �����3�� # ����((�$
��� ������2��! � ��%�5-2 ��,�#��� ��((� �� %�� �3� )4(�� :'(� �� ��#�� �� ;��-�)4�(<�
� � ���(�,��� � �%! = #���� ������ � ��#�� �� >�, �4� 0�1� .� � � +��% �����#��� � �/(�$
%� � �,����(���! ��#��) �& ,���& ,(! ��4(!,��4� ���� �!��! � #�(����������' �3��#�
��#��) �& #�%������� .�� �%� � ,(! ���(��� ��#��)  � � ��� ������ )4(�� :'(� � ���/&�$
,�%� � �,�������- %��6����� ������' +��4� � ��� ������� .�� !%)2 � �,������- � �&%� ���
���/ �6���� ��#��) �& #�%������ ��,�#��%� ��((� �� %�� �3�' � �5���!� #���� �����%�
�����%�6��� *�+��%) ,(! ���)�(���3�� ��#��)  � �,�(���! ��#��) �& #�%������ ���/�(��
),�/�% � �,����(����% !�(!���! ��#�� ��� ���/ �6���� ��#��)  � � �&%� ��% � ��� ��$
���� >�, �4� 0?1�
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*�, � �����3��' # ����((� ����%����! �4� � ��� ���������� ��(�6���� ��������(-�� ��$
���% #�� ,���� �/ ��3�� A����%� #�� ,���� �/ ��3� �/��� ��!���� � ������%� ��� ��(�$
��!%� �/ �/��#� %��� ��(�B ,(! %��� ��(�� � �#��#� +�� ��� ��(���� � �#��#� 7CD8� �� $
%�(- # �(��#���� � �#��#� 7ED8 � ���� ����� ��� ��(���� 7FD8� �/� �����% #�� ,����
# ����((� �� ��# �����,��� � ��() ��%%�� �� #)/����#�4� # ����((� �)5����)�� �? �� ���$
�� 7�#(2��! ��&�,��� ��(�6���� # ����((�8  ��������#� �����% #�� ,���� # ����((�� �� ��
#�6,�! � �����3�! �%��� �� +#����(����� #���� � � �����3�����% � ��� ������� #��� �
"������#� �� ��(���%� &��! %���%������#� ���  ��(��� 0�1�

*�()���- ��� �� ����  ���������# ���' # ����((� %�6�� �)��% )%��6���! %�� �3
� �5���! �� ��� ���  ��%%�� �� # ����((�� .�6� � �,����(�� ,�� 4��� ��� � G1 � G2

�������' 4 )�� ��%%�� �� ?��� � ��%�5-2 #��� & %�4)� /�- �� �,�(�� ��� �? ��� ��� �
��%%�� �� # ����((� ci� i = 1, . . . , 24B

G1 =

⎛
⎝
0 1 0
1 0 0
0 0 1

⎞
⎠, G2 =

⎛
⎝
0 1 0
0 0 1
1 0 0

⎞
⎠.

A�%%�� �! �/ ��3� �� �,�(!���! ��&��(�4��' ��4����(���! ��,�(�'� .�� �%� � �/ ��3
(������4� � �#��� %���((�� �%�2� � �� �%/����#)2 ��%%�� �2� @�� ���  ��%%�� �� ��#�&
�/ ��3�� sj � j = 1, . . . , 4� ������2��! %�� �3�%� � �5���! ��������(-�� ���' FD� ED� CD ��
180◦B

s1 =

⎛
⎝
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞
⎠, s2 =

⎛
⎝
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞
⎠, s3 =

⎛
⎝
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞
⎠, s4 =

⎛
⎝
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞
⎠.

* � ����(���� %�� �3 +#����(�����' � �����3�� g′ = ci ∗ g ∗ sj )��������! #�# ��%$
%�� �! �/ ��3�� ��# � ��%%�� �! # ����((��

�� ��� �% :'(� � � #�����& ���� ���& �(�,)��� ��� ���%�5���� �,���%���& ���' #�� $
,���� �/ ��3� � # ����((� %�6�� /�- ���(���� �� �,�� ���� �� ��# )4 ��#��� �4� �,����$
��4� ��#�� � −→n � #��� ' �� �,�(!�� ��(�6���� ��� � �5���!� �� ��#��� ' )4�( ���� ��� θ
��# )4 +��' ���� �/� �% �� %��6����� �����% #�� ,���� # ����((�� �������%& %�� �3�$
%� g′� ��'� #��� �! �/���������� %���%)% )4(�  ��� �����3�� � �����%�' #�� ,���� �/ ��3��
�,�������� �� �,�(!���! �����%� #�� ,���� # ����((�� ��4,� ��#�� >�, �4�� �� �,�(!25�'

� �����3�2�  ����
−→
R = −→n ∗ tan (θ/2)� 4,� −→n ���- ��#�� ��� ��(���! ��� � �5���!� � %�$

,)(- ��#�� �
−→
R  ���� ���4���) ��(������4� )4(� � �5���! θ� *� �%��  ��#�� � >�, �4�

,��������� � ���� ����(!2��! �� %�� �3 � �5���! 0�1B

cos(θ) = 0.5 ∗ (a11 + a22 + a33 − 1),

x1 =
a32 − a23
2 ∗ sin(θ) , x2 =

a13 − a31
2 ∗ sin(θ) , x3 =

a21 − a12
2 ∗ sin(θ) .

4,� aij = +(�%��� %�� �3 � �5���!� (x1, x2, x3) = #�� ,���� ��� � �5���!�
@,��������� � �,����(���� � �����3�� � � ��� ������ >�, �4� �� %��6����� +#����(���$

�& � �����3�' ,����4����! �/� �% %���%�(-��4� )4(� ���� ���� � � +��% ��- � �5���!
,�(6�� ��&�,��-�! � �/(���� � ��� ������ >�, �4�� �� �,�(����' ��%%�� ��' �/ ��3�� * �
��(���� ��#��)  %��� ��(� � � ��� ������ >�, �4� "� %� )2��! #(����  ��#��) �& #�%$
������� ��� �/���������� ��4(!,����- � �,����(���! ��#��) �

% 7' �68+,$-2 (+$)5* -!5)-0,#9: 5+2(+#!#-

�(! �� �,�(���! ��#��) �& #�%������ � ��(�# ����((����#�& %��� ��(�& �� � !%%
��(2��% "�4) �% 7**G8 ����(-����(�! �(4� ��% 0
1� #��� ' � �����!5�'  �/��� ,���(���
� �,����%�� �����(!25�%� ���(�,����- � ���/ �6��- ��()�����  ��)(-��� � � ��� ������
>�, �4��
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.�  ��)�#� 	 � ���,�� � �%� **G � ���������' �� ��� ���#�' I�(, ��� � J�4�% 5◦�
4,� #�6,�%) )�() ���#� � ������� �������� ������������� �� �6����4�  ���4�����#�4� ��4$
��(� �� ��,���& # ����((�4 �"����#�& �(��#����' 7,(! ,����' ��(2���' "�4)  �(��#����
�� �6���! K			L8�

���� �� ������ ���	
��� ����� ������� ��	������ ����� ��
�� ������� ��� ���
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��� ��������

����
��� {111} 
 ����������� 
����� ��������� 
 ����� 5◦�

M�(-2 ���(��� ��(2���' "�4)  !�(!���! �� �,�(���� � �����3�' �� �� # ����((�� ��
��(�6���2 ��� ��4 �"����#�& � ��#3�' �& ��#�� �� �� �6���! �� **G� � � �4 �%%��  ��$
(��)25�' � �,(�6���' �(4� ��%� ��&�,�� ,���� **G � �,����(�� ����#�%� 4,� )4(�%
α � β� ��%��!25�%�! � ��#��� % �����!��% J�4�%� ����������)2� �������! ����������$
��� �� �6����4�  ���4�����#�4� ��4��(� �� �(��#����' �� �6���!� �4( α � β ����������)2�
)�(�% ���#� ��(2���' "�4)  � ��%��!2��! � � �,�(�& [0, 90◦] � [0, 360◦] ��������������� �(!
/�(�� �����4� ���(��� ��&�,�� ,���� (���'�� ���� ��(� )2��! � J�4�% 	◦� ������������-
� )�(�& ,��# ����� )���! �� "� %)(� nt = round (It/ΔI)� 4,� nt = 3�(����(����� ��������
) ����' �������������� It = ��#)5�! ������������-� ΔI = J�4 �� ��������������

��(��� �� ����! ��(! �' #�%�(�#� = �/9�#�� �����!5�' �� ��/� � ��#�� ��� !�(!25�&�!
�� %�(!%� # �(��#���!% �� �6���! ,(! ��,����' ��(2���' "�4)  � � )4(�& α � β�  ��$
�& � 7�%�  ��� �8� � � �4 �%%� �/9�#� � �,����(!���! � ��,� �� )#�)  � ��(!%�B #�(�������
��(2��� ,(! ��,����4� ��%�'���� ��#�� �� �� �6���!� #�� ,���� ��#�� ��� ��#6� ��,����!
�� �%�� � �� �,�(!25�' %���%�(-��� #�(������� ��#�� �� � ���)(���' ������������-2 ,(!
��4�� ���/ � �����3�! �����(��- ��',����'� .�� �%� � ,(! �(��#����' �� �6���! {111} ,(!
�� �,�(���! � �����3�� ���/&�,�%� � ��(2��� ���#�(-#) ����� �' ��(2� ����(��' **G
����� ��&�,���! ��� � �,�(�� �/(���� �9�%#� ��(2���' "�4) �

.� �(�,)25�% +���� ��- ��(! ��4� #�%�(�#�� ��#(��!���! �� )4( αi � βi� αi ∈ [0, 90◦]
� βi ∈ [0, 360◦]� * � "�#�� �����& αi � βi ���(�!���! � �5���� ��(! ��4� #�%�(�#�� ��
)4() γi ∈ [0, 90◦] ��# )4 ��� #�%�(�#��� G� %)(� ,(! ����(���! %�� �3 � �5���! � ���,���
��6�B

A = cos γ

⎛
⎝
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞
⎠+ (1− cos γ)

⎛
⎝

r2x rxry rxrz
ryrx r2y ryrz
rzrx rzry r2z

⎞
⎠+ sin γ

⎛
⎝

0 −rz ry
rz 0 −rx
−ry rx 0

⎞
⎠ , 7	8

4,� rx� ry� rz = #�� ,���� ��� � �5���!�
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A ��%�5-2 %�� �3 7	8 �� �,�(!2��! ���� %������(�6���! ��#�� �� � �& ��� ��4 �$
"����#�� � ��#3��� #��� � ����% � ��� !2��! �� �����,���� � �/(���!%� �������������
�� ��(2���' "�4) �� �(! #�6,�' � ��#3�� ��#�� � 7��(2�� � �����3��8 �� ���#� ��(2���'
"�4)  �/� ����! /(�6�'J�' # ��' )��(� ������������- #��� �4� � ����������! ��#�� )
� ����(-�)���! ,(!  �������� ��(� ��,����� #�(������� ��#�� �� ��(! ��4� #�%�(�#�� �%���
���)(��)2 ������������-� � �����3�! ��������! ��',����' 7�%�  ��� �8�
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=> �>

���� �� � ���! ��	
����	"�� ������� ��
�� �������� �� ������ ��#���� 
����
��� {111}$
�% 
 ����� �������� �������� {111}! �� �� ���� α = β = γ = 0& �% �������� �������� {111}!
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 �'����� �� ��(! ��	"� ���'��� �� ) ���'��� ����
���
� ��
���� �������� αi, βi  γi! ������� ������'��� �� �
���� ���'��� •

��(��� %�� �3� � �5���! )%��6����! �� ��� ���  ��%%�� ��� � �,����(���� �,�����$
%� %�� �3�%�� � �/� ����! ��#�� ��(�6���� ���' # ����((�� � � #��� �% )4�(  ��� �����3��
%�6,) �����%�' #�� ,���� �/ ��3� � # ����((� %���%�(-�'� ����%)% )4(�  ��� �����3��
,����4����! �)��% �� �/� � ��(�6���' �����% #�� ,���� # ����((� � � ������! ����(��$
�& )4(��  ��� �����3�� ,(! #�6,�4� ��(�6���! ���' # ����((��

�(! �/ ����4� ��(�6���! ���' # ����((� ����(!���! �� �%�� P � #��� ' ����(-�)��$
�! ,(! �� �,�(���! ���/�(�� ,������ �& � �����3�'� * �,��(�4����!� ��� ���/�(�� �� �!�$
��! � �����3�! /),�� �%��- ���/�(-J�� �������! ������������� � ��(2��& � %���%�(-�)2
,���� ��2� *� �%�� P ����(!���! �� "� %)(�B

P =

n∑
i=1

Ii/n+ 1/σ2

4,� Ii = ) ����- ������������� i$4� ��(2��� n = #�(������� ��(2��� � �����3��� σ2 = ,��$
�� ��!� *� �� �%�� ) P � �����,���! �� �� ��#� ��',���& � �����3�'� *� �%�� P &� �#$
�� ��)�� ,������ ����- � �����3��� @ �����3�� � ���/�(-J�% �� �%�� �%  ���%�� ���2��!
� �� �)2 ��� �,-� � 3�#(�� � �,� ���& ��(2��� ��#)5�' � �����3��� �/� ����! %���%�(-���
�������� �������������� #��� �� ����% ��������! �� ������������� )�(�� ��(2���' "�4) �
����������)25�& ,���% ��(2��% ��#)5�' � �����3��� O������� %���%�(-��' ����������$
��� ��(2��� � �����3�� ��& ��!���! � �� �%�� �& ��#)5�' � �����3�� � /),�� � ,�(-��'J�%
����(-�����-�! ,(!  ������� #�# ��� � �����3��� :�� � �3�,) � ����� !���!� ��#� ���- ��$
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#�� � �����3��� ,(! ��(2��� ��(! ��4� #�%�(�#�� #��� & ��&�,!��! )�( **G � ���)(���'
������������-2�

>��)(-����% +��4� +���� /),�� %����� � �����3�'� � �,����(���& ���#�(-#�%� �����/�$
%�B ��,�#��%� ��((� �� %�� �3�' � �5���!� ��#�� �% >�, �4�� * � +��% #�6,�%) ��#�� )
>�, �4� � ���������! ���� #��� ' ����(!���! �� � �%! ����#� � �� �� ��#� � �����3�'
�  ���� %���%�(-��%) ) ���2 ������������� ��(2��� � �����3��� � � ��� ������ >�, �4�
�/ ��)���! �/(�#� ����#� #�6,�! �� #��� & ����������)�� �,��' � �����3���

�(! �!�(���! ��#��) �& #�%������ � � ��� ������ >�, �4� ���/&�,�%� � �������� #(�$
��� ���3�2� �� �� ��� ��',���� � �����3�� ��, ��,�(��- �� 4 )�� 7#(���� 8� #�6,�! ��
#��� & ����������)�� �,��' ��#��) ��' #�%�������� �(! #(���� ���3�� /( �/ �� %���,
%���%�#���4�  �����!��!� ���#�(-#) +��� �(4� ��% �� ������� �� �/� #� ��&�,�& 3��� ��
#(���� �� � ,��� ���/�(-��  ��)(-��� 0�1� � #(�������#�% �� ����� +��� %���, �������
�� �!�(���� #(���� �� � � ��,����% �� �4���% �4 �������� ��  �����!��� %�6,) ���#�%�
%��6������ �(4� ��% /( %�,�"�3� ���� ,(! ��4�� ���/ ��()���- ��,����� #�(������� #(�$
��� ��� ��%��!! �� �%�� � ��!����' �  �����!���% %�6,) 3��� �%� #(���� ��� � #�������
%�   �����!��! � � ��� ������ >�, �4� /� ���! )4�( θ� #��� ' � �6����! � 4 �,)��& �
����(!���! �� "� %)(� �������! #�����& ���� ���� 0H1B

θ = 2 ∗ arctan
∣∣∣∣∣

1

1 + 0.25
−→
R1 · −→R2

∗ (−→R2 −−→
R1 + 0.5

−→
R1 ×−→

R2)

∣∣∣∣∣ 7�8

4,�
−→
R1�

−→
R2 = ,�� ��#�� � >�, �4��

�(! #�6,�' ��#��) ��' #�%������ 7#(���� �8 ����(!2��! #�� ,���� � �,��4� ��#��$
 �� A(�6���� ��#�� �� � � ��� ������ >�, �4� ��)5����(!���! �� "� %)(� �(�6���! #����$
�& ���� ���� 0H1� �(! ����(���! %�#��%�(-��4� � %���%�(-��4� )4(��  ����!��! #(���� �

θmax � θmin ����(-�)���! "� %)(� �������! #�����& ���� ���� 7�8� 4,�
−→
R1 ����������)��

� �,��%) ��#�� ) >�, �4� #(���� ��
−→
R2 � ��#)5�' ��#�� >�, �4� #(���� �� * � +��% ��(�

%�#��%�(-�' )4�(  ����!��! #(���� �� � ��J��� ��,����� ��������� �� � �����,���! ��$
��� ��!  ��/��#� �� /�(-J�� ���(� #(���� ��� ��(������� #(���� �� ��,����! � ���� �#���$
��%  �6�%�� ��&�,! �� ���� ���(�,�����(!� ���(��� )25�4� ,���� � � ��� ������ >�, �4��

*� ��()����% ,���% ����(!���! %�� �3� #��� ��3��� � ��%�5-2 #��� �' ,(! #�6,�4�
#(���� � �� �,�(!2��! �4� ��/������� ��#�� � � ��/������� �������!� *� +��% ,���%
�� ����! � �&���' +((�����,� ��#����25�' ��� ��(����  ����!��! #(���� � ��#��) ��'
#�%�������

��(! ��#��) ��' #�%������ �� �,�(!���! #�# � �3������ ������J���� #�(������� � �$
����3�' � #(���� � � )����% ����� � �����3�' ��������(-�� �/5�4� #�(������� ��',���&
� �����3�'�

��#�% �/ ���%�  ��(���3�! � �,(�6����4� �(4� ��%� � )����% ���/ �6���! � �����3�' �
� ��� ������ >�, �4�� �����(!�� � ��,����' �������-2 �� �,�(��- ��� ��#��) �� #�%������
� ����(��- �& �� �%�� �

% ;' 	))6!"+ *#$! (,<29: (+6=)#9: >$80, *6=2$#$! +/ >+6?8$

A ��%�5-2 � �,(�6����4� �(4� ��%� /(� ���(�,���� � !%� ��(2��� "�4)  ,(!
�(��#����' �� �6���! {111}� ��!�� � �/ ��3�� �(2%������' "�(-4� �  ��(���%� �� �$
%�� �%� ��6�4� 7�%�  ��� �8 0	1� � ��/(�3�& � ���,�� �(�,)25�� �� �%��  ��#��) �&
#�%������B ��,�#� ��((� �� #�� ,���� � �,��4� ��#�� � >�, �4��  ����!��� ��#��) ��'
#�%������ �,�(- ���' +((�����,�� )4�(  ��� �����3�� �����% #�� ,���� � �����3��� ����$
������)25�' � �,��%) ��#�� ) >�, �4�� � �����% #�� ,���� �/ ��3�P ,�(! ��#��) ��' #�%$
������� ��#��) �� #�%������ � ���� ����� ,(! ��& +((�����,  ����!��! ���/ �6��
� � ��� ������ >�, �4� 7�%�  ��� ?8�
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*� ��! ��(2���! "�4) � 7�%�  ��� �� �8 ��()���� � �/ ��3� �(2%������' �(��#� ���(�
,�"� %�3��� � � ��� ������ >�, �4�� ���� �����4� ��  ��)(-����% ���(��� ,����' **G� �$
,�(!2��! � ������� ��#��) �� #�%������� #��� � �,��#� �%�2� /�(-J��  ����!��� ����$
����(-�� � �,��& ��#�� �� #(���� ��� ??◦� ��◦ � ��◦ ��������������� �(! )�������! ��#��) 
� �,(�4����!  ��/��- �/(�#� � �����3�' �� N #(���� �� 7�%�  ��� ?� �8� * � +��%  ����!���
#(���� �� �� /),�� � ��J��- 	�◦� @�����%� ��#��) �%� #�%�������%� ���(� � � � #(�$
��� � ������(!25�� �	��Q �� �/5�4� ���(� � �����3�'� *� �%��  ��#��) �& #�%������
� ���,�� � ��/(�3� 	�

�8 /8 �8

���� �� �% ��( ������� ��
�� ��������& �% ��( ������� ��
�� ����� � ��'��� * ' ��
����������� +,)◦& �% ��( ������� ��
�� ����� � ��'��� * ' �� ����������� +,)◦ � �������

�*36$.* &' ��#��) �� #�%������ �/ ��3� ���(� ,�"� %�3���
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	 70−2 38 04 −3−21 ���N� ���H�−0.4 N��◦� ��
◦� ��H◦ �����◦ 	��?Q

� 71−4 78 08 −5−41 ����� ��	��−0.32 	?��◦� ���◦� ?��◦ ?����◦ 	���Q

� 71−1 28 04 −2−31 ��	N� �����−0.29 	���◦� H��◦� 
��◦ ?
���◦ �?��Q

? 73−2 58 03 −1−21 ��	�� ���H�−0.18 N�	◦� 
�	◦� ��H◦ �N�
H◦ 	?��Q

� 71−1 38 08 −1−31 ��		� ��	��−0.06 	���◦� ��?◦� ��H◦ ����?◦ ��
Q


 72 −2 58 09 4 −21 ����� ��	�� ��	N 		��◦� ���◦� ?�N◦ �����◦ ���Q

� 71 −1 28 04 3 −11 ����� ��	N� ���� 	��?◦� N��◦� ?��◦ ?N��
◦ 	���Q

H 73 −1 58 05 5 −21 ��	H� ����� ���N ��N◦� ���◦� ���◦ ���	N◦ ���Q

N 72 −5 88 07 6 21 ����� ����� ��? ��
◦� ��?◦� ���◦ �?�H◦ 	��Q

��#��) � �� �(�,)25�' **G 7�%�  ��� �� �8 �� � �6��� !���� �,��#� � � ��� ������ >�$
, �4� �"� %� ���(��- ,�� #(���� �� �%�25��  ����!��� �H◦ � ?�◦ ��������������� �(! ��$
()����! /�(�� %�(#�& ��#��) �& #�%������ �/(�#� � �����3�'  ��/������! �� 	� #(����$
 �� 7�%�  ��� ?� �8� * � +��% %�#��%�(-���  ����!��� ��#��) �& #�%������ �� � ����� ��◦�
* ��%)5�������%� ��#��) �%� #�%�������%� !�(!2��! ?� � � H #(���� � ������(!25��
� �%� �� 
NQ �� �/5�4� ���(� � �����3�' 7�%� ��/(�3) �8�

� �/ ��3�� ��()�����% ���(� ��6�4� � ��#))%� 7�%�  ��� �� �8 �"� %� ���(��- � � ��#��) $
�� #�%������� � �,����(���� � � ��� ������ >�, �4� &� �J�  ��,�(���%� #(���� �%�
7�%�  ��� ?� �8� A�%�! # )���! ��#��) ��! #�%������� 71 −1 88 09 1 −11 /(��#� # �,��(-��'
� �����3�� � ������(!�� � �%� �� �
Q� ��#6� � ��)����)�� �5� �,�� ��(-��! ��#��) ��!
#�%������� 72 −3 58 07 −2 −41� ������(!25�! � �%� �� ��Q�
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	 71−1 98 05 −4−11 ���
� �����−0.35 	��H◦� N�	◦� 
��◦ �N��?◦ ��H�Q

� 71−1 38 05 −4−31 ���N� �����−0.34 	?�?◦� ���◦� 
�
◦ ?���	 ����Q

� 73−4 88 04 −2−11 ��	N� �����−0.14 	���◦� 	��	◦� 	��	◦ �?��
◦ ��
�Q

? 75−2 88 05 −1−31 ��	� �����−0.10 	?�H◦� 		�N◦� N��◦ �?���◦ ���?�Q

� 71 −1 88 09 1 −11 ����� ���?� ���? 	N�N◦� 		��◦� ��H◦ 		���◦ 	��H�Q
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��� �������� ��#��) �& #�%������ � ��4(!,�� ���/ �6��- �& � � �&%� ��% � ��� ������
>�, �4�� � ��#6� ����(!�- ��(�6���� 3��� �� #(���� �� � &� �#�� ����#� �&  ����!��! =
��/������� ��#�� � � ��/������� �������!�

.� ���������  �� �/�����& �(4� ��%�� ���(��� ��#��) �& #�%������ ��(�# ����((���$
�#�& %��� ��(�� ���,��� � �4 �%%��� �/���������� ���������� �� !�#� RDS� �/��������25��
���(����� ��#��) �& ���(�,�����' �/ ��3�� %���((�� #)/����#�' �����% �� � !%% ��$
(2��% "�4) �%� ����� ������  �/��������/����� � �4 �%%��4� �/��������! ���(�!(��-
�� %�,�(-�& � �%� �& � �/ ��3�& %���# ����((� #�%������

*� �%�25�%�! � !%% ��(2��% "�4) �% � �& �/ ��3�� �� �(2%������' "�(-4�� ��()$
����& %���,�% &�(�,��' � �#��#� � ���#�' ������-2 �/6���!� ���(��� +#��� �%����(-$
�� ���(�,�����!� *�()�����  ��)(-��� ��4(��)2��! � ,���%�� � ���,���%� �  �/��� 0	1�

,"?,&( @?+A'�+B'C

2� +	����
 %�D�� �����
 ����� @����
 ��"�� *	���
 E���� +	����
� %��� +��������� ���������
��	�
��	 ��!	�� ����	�	�
�� ������ 2� ,	����� ���������� ���������� 88 E	�	�� �������
 	 ������
��
���	�� 433;� +� 234� F 2� ,� G2HG7�

4� B�����	 I�,�� ,����
 J���� ?
���
 ��-�� '��������
 @�-� (�	����������	�� ������������	� 	
$���������� �	�������	�� *�. *��������	�� 2GK4� ;64 ��

6� LMN:=OO P�� QMROS T� UMVWMXMOY=YRZO Z[ ZWRMOY=YRZO =O\ \RXZWRMOY=YRZO \=Y= [ZW ]N^R]� _M`=aZO=b�
YMYW=aZO=b =O\ ZWY_ZW_Z:^R] ]WcXY=bX 88 T]Y= dWcXY=bbZaW=V_R]= eM]YRZO T� 2GG2� fZb� <7� P=WY ;� '� 7K3H
7KG� /01. 23�22378e323K7;76G233;K;<

<� gW=Oh g�d� 0WRMOY=YRZO :=VVROa 88 iMY=bbNWaR]=b jW=OX=]YRZOX T� 2GKK� fZb� 2G� 1XXNM 6� P� <36H<3K�
/01. 23�23378kg34;<G456

5� (��� l�� (��� +� ,���
���	� �� �������	�� �� ������� ������	��
 	 	�!�����
� *�. -�����
2G7K� K64 ��

;� *����
� ,�*�� "����
 '�"�� *	�	� ��-�� +	����
 %�D� ����	� ���������� ��������� �������

�� ������ �������� �	����� �� ����
� ��m������
��������� ������
���	� ��������� ����!��
�	� 88 n�
����� ���������	�� %	������	�� �����	���
� 432<� +� K3� F 5� ,� 63H6<�

7� +� %!�� l������� '� "�	��	�� ��������
��	� ������
� *�. *	�� 2G7K� <24 ��

K� @���� ��?� ����	�	������ �����	��� *�. l?E*@� 2G;2� K4< ��

"�����	�� 
 �����	� 46�35�432;

*����
� ,
������ *	�� ��
��� ���o	 ������ ������	�� ���� 	�����
��	� 	 	������	�	 ����
�������
���� ���������� E	�	�������	����	 	���	��� B�& '�-� <4;333� '���	�� �� ?!�
��� ��� (	�
��
�� 264�
p�:=Rb. X9MYb=O=q=WZ:=�]Z:

"����
 '����� "�
��
	�� 
��#	 �������	�� ���� 	�����
��	� 	 	������	�	 ����������
���� 
���������� E	�	�������	����	 	���	��� B�& '�-� <4;333� '���	�� �� ?!�
��� ��� (	��
�� 264�
p�:=Rb. bXX:q[YRN\:�WN

*	�	� ���	�	� -	�����
	�� �� �� ��� ��
���#	 ������� ���� 	�����
��	� 	 	������	�	 ����
�������
���� ���������� E	�	�������	����	 	���	��� B�& '�-� <4;333� '���	�� �� ?!�
��� ��� (	�
��
�� 264�
p�:=Rb. :RbRq[YRN\:�WN

S.M. Mokrova, R. P. Petrov, V.N. Milich
Determination of the texture of polycrystalline materials using an algorithm of object-vector
representation of reflection planes and visualization of the results in Rodrigues space

Citation: Vestnik Udmurtskogo Universiteta. Matematika. Mekhanika. Komp’yuternye Nauki, 2016, vol. 26,
no. 3, pp. 336–344 (in Russian).

http://dx.doi.org/10.1107/S0108767391006864
http://dx.doi.org/10.1007/BF02649253
mailto:svetlana@aroma.com
mailto:lssm@ftiudm.ru
mailto:mili@ftiudm.ru


�?? A��� ��# ���� >�*� *�� ��� ��.� ��(��

���������� ��	
� �� �
� ��� �

Keywords: texture, direct pole figure, crystal orientation, textural components, Rodrigues space, textural
transformations.

MSC2010: 65Z05

DOI: 10.20537/vm160304

The article deals with the method of search and analysis of textural components using direct polar figures with
due account for the symmetry of a cubic crystal and a sample. The algorithm is based on the representation
of reflection planes by a polar complex of vectors. Search of orientation is made by moving the axis of a polar
complex over the unit hemisphere followed by the rotation of a polar complex relative to this axis. Then the
position of stereographic projections of the polar complex vectors on a discrete direct pole figure is determined.
Orientation is found when the projections of at least three polar complex vectors are located in the area with
non-zero intensity. For each orientation a Rodrigues vector is calculated. In addition, Euler angles and Miller
indices are determined. Textural components are allocated interactively by clustering the data in Rodrigues
space. Using the covariance matrix the eigenvalues and eigenvectors are determined characterizing the spatial
dispersion of textural components. Pole figures of an aluminum foil after various textural transformations
are investigated in the article. Obtained textural components are displayed in Rodrigues space.
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