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(� ������

∮
∂D

f(x, y) dg(x, y) �� $��� -� ����!�$� &��)���"� D �� ����������. /���" 0. ��1

��� ������ 2/�!- # f  g �������0�� *��!�����&���/3 &��/ �� ����!��� � � �����04�# ��5���
������)����0  ������"�� � !� "�� ��#��$�  ���$���� % &���'(� ������ �� *�&!�/��&/ !��1
�/�/  � ��&�4�3 ""������# !�����/!-  �������0���0 �"�#��#  ���$��� % &���'(� �������
6��5�������3 ""������$� �"�#��$�  ���$���� 0"�0���0 ��� , � ����#  ���$� �/�&�#  �"/.
 ���$� �/34 . 2/�!- #�

� �� � ������������� �� �!�"�� ���"�"�� �� #�$" %� &"���' ��' ��� '�'

� �����04�& �/�!�� 5/�/� "����� �"� /���" 0+ �� !����. !� "�� ��#�#  ���$��� ��
*�&!�/��&/ !���/�/ ��"�� �/�3�

	�����" �� ����� f(x, y) ≡ f(x)� g(x, y) ≡ g(x)� �� ���� 	�
�� f  g 
� ������ ��

������

�� y 
� 
�������� �
�������

D = {(x, y) : a � x � b, ϕ(x) � y � ψ(x)},

����� 	�
�� ϕ  ψ 
�������
� 
� [a, b]. ����� �� ���� 
������ (RS)

∫ b

a
f(x) dg(x)

����������� ����� �����
��
�� 
������

∮
∂D

f(x) dg(x) = 0.

� � ! � * � � � � � � � " �� 7� /���" 3 ��&& !���/� ∂D �5��*�"�� $��2 !�& 2/�!- # ϕ(x)
 ψ(x)+ !����� �$��� , "�3� &��)���"� D �� */  �"��./+ � ��!)�+ "�*&�)��+ ����*!�& 
��0&. la : x = a  lb : x = b+ !����� �$��� , "�3� D ���"�  ����"�� 8�$!� " ����+ ,��

" /���" 0. ��&&

∫
la

f(x) dg(x) =

∫
lb

f(x) dg(x) = 0. �"���& �5�*��,�� 0 ��0 � )��#  "��.��#

$��� - &��)���"�9

Γ1 = {(x, y) : a � x � b, y = ϕ(x)}, Γ2 = {(x, y) : a � x � b, y = ψ(x)}.
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�� "�0 Γ1 �� ��� ��"��� " �����"���  "�*������ 0 ����&����# x+ � !� "�0 Γ2 " �5�����&
�����"���  � ��! !�! f  g �� *�" �0� �� y+ ��∫

Γ1

f(x) dg(x) =

∫ b

a
f(x) dg(x),

∫
Γ2

f(x) dg(x) = −
∫ b

a
f(x) dg(x).

6��3��+ � /,���& ����) ������# �� ����-  !���/�� ∂D :�5.�� ���� " ,���"�# �����! ;+
5/��&  &��� ∫

∂D
f(x) dg(x) =

∫
Γ1

f(x) dg(x) +

∫
Γ2

f(x) dg(x) = 0. �

("��)"��� �� �����$ ,�# ��*/����� &�)�� 5�� �2��&/� ��"�� " ��������)��  + ,��
2/�!-  f  g *�" �0� ����!� �� ����&����# y.

����$ ��� �� ����� 	�
�� f  g � � ������ ������ �� ������

�� x (� ������

�� y) � � ���� D� L1  L2 ! ��� �����
�� ������ ����
�"�� ���� A,B ∈ D� �� ����

�����
��
�� 
�������

∫
L1

f dg 

∫
L2

f dg ��������"�� ����� �
���
� ��# 
��������

���
��

��/$ & /���" �& ��*�" � &��� !� "�� ��#��$�  ���$���� % &���'(� ������ �� �/�  �1
��$� ��"�� 0 0"�0���0 2/�!- �������0 *�" � &����  ���$� �/�&�#   ���$� �/34�# 2/�!1
- #� ��0 �5����"�� 0 <��$� /�"��)��� 0 ""���& ���,��� ����/34 � ���0� 0�

7/��� D = �"0*��� !�&��!���� &��)���"� " R
2+ AB = �� ��� �/�&�0 ���0&�0�&�0 !� "�0

" D. ��0 ��� *"����. ��,�! P,Q ∈ AB 5/��& �5�*��,��� ,���* �(PQ) �� �/ ����*!� !� "�#
� !��-�& " ��,!�. P  Q. 6������ & ������"���# ���0��! �� &��)���"� ��,�! !� "�#+
��$����"���# � �����"��� �& �� �5.���+ �� ���� ����$��&

P � Q ⇐⇒ �(AP ) � �(AQ), P,Q ∈ AB.

�%��������� �� >/�!- 0 g(x, y) 0"�0���0 
�� ���"��� :
���������"���; �� �� ��� 1
��"����# !� "�# AB+ ��� g(P ) � g(Q) :g(P ) � g(Q); �� /���"  P � Q. ?�/5"�34 �
 ��"�*�����34 � 2/�!-  5/��&+ !�! �54��� �0��+ ��*"��� ��
���

�� �� !� "�#�

����" �� ����� 	�
��� g(x, y) 
�������
�  ��
���

� 
� ����� AB� 	�
��� F (v)

��������� �� $��
� 
� ������� [a, b]� ��� a = min{g(A), g(B)}� b = max{g(A), g(B)}. �����
���������� ����
����

(RS)

∫
AB

F
(
g(x, y)

)
dg(x, y) =

∫ g(B)

g(A)
F (v) dv. :	�	;

� � ! � * � � � � � � � " �� 7/��� ���,��� 2/�!- 0 g(x, y) ��/5"�34�0 �� AB. 7����� & ��*1
5 �� � T !� "�# AB ��,!�& P0 = A,P1, . . . , Pn = B  *�� @�&  ���$�����/3 �/&&/

σ =

n∑
i=1

F
(
g(Qi)

)(
g(Pi)− g(Pi−1)

)
.

A���� ��,! Qi ∈ Pi−1Pi+ i = 1, . . . , n+ "5��� ��� *"������ A�&�� &+ ,�� ��,! vi = g(Pi)
�5��*/3� ��*5 �� � ����*!� [g(A), g(B)]+ �� ,�& " � �/ ������"���� 2/�!-  g  *&���,�� �
��*5 �� 0 T "���� !  *&���,�� 3 ��*5 �� 0 <��$� ����*!�9

d(T )
.
= max

i
�(Pi−1Pi) → 0 ⇒ max

i
(vi − vi−1) → 0.

65�*��, & ��!)� ui = g(Qi)+ i = 1, . . . , n. � � �/ ��/5"�� 0 2/�!-  g  &��& ����"����"�
vi−1 � ui � vi ��0 "��. i. 7�<��&/

σ =
n∑

i=1

F (ui)(vi − vi−1).
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6��3�� ��  *&���,��  ��*5 �� 0 !� "�# ���/,��& lim
d(T )→0

σ =

∫ g(B)

g(A)
F (v) dv+ *��, � ��"��1

��"� :	�	; " <��& ��/,�� "����0���0�

��� 2/�!- 0 g(x, y) ��"�*�����34�0 �� !� "�# AB+ �� �� �&��� �����"��� 0 �� �5.���
���/, & ��/5"�34/3 2/�!- 3� 7� ����!� ,�� ��!�*����&/ 5/��& ��$��  &��� ��"����"�

∫
BA

F
(
g(x, y)

)
dg(x, y) =

∫ g(A)

g(B)
F (v) dv,

!������ ��"��� ���� ��"����"/ :	�	;� �

�%��������� *� >/�!- 3 g(x, y) 5/��& ��*"��� �����
�%��
���

�� �� �� ��� �/�&�#
���0&�0�&�# !� "�#+ ��� ��0 ��!�����$� ��*5 �� 0 <��# !� "�# 2/�!- 0 g 5/��� &��������
�� !�)��# ,��� ,��# �/$�+ �5��*/�&�# <� & ��*5 �� �&�

	�����" *� ����� 	�
��� g(x, y) 
�������
� 
� �
������� D� 	�
��� f ����� ��

	�
�� g� �� ���� f(x, y) = F
(
g(x, y)

)
��� ���# (x, y) ∈ D� �� ���� 	�
��� F (v) 
��%

������� �� $��
� 
� ������� [a, b]� ��� a = min
D

g(x, y)� b = max
D

g(x, y). ����� ��� �" ��

����������� ����� AB ⊂ D� 
� ������� 	�
��� g �����
�%��
���

�� �����
����� ��%

��
���� ∫
AB

f(x, y) dg(x, y) =

∫ g(B)

g(A)
F (v) dv.

� � ! � * � � � � � � � " �� 7� /���" 3 !� "/3 AB &�)�� ��*5 �� �� ,��� ��! & �5��*�&+ ,��1
5 �� !�)��& /,���!� Ai−1Ai+ i = 1, . . . , n+ 2/�!- 0 g(x, y) 5�� &��������#� 7�������$����0+
,�� A0 = A  An = B. ��$�� �� ��&&� 	

∫
AB

f dg =

n∑
i=1

∫
Ai−1Ai

f dg =

n∑
i=1

∫ g(Ai)

g(Ai−1)
F (v) dv =

∫ g(An)

g(A0)
F (v) dv,

��!/�� ���/,��& ���5/�&�� /�"��)��� �� �

����$ ��� *� ����� U(v) ! ������ ���
�� 	�
�� F � ����� �� ������# ������� 2∫
AB

f dg = U
(
g(B)

) − U
(
g(A)

)
.

����$ ��� +� &�� 	�
��� f(x, y) 	�
���
���
� ����� �� 	�
�� g(x, y) � �������

�����

�� � ������# ������� 2� �� �
���
� �����
��
��� 
������� 
� ����� �� ���

������ ����
�"��� ���� A  B� �'�  � 	�
��� g  ��� �����
�%��
���

� 
� 
���

����$ ��� ,� &�� 	�
��� f(x, y) 	�
���
���
� ����� �� 	�
�� g(x, y) � �������

�����

�� � ������# ������� 2� �� ��� �" ��� ����
����� ��
���� L� �������� � D� 
�

������� 	�
��� g �����
�%��
���

��

∮
L
f dg = 0.

��0 ��!�*�������"� <��$� /�"��)��� 0 ����/�� �������" �� !���/� L " " �� �5C�� ��� 0 �"/.
!� ". L1  L2+ ��,���  !���- !����. ��"����3�� ��$�� �� ������" 3 �  &��& ��"����"�∫
L1

f dg =

∫
L2

f dg. 6��3�� ���/, &

∮
L
f dg =

∫
L+
1

f dg +

∫
L−
2

f dg =

∫
L1

f dg −
∫
L2

f dg = 0.
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("��)"��� *� �����&� � &�)�� ���� ����/34/3 $��&��� ,��!/3  ���������- 3� 7/���
2/�!-  u = f(x, y)  v = g(x, y) ������"�� ���5��)�3� &��)���"� D �� &��)���"� E ����1
&���. (u, v). ��� ��,!� (x, y) �5.�� � $��� -/ &��)���"� D+ �� ��,!� (u, v) 5/��� �5.�� ��
$��� -/ &��)���"� E " ��!�����& �����"���  + ���50*������� ����) ������&� ��$��+ !�!  *1
"�����+ ���4��� &��)���"� E E ��,�����3 �� *��!� "��)����0 !� "�� ��#�&  ���$����&9

S(E) = ±
∮
∂E
u dv = ±

∮
∂D

f(x, y) dg(x, y).

��� )� 2/�!-  f  g 2/�!- ������� *�" � &+ �� ���� f(x, y) = F
(
g(x, y)

)
+ �� ��,! (u, v)

5/�/� �������$����0 �� $��2 !� 2/�!-  u = F (v)+ ��<��&/ ���4��� ��!�# 2 $/� ��"��
�/�3+ ,��  /�"��)�����0 " �����&� ��

("��)"��� +� %�"����"�∮
∂D

f(x, y) dg(x, y) = −
∮
∂D

g(x, y) df(x, y)

��!�*"��� ����"��� "���� /�"��)��� 0 �����& � " ��/,�� �5�����# *�" � &��� + !�$��
g(x, y) = F

(
f(x, y)

)
.

-����� �� 7/���

f(x, y) = x+ y, g(x, y) =

{
0, x+ y ∈ Z,

(−1)[x+y], x+ y /∈ Z,
[z] = -���0 ,�����

6,�" ���+ 2/�!- 0 g 2/�!- ������� *�" � � �� f. ��� *�&!�/�# !���/� L �� ������!���

!�!/31� 5�  * ��0&. lk : x + y = k ∈ Z+ �� g(x, y) = const �� L+ ��<��&/

∮
L
f dg = 0. ��� 

!���/� L ������!��� ��0&/3 lk+ �� 2/�!- 0 g 5/���  ���"��� " ��,!�. ������,�� 0 ��*�"
���� "�����)�. *��!�" "�� , ��# ±2+ � ��� L !������0 ��0&�# lk+ ��*�" 2/�!-  g
" ��,!�. !���� 0 5/�/� ��"� ±1. ?� 2/�!- 0 f �����0��� �� ��0&�# lk+ ��<��&/ ���"�

���/,��&

∮
L
f dg = 0.

� *� �%��������� ������!� �� �!�"�" ���"�"�� �� #�$"

7/��� D = *�&!�/��� �"0*��� &��)���"� " R
2+ �$��� ,����� !/��,��1$���!�# !� "�# ∂D.

%�*5 �� �& T &��)���"� D 5/��& ��*"��� !���,�# ��5�� {Δi}ni=1 *�&!�/�. �"0*�. ��1

����� ������!�"�34 .�0� ���&��)���" Δi+ ��0 !�����$�
n⋃

i=1
Δi = D. � �&����& ��*5 �� 0

T ��*�"�& "�� , �/

d(T )
.
= max

i
diamΔi, $�� diamΔ

.
= sup

M,N∈Δ
ρ(M,N),

ρ = �"!� ��"� &��� !� �� ����!��� �
7/��� " �5���� D *���� 2/�!-  f, g. (���/0 ��5��� �
�+ 5/��&  �����*�"��� �5�*��,�� �

:$��� -� &��)���"� Δ �5.�� ��0 ���� " ,���"�# �����! ;

m(f, g;Δ)
.
=

∮
∂Δ

f dg, Δ ⊂ D. :��	;

���  ���$��� " ��"����"� :��	; �/4���"/��+ 5/��& ��*"��� &��)���"� Δ  *&�� && ��1
��� ������ ��� 2/�!- # (f, g)+  � + !���,�+ (f, g)1 *&�� &&� � �"�3 �,�����+ ��*5 �� �

���������� 	
� ��� �����
�� �������
�� ������������������� ���� ��� �� ����
 ����� ���
������


�	���
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T = {Δi} &��)���"� D 5/��& ��*"���  *&�� && ����� ������ ��� (f, g) : ��,� (f, g)1
 *&�� &&;+ ��� "�� &��)���"� Δi+ ".��04 � " T + 0"�03��0 (f, g)1 *&�� && � ���)�1
��"� "��. (f, g)1 *&�� &. ��*5 �� # T &��)���"� D � � �&����& d(T ) < δ �5�*��, & ,���*
M(f, g;D, δ). 7��/ 2/�!- # (f, g) /���" &�0 ��*"��� ���/�� &�# ����#+ ��� ��0 �35�$�
δ > 0 &��)���"� M(f, g;D, δ) ���/���� ���)���"� ���/�� &. ��� 5/��& �5�*��,��� ,���*
A(D). ��! & �5��*�&+ ���� 2/�!- # (f, g) ∈ A(D)+ ��� �/4���"/3� (f, g)1 *&�� &� ��*5 �1
� 0 &��)���"� D ��� *"����� &���$� � �&�����

-����� *� 7/��� D = [0, 1]2+ f(x, y) ������"�� " D  

g(x, y) = θ(x, y)
.
=

{
1, x � y,

0, x > y.

��0 ��� *"�����$� δ > 0 ������ & ��*5 �� � {xi} ����*!� [0, 1] � �&����& &���@� δ/
√
2+ ��$��

&��)���"� Δij = [xi−1, xi] × [xj−1, xj ] �5��*/3� ��*5 �� � D � � �&����& &���@� δ. >/�!- 0
g(x, y)  &��� �$��� ,���/3 "�� �- 3 �� $��� -� �35�$� ��0&�/$���� !� Δij + ��<��&/+ !�! ��1

!�*��� " �
�+  ���$���

∫
∂Δij

f(x, y) dg(x, y) �/4���"/3�� (����"������� ����������� ��*5 �� �

{Δij} ∈ M(f, g;D, δ). �" �/ ��� *"������� δ <�� �*��,���+ ,�� (f, g) ∈ A(D).

7������"�0��  ������  ������"�� � "������ � �������,�. /���" 0. �� 2/�!-  f  g+ �� 
!����. (f, g) ∈ A(D). F��� "����� �������0 *� ��&!�& �����04�# ��5��+ ���!���!/ " ��#
��!� ���"0��0 ��/$ � *���, �

7���#��& ������ ! �������� 3 �"�#��$�  ���$���� % &���'(� ������� 7/��� 2/�!- 0
f(x, y) ���������� " D  (g, h) ∈ A(D). ��0 ��� *"�����$� ��*5 �� 0 T = {Δi}ni=1 "5���&
��� *"����# ��5�� ��,�! Mi ∈ Δi+ i = 1, . . . , n+ !����# 5/��& ��*"��� ��5���&+ ��$����1
"���& � ��*5 �� �& T. (����" & ������  ���$�����/3 �/&&/

σ = σ(f, g, h;T, {Mi}) .=
n∑

i=1

f(Mi)m(g, h;Δi). :���;

�%��������� +� (���
�� 
�������� $��
�)*������� 2/�!-  f(x, y) �� 2/�!- 1
0& g(x, y)  h(x, y) 5/��& ��*"��� ������ lim

d(T )→0
σ �� /���"  + ,�� <��� ������ �/4���"/��

 �� *�" � � �� "5���  *&�� &. ����� ������ (g, h) ��*5 �� # T  �� "5��� ��$����"��1
�. � T ��5���" ��,�! {Mi}. ��0 �5�*��,�� 0 <��$�  ���$���� 5/��&  �����*�"��� *�� ��

(RS)

∫∫
D
f(x, y) dg(x, y) dh(x, y)+  � + !���,�+

∫∫
D
f dg dh.

��)�� �2��&/� ��"��� ��������� � � ����/34 & �5��*�&9 , ��� I 0"�0���0 �������&
 ���$�����. �/&& :���;+ ��� ��0 ��� *"����� &���$� ε > 0 &�)�� ����5���� ��!�� δ > 0+
,�� ��0 �35�$� ��*5 �� 0 T ∈ M(g, h;D, δ)  �35�$� ��5��� ��,�! {Mi}+ ��$����"����$� � T +
5/��� "����0���0 ����"����"� |σ − I| < ε.

-����� +� 7/��� D = [−1, 1] × [−1, 1]+ 2/�!- 0 g(x, y) ��� *"�����+ � h(x, y) = 1 �� 
y � 0  h(x, y) = 0 �� y < 0. �5���& ��� *"������ ��*5 �� � {Δi}. ��� &��)���"� Δi ��

������!��� ��� x+ �� m(g, h;Δi) =

∮
∂Δ

g dh = 0+ ��! !�! h �����0��� �� ∂Δ. 7�������) &+ ,��

Δi ������!��� ��� x �� ����*!/ [xi−1, xi]. A��, � 2/�!- 0 h(x, y) �� �5.��� $��� - Δi ���� �
��*�" "�� , ��# −1 " ��,!� (xi−1, 0)  ��*�" "�� , ��# 1 " ��,!� (xi, 0). ��$�� ����/���
", �� ��

m(g, h;Δi) =

∫
∂Δi

g(x, y) dh(x, y) = g(xi, 0)− g(xi−1, 0).

(���"����"/34�0 <��&/ ��*5 �� 3  ���$������0 �/&&� 5/��� ��"��

σ =
∑
i

f(Mi)
(
g(xi, 0)− g(xi−1, 0)

)
.
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���������� ��	
� �� �
� ��� �

� ��������)��  ������"���� 2/�!-  f " ������� ��$�� ���/, &

∫∫
D
f dg dh = (RS)

∫ 1

−1
f(x, 0) dxg(x, 0).

F�� ��"����"�  &��� �&��+ ���  ���$��� " ���"�# ,��� �/4���"/��� ��! & �5��*�&+  ���$���
�� ��0&�/$���� !/ D �"�� ��0 !  ���$���/ �� ����*!/ �� �� x.

-����� ,� 7/��� D = [0, 1]2+ 2/�!-  f  g ������"� " D+ h = θ :�&� �� &�� �;�
65�*��, & ,���* Γ = {(x, y) : 0 � x � 1, y = x} � � 3 ��*�"� 2/�!-  θ. ��*�&�& ���1
 *"������ ��*5 �� � T = {Δi} !"������ D. 6,�" ���+ ��� &��)���"� Δi �� ������!��� Γ+
�� θ(x, y) �����0��� �� ∂Δi+ �����"������� m(g, θ;Δi) = 0. 7�������) &+ ,�� ∂Δi ������!���
Γ " �"/. ��,!�. Pi−1  Pi+ �� ,�& ��,!� Pi �������)��� �� Γ "@� ��,! Pi−1. ?����)��
����/)��� 0 ��*"��03� ", �� �� m(g, θ;Δi) = g(Pi) − g(Pi−1). ��$��  ���$������0 �/&&�
σ =

∑
i
f(Mi)

(
g(Pi)− g(Pi−1)

)
+ " !����/3 ".��0� ����!� ��  ���!� i+ ��0 !����. Δi ∩Γ 
= ∅.

A�&�� &+ ,�� ��!�� )� "��)�� � ��0 �/&& ���/, ��0+ ��� ��������) ��+ ,�� " ��*5 �1
�  T ���� &��)���"�+ $��� -� !����. ∂Δi ������!��� Γ 5���� ,�& " �"/. ��,!�.� �  ��$�+
����.��0 ! ������/ ��  *&���,��  ��*5 �� 0+ ���/, &∫∫

D
f dg dθ = lim

d(T )→0

∑
i

f(Mi)
(
g(Pi)− g(Pi−1)

)
=

∫
Γ
f dg.

��! & �5��*�&+  ���$���

∫∫
D
f dg dθ �/4���"/��+ ��� �/4���"/�� !� "�� ��#�#  ���$���∫

Γ
f dg+  �5�  ���$���� 5/�/� ��"�� ( /,���& �������. "@� ��������)�� #+ ��0 <��$�

�������,�� �����5�"��� �$��� ,������ "�� �-  ����#  * 2/�!- # f  � g �� Γ.6�������� �
"�� �-  2/�!-  �"/. ����&���. �� ����!�# !� "�# �2��&/� ��"��� " ������ �
��

� +� ����$ �" ������!� �� �!�"�" ���"�"�� �� #�$"

� ��5��� �
� 5�� ��!�*��� � ��#����� &�� m(g, h;Δ) ����� ������ !�)��#  * 2/�!- # f  g.
6��3�� "��!��� �"�#��"� � ��#���� ""������$�  ���$����+ �� ,�& ����� ������ !�)��#  *
���. 2/�!- #�

	�

∫∫
D
(f1 + f2) dg dh =

∫∫
D
f1 dg dh+

∫∫
D
f2 dg dh+ ��� �/4���"/3� �5�  ���$���� " ���"�#

,��� �

��

∫∫
D
f d(g1 + g2) dh =

∫∫
D
f dg1 dh+

∫∫
D
f dg2 dh+ ��� �/4���"/3� �5�  ���$���� " ���1

"�# ,��� �

��

∫∫
D
f dg d(h1 + h2) =

∫∫
D
f dg dh1 +

∫∫
D
f dg dh2+ ��� �/4���"/3� �5�  ���$���� " ���1

"�# ,��� �

G�

∫∫
D
λf dg dh = λ

∫∫
D
f dg dh+ λ ∈ R.

��

∫∫
D
f d(λg) dh = λ

∫∫
D
f dg dh+ λ ∈ R.


�

∫∫
D
f dg d(λh) = λ

∫∫
D
f dg dh+ λ ∈ R.

%���/)��� 0+ �����$ ,��  �����*/�&& �� ""��� �"�#��" �"�#��$�  ���$����+ ��*"��03�
""��� �"�#��"� ��� � "���� ����� ������ �5����  ���$� ��"�� 0�



��� ��8� >�����"

���������� ��	
� �� �
� ��� �

�� ��0 ������!�"�34 .�0 &��)���" D1  D2 ��! .+ ,�� D = D1 ∪D2 �/4���"�"�� �  �1

��$����

∫∫
D
f dg dh "��,�� �/4���"�"�� � �5� .  ���$����"

∫∫
D1

f dg dh  

∫∫
D2

f dg dh+

� ��!)� ��"����"� ∫∫
D1

f dg dh+

∫∫
D2

f dg dh =

∫∫
D
f dg dh.

A�&�� &+ ����!�+ ,�� �"�#��"�+ �5������ ! �+ "��54� $�"��0+ ��"����� ��)�� �� "��� �� &��

2/�!- # f, g, h+ ��0 !����. �/4���"/3� �5�  ���$����

∫∫
D1

f dg dh  

∫∫
D2

f dg dh+ ��$�� !�!

 ���$���

∫∫
D
f dg dh �� �/4���"/��� ��0 <��$� ������) & ����&����� � �� &��� �� 7���) &

f(x, y) =

{
0, x � 0,

1, x < 0,
g(x, y) =

{
1, x > 0,

−1, x � 0,
h(x, y) =

{
1, y � 0,

0, y < 0.

7/��� D1 = [−1, 0] × [−1, 1]  D2 = [0, 1] × [−1, 1]. 6,�" ���+ D1 ∪ D2 = D = [−1, 1] × [−1, 1]+

�� ,�& D1  D2 �� ����!�"�3��0� ��$��

∫∫
D1

f dg dh = 0+ ��! !�! g = const �� D1+ �∫∫
D2

f dg dh = 0+ ��! !�! f = 0 �� D2. 7� <��&  ���$���

∫∫
D
f dg dh = (RS)

∫ 1

−1
f(x, 0) dxg(x, 0)

�� �/4���"/��+ ��! !�! 2/�!-  f(x, 0)  g(x, 0)  &�3� �54/3 ��,!/ ��*�"� :�&�+ ���� &�� ��+
��;�

%���&��� & ����� ��!����� �"�#��"�+ "��!�34 �  * ��/$ . �"�#��" !� "�� ��#��$�  �1
��$���� % &���'(� ������ "���� *�&!�/��$� !���/���

B�

∫∫
D
f dg dh = −

∫∫
D
f dh dg " ��������)��  + ,�� �� �  *  ���$����" �/4���"/���

(���"��� "���� /�"��)��� 0 ����/��  * ��"����"�

m(f, g;Δ) = −m(g, f ;Δ),

����"��� "�$� ��0 �35�$� &��)���"� Δ+  *&�� &�$� ����� ������ ��� 2/�!- # (f, g)
:�&� �
�;�

D�

∫∫
D
f dg dg = 0 ��0 �35. 2/�!- # f  g.

��"��)��� � ����/��  * ��"����"� m(g, g;Δ) = 0 ��0 ��� *"����. g  Δ.

	��

∫∫
D
f dg dC = 0 ��0 �35. 2/�!- # f  g+ ��� C = const�

F�� /�"��)��� � 0"�0���0 ������" �& ��"����"� m(g,C;Δ) = 0 ��0 �35. g  Δ.

		� (RS)

∫∫
D
f(x, y) dx dy =

∫∫
D
f(x, y) dx dy :" ���"�# ,��� �"�#��#  ���$��� % &���;�

������ /�"��)��� � ���/,����0  * 2��&/� ", ���� 0 ���4��  *&�� &�# �� H��1
���/ 2 $/� ,���* !� "�� ��#�#  ���$��� �� �� $��� -�9

S(Δ) = m(x, y;Δ) =

∮
∂Δ

x dy.
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���������� ��	
� �� �
� ��� �

	�� ��� (g, h) ∈ A(D)+ �� ,�& 2/�!-  g  h *�" �0� ����!� �� x  � �5� *�" �0� ����!� ��

y+ �� ��0 �35�# 2/�!-  f(x, y)+ �����������# " D+

∫∫
D
f dg dh = 0.

(���"��� "���� <��$� �"�#��"� ���*/ ����/��  * �����& 	�

	�� 7/��� (g, h) ∈ A(D)+ 2/�!- 0 h(x, y) ������"�� �� &��)���"� D  !/��,��1&��������
�� �35�# �� ��� �/�&�# ���0&�0�&�# !� "�#+ ��)�4�# " D. 7/��� ��0 "��. (x, y) ∈ D
2/�!- 0 g(x, y) = F (h(x, y))+ �� ,�& 2/�!- 0 F (v)  ���$� �/�&� �� % &��/ �� ����*!�
[a, b]+ $�� a = min

D
g(x, y)+ b = max

D
g(x, y). ��$�� ��0 �35�# 2/�!-  f(x, y)+ �����������#

" D+ *��,�� �  ���$����

∫∫
D
f dg dh ��"�� �/�3�

��"��)��� � ����/��  * �����& ��

� ,� ."$ �/� $�')"� �/)�$����0 ������!� �� �!�"�" ���"�"�� �� #�$"

%���&��� & ���,��� ��/,�# $���! .  ���$� �/34 . 2/�!- #�

	�����" +� ����� 	�
��� h(x, y) 
�������
� �		���
������ � D. �����∫∫
D
f dg dh =

∫∫
D
f d(gh′x) dx+

∫∫
D
f d(gh′y) dy :G�	;

� ����������
� ��� � � 
������� � ������ ���� ��������"�� +���� ����� ��� g(x, y)
����� 
�������
� �		���
������ � D� � h(x, y) ���� � D 
�������
�� ���'�

�� ���%

����
��� �� ���������� ����
����∫∫
D
f dg dh =

∫∫
D
f
∂(g, h)

∂(x, y)
dx dy, :G��;

���
∂(g, h)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣g′x g′y
h′x h′y

∣∣∣∣ .
� � ! � * � � � � � � � " �� %�"����"� :G�	; ����/��  * �������"��� 0

m(g, h;Δ) =

∮
∂Δ

g dh =

∮
∂Δ

gh′x dx+

∮
∂Δ

gh′y dy

:�&� �
+ �����&� ��;�
%�"����"� :G��; &�)�� ���/, ��  * 2��&/�

m(g, h;Δ) =

∫∫
Δ

∂(g, h)

∂(x, y)
dx dy

:�&� �
+ ������" � � �����& ��;� �

("��)"��� ,� (���/�� ��&�� ��+ ,�� 2��&/�� :G��; � ��,�����3 �� *��!� �����  ���$��1
��& ��"������ � 2��&/��# *�&�� ����&���. " �"�#��&  ���$�����

%���&��� & ����� ��/,�# ��*�"��# 2/�!-  h. (��,��� ��!�)�& �"� ��&&�

����" *� ����� D ! ��������
�� �
�������� ����
��

�� ����
���� ����� L� 	�
�%
�� f(x, y) 
�������
� � D� 	�
��� g(x, y) ���� ����
��

�" �����" ����� ��
���� L�
� 	�
��� h(x, y) ���
� 
��" �� �
����

# �����# D  
�������
� 
� L. ����� ����������

	������ ∫∫
D
f dg dh = −

∮
L
fh dg. :G��;



��G ��8� >�����"

���������� ��	
� �� �
� ��� �

� � ! � * � � � � � � � " �� 7/��� T = {Δi} = ��!������ ��*5 �� � D. ��� &��)���"� Δi ��
 &��� �54 . ��,�! � L+ �� m(g, h;Δi) = 0 !�!�"� 5 � 5�� 2/�!- 0 g. 7/��� &��)���"� Δi

�� &!��� ! /,���!/ Pi−1Pi $��� - L. ��$��

m(g, h;Δi) = −m(h, g;Δi) = −
∫
Pi−1Pi

hdg.

�5 ��0 ��� *"����� ��,! Mi ∈ Δi+ ������ &  ���$�����/3 �/&&/

σ =
∑
i

f(Mi)m(g, h;Δi) = −
∑
i

f(Mi)

∫
Pi−1Pi

hdg.

65�*��, & s = −
∮
L
fh dg = −

∑
i

∫
Pi−1Pi

fh dg  �-�� & ��*�����

σ − s =
∑
i

(∫
Pi−1Pi

fh dg − f(Mi)

∫
Pi−1Pi

hdg

)
=
∑
i

∫
Pi−1Pi

(
f − f(Mi)

)
hdg.

�5���& � �&��� ��*5 �� 0 T �������!� &��&+ ,��5 " !�)��&  * &��)���" Δi "����0����
��"����"� |f(x, y)− f(Mi)| < ε. I/��& ��$��  &��� ����"����"�

|σ − s| �
∑
i

sup
Pi−1Pi

|f(x, y)− f(Mi)| · |h(x, y)|
∨

Pi−1Pi

� ε sup
L

|h(x, y)|
∨
L

(g).

� � �/ ��� *"������� ε <�� �*��,���+ ,�� lim
d(T )→0

σ = s. �

����" +� ����� 	�
��� f(x, y) 
�������
� �		���
������ � ����
���� ����
�� � %

���� D� ����� L ���� �
��� D. ����� ��� 	�
��� ���� ����
��

�" �����" 
�

L� ����� ∨
L

(f) � max
L

|grad f | �(L).

� � ! � * � � � � � � � " �� 7����� & ��*5 �� � L ��,!�& Pi+ i = 1, . . . , n. ��0 �"/. ������ .
��,�!  &��& �-��!/

f(Pi)− f(Pi−1) =

∫
Pi−1Pi

f ′x dx+ f ′y dy =

∫
Pi−1Pi

(grad f, τ) ds,

$�� Pi−1Pi = /,����! !� "�# L+ ���� �034�# <� ��,! + � τ = �� � ,�# "�!��� !��������#
! L. 6��3��

|f(Pi)− f(Pi−1)| � max
Pi−1Pi

|(grad f, τ)| �(Pi−1Pi) � max
L

|grad f | �(Pi−1Pi).

��$�� ∑
i

|f(Pi)− f(Pi−1)| � max
L

|grad f |
∑
i

�(Pi−1Pi) = max
L

|grad f | �(L),

,�� *�"��@��� ��!�*�������"� ��&&� �
�����  �����/�& ��/,�#+ !�$�� 2/�!- 0 h(x, y)  &��� � � 3 ��*�"� " D. 7/��� &��)���"�

D ��*5 "����0 !� "�# L �� �"� ,��� D1  D2+ !����� 5/��& ��������$��� *�&!�/�& 
�����"0*�& ���&��)���"�& � A���� & " D1  D2 ������"�� � 22����- �/�&� 2/�!-  
h1  h2 ����"����"����  ������� & " D 2/�!- 3 h ��"����"�&

h(x, y) =

{
h1(x, y), (x, y) ∈ D1 \ L,
h2(x, y), (x, y) ∈ D2 \ L,

� �� !� "�# L 2/�!- 0 h ���������� ��� *"�����+ � @� 5 �/4���"�"�� !� "�� ��#�#  �1

��$���

∫
L
g dh.



6 �"�#��&  ���$���� % &���'(� ������ ���

���������� ��	
� �� �
� ��� �

	�����" ,� ����� 	�
��� f(x, y) 
�������
� � D� 	�
��� g(x, y) 
�������
� �		���
%

������ � D. �����∫∫
D
f dg dh =

∫∫
D1

f
∂(g, h1)

∂(x, y)
dx dy +

∫∫
D2

f
∂(g, h2)

∂(x, y)
dx dy +

∫
L
f(h1 − h2) dg, :G�G;

����� ����� L ���
�����
� ���� ��� � �� �� � #��� �
������� D1 ������������� ������

� D2 ! �������

� � ! � * � � � � � � � " �� �, �� &  ���$���

∫∫
Dk

f dg dh+ k = 1, 2. A�� @�& ���"#  ���1

$��� " " �� �/&& ∫∫
D1

f dg dh =

∫∫
D1

f dg dh1 +

∫∫
D1

f dg d(h− h1). :G��;

7� &��00 ��"����"� :G��;+ ���/, &∫∫
D1

f dg dh1 =

∫∫
D1

∂(g, h1)

∂(x, y)
dx dy.

��0 ", ���� 0 "����$�  ���$���� " ���"�# ,��� :G��; *�&�� &+ ,�� 2/�!-  h  h1 ��� ,�1
3��0 " D1 ����!� �"� & *��,�� 0& �� !� "�# L+ � �" )�� � �� L ��� �.�� � " ����) ����1
��& �����"���  ����� ������ &��)���"� D1. � � �/ ��&& � 2/�!- 0 g  &��� �$��� ,���/3
"�� �- 3 �� ∂D1+ ��<��&/ /���" 0 ��&& � "����03��0� 7� 2��&/�� :G��;∫∫

D1

f dg d(h − h1) = −
∫
L
f(h− h1) dg.

6��3�� ���/,��& ∫∫
D1

f dg dh =

∫∫
D1

∂(g, h1)

∂(x, y)
dx dy +

∫
L
f(h1 − h) dg. :G�
;

�����$ ,�� ""�� ��0 ��"����"�∫∫
D2

f dg dh =

∫∫
D2

∂(g, h2)

∂(x, y)
dx dy −

∫
L
f(h2 − h) dg. :G��;

A��! & �/� ����� "���&  ���$����& " ���"�# ,��� �5/���"��� ��� -������& �����"��� �&
�" )�� 0 "���� L ����� ������ &��)���"� D2 :�� ,���"�# �����!�;� (!���"�0 ��"����"�
:G�
;  :G��;+ ���/,��& ��"����"� :G�G;� �

��!�*����� " �����&� ��"����"� :G�G; &�)�� *�� ���� " " ��

I = Ic + Ib,

$�� Ic = �/&&� ���". �"/. ���$��&.+ �������"�034�0 ��5�# ������"�/3 ,����  ���$����+
� Ib = ��*�"��0 ,����� 65�*��,�0 τ(x, y) = h1(x, y) − h2(x, y) = �!�,�! 2/�!-  h �� � �  
��*�"�+ &�)�� *�� ����

Ib =

∫
L
fτ dg.

-����� 1� �"���& 2/�!-  ρ(x, y) =
√
x2 + y2+ ϕ(x, y) = arg(x + iy) = $��"��� *��,�� �

��$/&����  * ���&�)/�!� (−π, π]. 7/��� D = {(x, y) : x2 + y2 � 1} = !�/$ �� � ,��$� ��� /���

�, �� & �"�#��#  ���$���

∫∫
D
ρ dρ dϕ. >/�!- 0 ϕ(x, y) ��*�"�� �� ����*!� [−1, 0] �� OX+

�� ,�& �!�,�! �� � �  ��*�"� τ(x, y) = 2π. 7�<��&/

Ic =

∫ π

−π
dϕ

∫ 1

0
ρ dρ = S(D) = π, Ib = −

∫ 1

0
ρτ dρ = −π.

A��! & �/� �����  ���$����& "� "����& ��"����"� �5/���"��� �" )�� �& "���� � �  ��*�"�
" �����"���  /5"�� 0 *��,�� # 2/�!-  ρ(x, y). �  ��$� ���/,��& I = 0.
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���������� ��	
� �� �
� ��� �

�* �����& G &�)�� ""��� ����/34�� /�"��)��� ��

����$ ��� 1� ����� �
������� D ������� �
��� ����
���� ��
�����
�� ����
�%

������ E� 	�
�� f  g �����������"� ������� ������� 4� � h(x, y) ���
� 
��" �
� E
 
�������
� �		���
������ 
� E. ����� ���������� ����
����∫∫

D
f dg dh =

∫∫
E
f
∂(g, h)

∂(x, y)
dx dy +

∮
L
fh dg,

��� L ! ���
�� �
������� E� ���
�����

�� ���������
��

����� " <��& �/�!�� & ����&��� & �� � ,����# ��/,�#+ �� !�����& �"�#��#  ���$���
/�����0 �������" �� " " �� ��"�����$�  ���$�����

	�����" 1� ����� �
������� D = [a, b]×[c, d]� 	�
��� g(x) 
�������
� 
� ������� [a, b]�
	�
��� h(y) ���� ����
��

�" �����" 
� ������� [c, d]� 	�
��� f(x, y) ���� �� ����%

��

�� x ����
��

�" �����" 
� [a, b]  
�������
� �� y 
� ������� [c, d]. ����� �����

���������� ����
�� 
������ $��
�)*�������

∫∫
D
f(x, y) dg(x) dh(y). ����� ����������

������
�� 
������

∫ b

a
dg(x)

∫ d

c
f(x, y) dh(y)  � � 
������� ���
� ����� �� ���

� � ! � * � � � � � � � " �� 65�*��, & F (x) =

∫ d

c
f(x, y) dh(y). ?���������"���& ", ���� �&

����/��� /5�� ���0+ ,�� 2/�!- 0 F (x)  &��� �$��� ,���/3 "�� �- 3 �� [a, b]+ �� ,�&

b∨
a

(F ) � sup
y

b∨
a

(
f(·, y)) d∨

c

(h).

7�<��&/  ���$��� (RS)

∫ b

a
F (x) dg(x) �/4���"/��� �5���& ��� *"����� ��*5 �� � {xi}ni=0 ��1

��*!� [a, b]  "�*�&�& ��� *"����� ��,! ξi ∈ [xi−1, xi]+ i = 1, . . . , n. 7/��� σ = ����"����"/34�0
<��&/ ��*5 �� 3  ���$������0 �/&&�9

σ =
n∑

i=1

F (ξi)Δg(xi),

$�� Δg(xi) = g(xi)− g(xi−1). 7/��� ���,��� 2/�!- 0 h(y) ��/5"�34�0 �� [c, d]. �5���& ��1
���� ��� *"����� ��*5 �� � {yj}mj=0 ����*!� [c, d]. 7� �����&� � ������& ��0  ���$���� % &���'
(� ������ :�&� ���; ��#�/��0 ��! � ��,! ηj ∈ [yj−1, yj]+ ,��

F (ξi) =

∫ d

c
f(ξi, y) dh(y) =

m∑
j=1

∫ yj

yj−1

f(ξi, y) dh(y) =
m∑
j=1

f(ξi, ηj)Δh(yj),

$�� Δh(yj) = h(yj)− h(yj−1)+ j = 1, . . . ,m. ��$�� 5/��&  &���

σ =
n∑

i=1

m∑
j=1

f(ξi, ηj)Δg(xi)Δh(yj).

7/��� sij = [xi−1, xi] × [yj−1, yj ]+ i = 1, . . . , n+ j = 1, . . . ,m. ��$�� ����/��� ", �� ��
m(g, h; sij) = Δg(xi)Δh(yj). 6��3�� ���/,��& ��"����"�

σ =
n∑

i=1

m∑
j=1

f(ξi, ηj)m(g, h; sij). :G�B;
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���������� ��	
� �� �
� ��� �

��! !�! �"�#��#  ���$���

∫∫
D
f dg dh �� ��������)�� 3 �����& �/4���"/��+ �� �"�#��0

�/&&� " ���"�# ,��� :G�B; ��  *&���,��  ��*5 �� # 5/��� ����& ���0 ! "�� , �� <��$�

 ���$����� ?� ��$��  lim σ =

∫∫
D
f dg dh.

��� 2/�!- 0 h(y) �� 0"�0���0 ��/5"�34�#+ ����/�� �������" �� �� " " �� ��*���� 
��/5"�34 . 2/�!- # h = h1−h2+ �� &�� �� ��!�*����� �"�#��"� ! �5� & 2/�!- 0& h1  h2
 "������*�"����0 � ��#�����3 �"�#��$�  ���$���� ��  ���$� �/34�# 2/�!-  � �

� *�!�3,�� � !����!� ���"���& ���"��� � ""�����$� ��&  ���$���� � �"�#�&  ���$����&
% &���'(� ������+ !����# " ��"��&����# ����   ���$� ��"�� 0 �, �����0 ������"���&
������������� �&  ���$���� % &���'(� ������ �� ����*!/ �� �"/&���# ��/,�#� ?���&� &
<�� ��������� � :�&�+ ���� &��+ �G+ ��;� 7/��� Π = [a, b] × [c, d] = ���������# ��0&�/$���� !
�� ����!��� + {xi}mi=0  {yj}nj=0 = ��*�" � &� ��/$ �� ��/$� ��*5 �� 0 ����*!�" [a, b]  [c, d]
����"����"����� ��� , � δ1 = max

i
(xi−xi−1)  δ2 = max

j
(yj−yj−1)= � �&��� <� . ��*5 �� #�

��$��

(RS)

∫∫
Π
f(x, y) dg(x, y) =

= lim
δ1→0
δ2→0

m∑
i=1

n∑
j=1

f(ξi, ηj)
(
g(xi, yj)− g(xi, yj−1)− g(xi−1, yj) + g(xi−1, yj−1)

)
. :G�D;

7� <��& ������ �� ���)�� *�" ���� �� "5��� ��5���" ��,�! ξi ∈ [xi−1, xi]+ ηj ∈ [yj−1, yj ].

��!�# ���.�� ! ��������� 3 �"�#��$� JK1 ���$����  &��� ��������! � ��1���".+ <�� ����1
����� �  *��,����� &�)�� 5�� �2��&/� ��"��� ����!� ��0 ��0&�/$�����# �5���� Π+ ,��+ ��
��@ "*$�0�+ �� �,��� ������"���� ��0 �"�#��$�  ���$����� ��1"���.+ �/4���"�"�� �  ���$��1
�� :G�D; �� /���"  � @� ������"����  ���$� �/�&�# 2/�!-  f ��������$��� �$��� ,��1
����� �"/&����# "�� �-   ���$� �/34�# 2/�!-  g �� ��0&�/$���� !� Π. ��!�� �$��� ,�1
� � �� g !�)���0 �,��� )���! &+ ���!���!/ �35�0 2/�!- 0 � ��*�"�& �� � �  + ��� ,��# ��
��0&�#+ �����������# !�!�#1� 5� !���� �����# �� + �� 5/���  &��� �$��� ,����# �"/&����#
"�� �-  � ?��� &��+ ����&�������0 ��& " �� &���. "@� 2/�!- 0

θ(x, y) =

{
1, x � y,

0, x > y,

 &��� 5��!���,�/3 "�� �- 3 �� Π = [0, 1] × [0, 1]. ��/$ � �"�#��"� 2/�!- # � �$��� ,����#
�"/&����# "�� �- �#   . �� &���� 0 ����&��� "�3��0 ��!)� " !� $� �	+ �� �D'
B��

7� &�� ", ���� 0 �"�#��$�  ���$����+ ����&������� " �����04�# ������+ ��3� ����1
"�� 0 �) ���� ��� , 0 &���� )���! . ���5�"�� # ����� ������  ���$� �/34 . 2/�!- #�

�%5�67 859:�;9<�=

+� >?@ABCDE >�� F2GHI J�� KLM2NHB )� (DOLGLPQDBR BPH DPQLSGBR LTUBQDNPV' WNUPHBGI 2BRUL XGNCRL3V BPH
BHMNDPQV� YGBSUL' Z?BHL3DB� +[0[� -\[ X�

-� ���� ]�^� 9����� ��	 �� !����������	�� ������		��� 8� �� � ����&	�	��� _�' ]
�`�� `����
-,,a� /a\ ��

/� "���	��	 5�%� 9����� ��	 �� ��������		�� ������		��� _�' "���� +[0\� \a, ��

\� ���� b�� �c��������"�!� d� 8� �� �� ��	 ��	���	��� �	������ _�' _��� +[0[� .a[ ��

.� 9������ e�%� _��� � �	������� _�' "���� +[04� /[- ��

4� b�!���� ��8� 6 ������	��	�� �	������� ����	����������� 11 ]���	� <!�������� �	���������
��� _��������� _�$�	��� 7��������	
� 	���� -,++� ]
�� /� �� ++0�+-4� ()*' +,�-,./0123++,/++

%�������� � ��!� �� ,+�,a�-,+4
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The article deals with the new properties of the Riemann–Stieltjes curvilinear integral. It is proved that the
Riemann–Stieltjes curvilinear integral is independent of path of integration if an integrable and an integrating
functions depend only on one variable. A new necessary condition of the functional dependence of functions
of two variables is found. The author proposes a new approach to the definition of the Riemann–Stieltjes
double integral, which contains not one but two integrating functions. General properties of the Riemann–
Stieltjes double integral are discussed. Methods for calculating the double integral for the case of smooth or
piecewise-smooth integrating functions are presented. A formula for the conversion of the Riemann–Stieltjes
double integral into an iterated integral is obtained.
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