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�� ������ ���� � ���� !"�� ��� �#$%&��� � # ���%���' �"�� ���( ��$� ��)��"$*# ����+
, ��� -��./0� ��%� 1$)���� �� ��$0 ��2� �$���� �� � 3 4"��# 2� ���� � 3 4#�� %&���
!"�� ��� �#$%&��� � #�-$� ��. # 3�#& -��#���/#� � � ��%$.- �� -� �		5�		� � ���(�+
����$�� ����"��"����#�� )$#� �- �$�� �� �"����#6�� ���6-"$ � #��� �%� -$. - �6#"��
� #��� � � "/�-/ 7
8� �� ������ �%/'$6� -%6 "�%�' �#� ���� �( ��" "�� #�"� )$#� �- �$��6
����%&)/*#�6 ��- %�� � �����$��� "�#���� ������$ #�6 �� -��%�. �� � "�$)��#$(���$���+
�#� ���#$ "���#$%%��� #�  � � ���# "���#$%%�� � ���#�6���2 �"����#&* 7
� �8� 9-�$"� �$%�'� 
�� ������"�� �"����# 2 )$#� �- �$��6 �#$��#  �# �#� ���2 ������ � ���� �����#� #$"�� ��+
- % 2� #�  � �#$��# ������ � ���#��, ��� "�$)��#$(���$���2 � � �#$(���$���2 �#$-�2 � )$#� �+
- �$*0�� �3�$)($� �%� ���30 � �/0 �#���$��� "�$)��#$(���$����� � .��$ "���#$%%�)$(��
� ���( ��$� ����"��"����#���� )$#� �- �$��6� � 2�#��# %&��� � � #�- �3�$3�#"� � #$%%�+
' �"�� � ��%$���� "$� %& �/# � �� % ��#����$��6 �� �6 )$#� �- �$��6 "$� %& -�$� #���
�5:�� ���#$�%6 # 10−4 . . . 10−5 � 7
8� ;$ #$"� �$%� �� �6 1���# � "$% �( �(�� �����-�# �#
#�'"� #���� ���$��6 -%6 )$��.- ��6 "���#$%%�� -� ���#�����%�.���� ��%*�$ "$�%�� #�  �
��%���#&* �������-�# � ���'�$6 "���#$%%�)$(�6 "$�%�� <�!#��/ �/0 �#�/ # � �3��-����#&
"�%�' �#� ���2 �( �"� �"����#���� ��� - ��6 �$�#/0�� "���#$%%��= ����-�# %� �$ "�$)��#$+
(���$���2 � .�� ���#$ �$�#/0�2 "���#$%% � �%/3�"� � � ��%$.- ���� �%� �3�$3$#��$ ���
� ����"��� �"����#6�� ��%$.- ��6 �3�$)($�> ��  �%� #$"$6 �#$-�6 �$�#/�$ #� "$"��$ �� � �+
�$6 ���#6. ����#& �#$-�� "�$)��#$(���$����� ���#$ �� ��$�� ��* �� �� � � � � ���'����
)$"���#$%%�)����$��6 �3�$)($> �%6 �#� #�� �$ ���#$�% ��� ������� � �$�#�60 2 �$3�# ��+
��%&)/ #�6 ��- %& ����"��"����#���� )$#� �- �$��6� � �$�"$� "�#���2 � -$��� 3�%� ��%/' ��
-��$��' �"� /�$�� �� #��$ ?�33�$5�����$ -%6 -��. ��6 ��� �����#� �$)- %$ 1$) 7�8� @#�
/�$�� �� �  �� � , �� ���� �6*#�6 -%6 "�%�' �#� ���� �( ��" �"����# 2 ���#$ � 1/�"(��
�� � �� -%6 - �-��#��� "$" �-��2 �) �$�����#�$� ���� ���#���� 1��� "���#$%%�� 7�8�

� �� ������������  �������� ���!���" #�����$ %����&��'(�

� �$)� ���� 1/�"(�6� � � � � ���� �3�30 ��� /�$�� �� ?�33�$5�����$ 7�8 ��  # ��-

τφ
an[

1− V 2
n /(V

B
φ )2

]3/2 +
Vn[

1− V 2
n /(V

B
φ )2

]1/2 =
νφ
σ
ΔG+

νφκ[
1− V 2

n /(V
B
φ )2

]1/2 . A
�
B
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;- �&= τφ C �� �6 � %$"�$(�� �"����#� 1$)����� ��%6D an = ∂Vn/∂t C /�"�� �� ��� ����+

�#�� -��./0 2�6 � ����$%&��2 �"����#&* Vn(t)D t C �� �6D V B
φ = (νφ/τφ)

1/2 C �$"���$%&�$6
�"����#& �$�����#�$� ��6 � �-����-���# 2 1$)����� ��%6D νφ C "�!11�(� �# -�11/)�� 1$+
)����� ��%6D σ C � .1$)�$6 ��� �����#�$6 !� ���6D κ C �� -�66 "����)�$ � #�'" ��� ����+
�#�� -��./0 2�6 �� ����$%� � �� *0 2 ����$%&�/* �"����#& Vn(t)� ���./0$6 ��%$ ΔG -%6
����' �"� �-��"����� �#��2 A'��#�2B ���# �� ��  # ��-

ΔG =
L

TA
(TA − T ),

�- L C �"��#$6 # �%�#$ 1$)����� � � ��-$� TA C �$���� ��$6 # �� �$#/�$ ���/0 �#���$��6
1$)� T C # �� �$#/�$� #$" '#� TA − T C � � ��%$.- �� �

<�� �����#�� /�%��� ?�33�$5�����$ ������$ # �%�6�� "����)�� ��� �����#� �$ �#+
"%�� ��6 # �� �$#/�� � "��( �#�$(�� �# �� �$���� ���� )�$' ��2� ��$�� �� A
�
B� )$���6+
0  �# /�"�� ��6 � �"����#� ��� �����#�� 6�%6 #�6 �3�30 ����� ���"�%&"/ �) � �� ��%/'$ #�6
���#��, �� ?�33�$5�����$� )$���60  �# �"����#� ��� �����#�� ���% �� - %&���� � � ��+
-$ τφ → 0 � -$%  ��%/'$ #�6 "%$���' �"� ���#��, �� ?�33�$5�����$ -%6 �#$(���$���2
��� �����#� Vn = 0�

�� - � �$�$� #��

�g =
�φ
�σ

C ����#�$��#� ���2 �$�,#$3 ���#6. ����#� 1$)����� ��%6 �φ = νφ/V
B
φ �� �#��, ��* " �$�+

,#$3/ - 2�#��6 ��� �����#��2 !� ���� �σ = σ/L. $". �g ��# ��� #��/ #�6 "$" ���#��, �� 
'��#� � �$���� ����� ���( ��$ A�$�����#�$� ��6 1$)����� ��%6B � '��#� �$���� ����� ���#�+
6��6 A��� - %6 ���� � .1$)��2 !� ��� 2BD

ΔT = (TA − T )/TA

C 3 )�$)� ��� � � ��%$.- �� D
τ = t/τφ

C 3 )�$)� ��� �� �6�
�� - � -$%  �% -/*0� 1/�"(��=

K = �σκ

C 3 )�$)� ��$6 "����)�$ �
Wn = Vn/V

B
φ

C 3 )�$)� ��$6 ����$%&�$6 �"����#&�
��-$ /�$�� �� A
�
B ���� # 3�%  ����#�2 � /-�3��2 -%6 � , ��6 ��-

1

[1−W 2
n ]

3/2

∂Wn

∂τ
+

Wn

[1−W 2
n ]

1/2
= �gΔT + �g

K
[1−W 2

n ]
1/2

. A
��B

E� -�** "����)�/ ��� �����#� �$)- %$ 1$) ��.�� �$��'�#$#& �� 1���/% =

K = −∇ ·
[

∇ζ√
1 + |∇ζ|2

]
,

�- ��� �����#& C �$�$3�%��- ζ� )$-$�$ ��2 /�$�� �� �

ζ =

∫ t

0
V (τ) dτ − x2

2ρ
− y2

2ρ
, ∇ζ =

(−x

ρ
;
−y

ρ

)
.

9' ��-��� �$ � �,�� �$�$3�%��-$� x = y = 0� "����)�$ A
��B  �#&

K =
−2

ρ
.
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�)*�+� �� <$�$� #�� �/"(�����#��%$ AFGHB � ��" %6 AHIB
�������� 567 78

 ���������� �	��	��
 TA 9:; 331.39 <=> 1728 <4>
?����� ���	��� �	��	��
 L 9@A1933; 45570 <=> 2.67 · 106
B����
 ����������
 �����	� &�� σ 9A132; 8.9 · 10−3 <.> 0.278

C��� ��	�����

(∗) �	 �������
 ∂φ/∂t τφ 9D; 2.5 · 10−7 2.5 · 10−7

E���
��	��� �������� �������������
 φ!��	(∗) Vφ 931D; 21.91 21.91
F�$&&
�
��� �
&&��

 φ!��	(∗) νφ 9321D; 1.2 · 10−4 1.2 · 10−4

(∗)J��% ��� )�$' �� -$����� �$�$� #�$ ����6#� � �$�#�60 2 �$3�# �

;- �& "����)�$ ��� �����#� �$)- %$ � ��- �$�$3�%��-$ ��  # �#��($# %&��2 )�$"� #$" "$"
��� ����- /�$�� ��6 A
B ��%$�$%��&� '#� "����)�$ ���/"%�� ��� �����# 2 �#��($# %&�$ 7�8�
J#�3� ���#���#& )$�������#� �"����#� 1���#$ "���#$%%�)$(�� �# �� � ��� ����%&)��$%��&
�$# ��$%&�� �$�$� #�� -%6 �/"(�����#��%$ � ��" %6 A��� #$3%�(/ 
B�

� ,� ���*�(�-�'.�� ��/���� � �+��.� '.���'(� ��'(�

��11 � �(�$%&�� /�$�� �� A
��B ��.�� � � ���$#& � ��- =

∂Wn

∂τ
= �gΔT

[
1−W 2

n

]3/2 −Wn

[
1−W 2

n

]
+ �gK

[
1−W 2

n

]
. A��
B

K , �� /�$�� ��6 A��
B ��  # �% -/*0�2 ��-=

τ(Wn) =

∫ Wn

0

dx

�gΔT [1− x2]3/2 − x [1− x2] + �gK [1− x2]
. A���B

@#�# ��# ��$% ��.�� �$��'�#$#& $�$%�#�' �"�� ����%&)/6 ��-�#$���"/ @2% �$� <��% )$� ��
� � � ����

√
1− x2 = (x− 1)t ��# ��$% A���B �����-�#�6 " ��-/=

τ(Wn) =

∫ √
1−W2

n
Wn−1

−1

dt

t
(
−2tA
t2+1

−B − t2−1
t2+1

) , A���B

�- A = ΔT
√
νϕτϕ/lσ � B = κ

√
νϕτϕ. ��-$ ��# ��$% A���B �$� �=

τ(Wn) = − 1

B + 1

[
D2

1 + 1

D1(D1 −D2)
ln

∣∣∣∣
√

1−W 2
n

Wn − 1
−D1

∣∣∣∣
| − 1−D1| +

+
D2

2 + 1

D2(D2 −D1)
ln

∣∣∣∣
√

1−W 2
n

Wn − 1
−D2

∣∣∣∣
| − 1−D2| +

(B + 1)2

B2 − 1
ln

∣∣∣∣
√

1−W 2
n

Wn − 1

∣∣∣∣
]
,

�- 

D1 =
−A+

√
A2 + 1−B2

B + 1
, D2 =

−A−√
A2 + 1−B2

B + 1
.

<�%/' ��� $�$%�#�' �"� � , �� ����$-$ # � � )/%&#$#�� '��% ����� ��# ������$��6
/�$�� ��6 A���B� �$ ���� 
 ��"$)$�� ��%/' ��� )$�������#� �"����#� �# �� � ��� ��-��� '#�
��� -��#$#�'�� 3�%&,�� � � ��%$.- ��6� )$�������#� -��#��$*# ����� �#$(���$���� )�$' +
��2� �� �6 -��#�. ��6 ���#�6����� )�$' ��6 A-%6 "�$)��#$(���$���2 �"����#�B /� �&,$ #�6
� /� %�' �� � � � ��%$.- ��6� ��.�� ��- #&� '#� �"����#& �#$����#�6 ��'#� ���#�6���2 )$
�� �6 ���6-"$ τϕ ∼ 10−7 ��
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1.2

1.0

1.0

0.80.8

0.8

0.60.6

0.6

0.40.4

0.4

0.20.2

0.2

0.00.0

0.0

1

2

3

4

5

6

ττ

HI FGH

Wn

���� ��  ���!���" ������� �� ���!�
 �	# 
��	# ��	����  $%& �������� �� ��'	(
�) '
�(�
#)
��'��'!��
��� �����)	����
#* 0.4 ��  ��+ 0.1 �,  ��+ 0.05 �-�+ 0.7 �.��

0�.*1-����

��# ������$�� /�$�� ��6 ?�33�$5�����$� /'�#��$*0 �� )$�������#& �"����#� ���#$ �#
�� � �� ��� �$)%�'��� � � ��%$.- ���� ��)��%6 # ��� - %�#& �� �6 � �#$(���$����� � +
���-$ ���#$ - �-��#$� <�"$)$��� '#� � /� %�' �� � � � ��%$.- ��6 �#$(���$��� )�$' �� 
�"����#� ���#$ -��#��$ #�6 3��#�  � �� �6 � �#$(���$����#� /� �&,$ #�6 �� !"���� �(�$%&+
���/ )$"��/� E�$�� �� $3��%*#��� � %�'�� �$�' #��� �� � � � �#$(���$����#� ��� ���# 
� ���'��� - �-��#�� � !"�� ��� �#$%&���� �� � �$�� ����"��"����#���� )$#� �- �$��6 �$+
%�� �3L ��� A"$� %& � #$%%�' �"�� .�-"��# 2� � � ��%$.- ���� � )$"���#$%%�)��$���� �
!% "#���$���#��� % ��#$#��$�B ��"$)��$ #� '#� ���3%�. �� "�$)��#$(���$����� ���#$ ���
# �� #�' �"�� �$�' #$� 6�%6 #�6 ����, 2 $����"���$(� 2 -%6 ��$�� ��6 # ���� � !"�� ��+
� �#$�

?�G?HF IG JK% LKM

+� N��	�� ��# ��	���� ��# N�		���!E��
� �� E�������
	���� �����
�	� 
� ������	�"������ ���!
�	����� E��G"����' G���
��� �����O������ 
��	������
�# -,+,� =P+ ��

-� F��� L�# Q
��� �� Q���������	���� ������ �����������
� E��G"����' G���
��� �����O������

��	������
�# -,+/� /,, ��

/� 5RSTUV38 W�# XRSYZ@U [�:� X8\\D�]TU3DUZ ^UZ_8`8UZ aUb `TY bRc8_Sd 3U28Ze 8Z`YbaR^Y 8Z R \8ZRbd
DdD`Y3 11 [TdD8^R W' 5`R`8D`8^RS fY^TRZ8^D RZ_ 8`D WccS8^R`8UZD� -,+4� gUS� ==0� [� +4+�+0+�
()*' +,�+,+41h�cTdDR�-,+.�+-�,=-

=� 6YSYZ`RZU (�# 6bV^TReR f�# iU3YbU A�# jS!XRZRUV8 f� 7V3Yb8^RS D83VSR`8UZ Ua ZR`VbRS ^UZ2Y^`8UZ RZ_
cTRDY!^TRZeY 8Z R TUb8kUZ`RS lb8_e3RZ RccRbR`VD 11 *Z`YbZR`8UZRS AUVbZRS Ua 7V3Yb8^RS fY`TU_D aUb
mYR` n oSV8_ oSUp� -,++� gUS� -+� *DDVY =� -,,P� [� /44�/04� ()*' +,�++,P1,q4+../+++++-/,4.

http://dx.doi.org/10.1016/j.physa.2015.12.042
http://dx.doi.org/10.1108/09615531111123065
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.� :UDD f�l�# rR6U3\Y A�6�# ]YZZYZTUVDY r�W�# XS8^@D3RZ f�j�# s8ZDR j�W� (YZ_b8`8^ ebUp`T `8c 2YSU^8!
`8YD RZ_ bR_88 Ua ^Vb2R`VbY 8Z 38^bUebR28`d 11 fY`RSSVbe8^RS RZ_ fR`Yb8RSD ]bRZDR^`8UZD W� +qqq� gUS� /,�
*DDVY +-� [� /+00�/+q,� ()*' +,�+,,01D++44+!qqq!,--P!,

4� mVS`ebYZ i�# (YDR8 [�(�# mRp@8ZD (�]�# XSY8DYb f�# :YSSYd :�:�# sRe3RZ (� 5YSY^`Y_ 2RSVYD Ua `TY
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The evolution of the growth rate of a dendritic tip for nonisothermal crystal growth from the moment of crystal
formation to the moment when the growth rate attains its steady-state value is considered. Gibbs–Thomson
condition for highly nonequilibrium rapidly moving crystallization of a pure one-component liquid is used to
determine the time dependence of the growth rate of a dendritic tip. It is shown that the dependence of the
growth rate on overcooling has the form of an exponential law. Under the condition of constant overcooling
an estimation of the time of reaching the steady-state regime of growth is obtained. The analytically derived
velocity of growth as a function of time coincides with numerical calculations.
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