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1

�àññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà

ẋ = A(t)x+B(t)u, t ∈ R, x ∈ R
n, u ∈ R

m, (1)

â ïðåäïîëîæåíèè íåïðåðûâíîñòè ïî t è s ìàòðèöû Êîøè X(t, s) ñâîáîäíîé ñèñòåìû ẋ = A(t)x. Íà
êàæäîì îòðåçêå [τ, τ + ϑ] �èêñèðîâàííîé äëèíû ϑ çàäàåòñÿ íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Zτ �óíêöèé,

îïðåäåëåííûõ íà ýòîì îòðåçêå. Óïðàâëåíèå u íà îòðåçêå [τ, τ +ϑ] íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè u ∈ Zτ

è ñóùåñòâóåò Qτ (u) :=
∫ τ+ϑ

τ
X(τ, s)B(s)u(s) ds. Âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Uτ ïðîñòðàíñòâà Zτ , íà êî-

òîðîì îïðåäåëåí îïåðàòîð Qτ , íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé äëÿ ñèñòåìû (1) íà

îòðåçêå [τ, τ+ϑ]. Ïðåäëîæåíî îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (1) äëÿ ñëó÷àÿ

ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòè ïðîñòðàíñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé îò ìîìåíòà íà÷àëà ïðîöåññà óïðàâ-

ëåíèÿ. Ïîëó÷åíû ïðÿìûå è äâîéñòâåííûå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ïîëíîé

óïðàâëÿåìîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû â ýòîé ñèòóàöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äîëæíîì âûáîðå ïðîñòðàíñòâà

äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû êëàññè÷åñêèì îïðåäåëåíèÿì ðàâíîìåðíîé

ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíûå óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû, ðàâíîìåðíàÿ ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü.
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�àññìîòðèì íåñòàöèîíàðíóþ ëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ = A(t)x+B(t)u, x ∈ R
n, u ∈ R

m, t ∈ R, (1)

òàêóþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñâîáîäíàÿ ñèñòåìà

ẋ = A(t)x, x ∈ R
n, t ∈ R, (2)

èìååò ìàòðèöó Êîøè X(t, s), íåïðåðûâíóþ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé. Äðóãèå òðåáîâàíèÿ ê ñè-

ñòåìàì (1) è (2) áóäåì �îðìóëèðîâàòü ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè.

Ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà R
n
(âåêòîð-ñòîëáöû) è ýëåìåíòû ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà R

n′

(âåêòîð-ñòðîêè) áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìàòðèöû ðàçìåðîâ n × 1 è 1 × n ñîîòâåòñòâåí-

íî, çàïèñûâàÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ x, y ∈ R
n
â âèäå xT y, à äåéñòâèå ëèíåéíîé

�îðìû f ∈ R
n′

íà âåêòîð x ∈ R
n
� â âèäå fx. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðè íåîáõîäèìîñòè áóäåò

èñïîëüçîâàòüñÿ è îáîçíà÷åíèå f(x). Åñëè äëÿ êàêèõ-ëèáî çàäàííûõ f ∈ R
n′
è x ∈ R

n
âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî f(x) = 0, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð x è êîâåêòîð f îðòîãîíàëüíû, à òàêæå

èñïîëüçîâàòü îáû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ x⊥f èëè f⊥x.
Íîðìà â R

n
âñþäó äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ åâêëèäîâîé, à â ïðîñòðàíñòâå R

n×n
âåùåñòâåííûõ

n× n-ìàòðèö èñïîëüçóåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà, ò. å. ìàòðè÷íàÿ íîðìà, ïîä÷èíåííàÿ åâêëèäî-

âîé âåêòîðíîé íîðìå. Âåêòîðû êàíîíè÷åñêîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå R
n

îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç ek, k = 1, . . . , n.
Äëÿ ñèñòåìû (1) ïîñòàâèì çàäà÷ó òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà íåêîòîðîì îòðåçêå [t0, t1]

ñ íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì óñëîâèÿìè x(t0) = x0 è x(t1) = x1. Çàäàäèì òàêæå íåêîòîðîå ìíî-

æåñòâî äîïóñòèìûõ ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ êàê ìèíèìóì ñóùåñòâîâàíèå

ðåøåíèÿ ëþáîé çàäà÷è Êîøè ñ ïðîèçâîëüíûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì â òî÷êå t0 è åãî ïðîäîëæè-

ìîñòü íà âåñü îòðåçîê [t0, t1]. Åñëè äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå, îáåñïå÷èâàþùåå ïåðåâîä ñèñòåìû èç

1

Èññëåäîâàíèÿ âòîðîãî àâòîðà âûïîëíåíû ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò 16�01�00346).
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ñîñòîÿíèÿ x(t0) = x0 â ñîñòîÿíèå x(t1) = x1, ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé ïàðû íà÷àëüíîãî è êîíå÷íî-

ãî ñîñòîÿíèé (x0, x1), òî, êàê èçâåñòíî [1, . 138℄, [2℄, ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ âïîëíå óïðàâëÿåìîé
íà îòðåçêå [t0, t1].

Ñâîéñòâà íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ìîãóò èçìåíÿòüñÿ, ïîýòîìó, äàæå åñ-

ëè ñèñòåìà (1) âïîëíå óïðàâëÿåìà íà ëþáîì îòðåçêå âåùåñòâåííîé îñè, õàðàêòåðèñòèêè óïðàâ-

ëåíèé, ñâÿçûâàþùèõ äâà �èêñèðîâàííûõ ñîñòîÿíèÿ íà ðàçíûõ îòðåçêàõ, ìîãóò ñèëüíî îòëè-

÷àòüñÿ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå âèäû óïðàâ-

ëÿåìîñòè.

Ñîãëàñíî [2℄ ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå

ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ϑ è αi, i = 1, . . . , 4, ÷òî ïðè âñåõ τ ∈ R ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

α1E 6 W (τ, τ + ϑ) 6 α2E, (3)

α3E 6 Ŵ (τ, τ + ϑ) 6 α4E, (4)

ãäå ìàòðèöà óïðàâëÿåìîñòè (ìàòðèöà Êàëìàíà) W îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

W (t0, t1) =

∫ t1

t0

X(t0, s)B(s)BT (s)XT (t0, s) ds, (5)

ìàòðèöà E ∈ R
n×n

� åäèíè÷íàÿ, Ŵ (τ, τ + ϑ) = X(τ + ϑ, τ)W (τ, τ + ϑ)XT (τ + ϑ, τ).
Åñëè óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè âûïîëíåíû äëÿ íåêîòîðîãî

çàðàíåå âûáðàííîãî çíà÷åíèÿ ϑ > 0, òî ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿå-
ìîé [3℄.

Íåðàâåíñòâà ìåæäó ìàòðèöàìè â (3) è (4) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñëîâíóþ çàïèñü íåðàâåíñòâ

ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè êâàäðàòè÷íûìè �îðìàìè è îçíà÷àþò âûïîëíåíèå ïðè âñåõ h ∈ R
n

îáû÷íûõ íåðàâåíñòâ

α1‖h‖
2
6 hTW (τ, τ + ϑ)h =

∫ τ+ϑ

τ

‖hTX(τ, s)B(s)‖2ds 6 α2‖h‖
2,

α3‖h‖
2 6 hT Ŵ (τ, τ + ϑ)h =

∫ τ+ϑ

τ

‖hTX(τ + ϑ, s)B(s)‖2ds 6 α4‖h‖
2.

(6)

Åñëè ñèñòåìà (1) ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà ïî Êàëìàíó, òî äëÿ ëþáûõ x0, x1 ∈ R
n

íà êàæäîì îòðåçêå [τ, τ + ϑ] îïðåäåëåíû êàëìàíîâñêèå óïðàâëåíèÿ

u1(t) = −BT (t)XT (τ, t)W−1(τ, τ + ϑ)x0, u2(t) = BT (t)XT (τ + ϑ, t)Ŵ−1(τ, τ + ϑ)x1, (7)

ïåðâîå èç êîòîðûõ ïåðåâîäèò ñèñòåìó (1) èç ñîñòîÿíèÿ x(τ) = x0 â ñîñòîÿíèå x(τ+ϑ) = 0, à âòî-
ðîå � èç ñîñòîÿíèÿ x(τ) = 0 â ñîñòîÿíèå x(τ+ϑ) = x1. Ñîãëàñíî [2℄ (ñì. òàêæå [4℄) íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (1) ïî Êàëìàíó ÿâëÿåòñÿ ïðèíàäëåæ-

íîñòü ýëåìåíòîâ ìàòðèöû B ïðîñòðàíñòâó Lloc
2 (R) �óíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì íà

ëþáîì îòðåçêå âåùåñòâåííîé îñè. Ïîýòîìó óïðàâëåíèÿ (7) ïðè êàæäîì τ ∈ R ïðèíàäëåæàò

êëàññó L2[τ, τ + ϑ]. Áîëåå òîãî, ïî ïîñòðîåíèþ îíè èìåþò ìèíèìàëüíóþ L2-íîðìó ñðåäè âñåõ

óïðàâëåíèé, îñóùåñòâëÿþùèõ óêàçàííûå ïåðåõîäû [2℄ (ñì. òàêæå [5, ñ. 86�92℄). Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ðàâåíñòâà (7) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ìåòðè÷åñêèõ îáîáùåííûõ îáðàò-

íûõ îïåðàòîðîâ [6, ñ. 43℄ ê èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðàì êîíå÷íîãî ðàíãà

x0 = −

∫ τ+ϑ

τ

X(τ, s)B(s)u(s) ds, x1 =

∫ τ+ϑ

τ

X(τ + ϑ, s)B(s)u(s) ds, (8)

äåéñòâóþùèì èç L2[τ, τ + ϑ] â R
n
. Áëàãîäàðÿ åâêëèäîâîñòè íîðìû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà îòîáðà-

æåíèÿ, ñòàâÿùèå óïðàâëåíèÿ u1 è u2 â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðàì x0 è x1, ëèíåéíû. Åñëè ïðåäïî-

ëàãàòü îïåðàòîðû (8) äåéñòâóþùèìè íà äðóãèõ �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, òî îòîáðàæå-

íèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ îáîáùåííûìè îáðàòíûìè ê íèì, ìîãóò áûòü íåëèíåéíûìè, ìíîãîçíà÷íûìè

è îáëàäàòü äîñòàòî÷íî íåóäîáíûìè ñâîéñòâàìè.
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Äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâà îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ �óíêöèé àëüòåðíàòèâó îïðåäåëåíèþ

ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ïî Êàëìàíó (3), (4) äàåò îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ïîëíîé

óïðàâëÿåìîñòè ïî Òîíêîâó, ñîãëàñíî êîòîðîìó ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå

óïðàâëÿåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî l > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ x0 íà âñÿêîì îò-

ðåçêå äëèíû ϑ íàéäåòñÿ óïðàâëåíèå u, îáåñïå÷èâàþùåå ïåðåâîä ñèñòåìû (1) èç ñîñòîÿíèÿ x0
â ñîñòîÿíèå 0 íà ýòîì îòðåçêå è óäîâëåòâîðÿþùåå íà íåì îöåíêå ‖u(t)‖ 6 l‖x0‖. Åñëè êîý�-

�èöèåíòû ñèñòåìû (1) îãðàíè÷åíû, òî ðàâíîìåðíàÿ ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü ïî Òîíêîâó ýêâèâà-

ëåíòíà ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ïî Êàëìàíó. Ýòà ýêâèâàëåíòíîñòü áûëà èçâåñòíà

Å.Ë. Òîíêîâó ïî ìåíüøåé ìåðå ñ íà÷àëà 1970-õ, íî ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå îïóáëèêîâàíî

çíà÷èòåëüíî ïîçäíåå [7℄ (ñì. òàêæå [5, ñ. 95℄).

Â ñàìîì îáùåì âèäå èäåÿ ϑ-ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñîñòîèò â îñóùåñòâèìîñòè

íà âñÿêîì îòðåçêå âðåìåíè äëèíû ϑ ïåðåõîäà ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè ñèñòåìû ïðè

ïðèìåðíî îäèíàêîâûõ çàòðàòàõ íà äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé

çàäàííîé ïàðû ñîñòîÿíèé ýòè çàòðàòû ñëàáî çàâèñÿò îò ìîìåíòà íà÷àëà ïðîöåññà.

Êîíñòðóêöèÿ Êàëìàíà îñíîâàíà íà èñïîëüçîâàíèè äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, ïðèíàäëåæà-

ùèõ ïðîñòðàíñòâàì L2[τ, τ + ϑ], è ïîíèìàíèè çàòðàò êàê íîðìû â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ, êîòî-

ðàÿ â [2℄ íàçûâàåòñÿ ¾ontrol energy¿. Îïðåäåëåíèå Òîíêîâà, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîäðàçóìåâàåò

äîïóñòèìîñòü îãðàíè÷åííûõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ëèáî èçìåðèìûõ óïðàâëåíèé è èñïîëüçóåò

â êà÷åñòâå çàòðàò èõ ÷åáûø¼âñêèå íîðìû. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñëàáîñòü çàâèñèìîñòè çàòðàò íà

óïðàâëåíèå îò ìîìåíòà íà÷àëà ïðîöåññà èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê èõ äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà, ðàâ-

íîìåðíàÿ ïî τ .
Çà�èêñèðóåì íåêîòîðîå ϑ è ïî àíàëîãèè ñ ýòèìè êëàññè÷åñêèìè êîíñòðóêöèÿìè óñëîâèìñÿ

ñ÷èòàòü óïðàâëåíèå u íà îòðåçêå [τ, τ + ϑ] äîïóñòèìûì, åñëè äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò èíòåãðàë

Bτ (u) :=

∫ τ+ϑ

τ

B(s)u(s)ds,

ïîíèìàåìûé êàê èíòåãðàë Ëåáåãà îò âåêòîð-�óíêöèè, à ñàìî îíî ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó

çàäàííîìó íîðìèðîâàííîìó ïðîñòðàíñòâó Zτ �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ýòîì îòðåçêå (ñâîåìó

ïðè êàæäîì τ). Ìåðîé çàòðàò íà óïðàâëåíèå u íà îòðåçêå [τ, τ+ϑ] áóäåì ñ÷èòàòü åãî íîðìó ‖u‖τ
â ïðîñòðàíñòâå Zτ . Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé îáîçíà÷èì ÷åðåç Uτ . Â ñèëó ëèíåéíîñòè

îòîáðàæåíèÿ u 7→ Bτ (u) ìíîæåñòâî Uτ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì â ïðîñòðàíñòâå Zτ .

Ïðè ýòîì, åñëè îïåðàòîð Bτ íå íåïðåðûâåí, ìíîãîîáðàçèå Uτ ìîæåò áûòü íåçàìêíóòûì ïîäìíî-

æåñòâîì Zτ . Â òàêîì ñëó÷àå îíî íå áóäåò ïîäïðîñòðàíñòâîì íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà Zτ .

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñ�îðìóëèðîâàííàÿ îáùàÿ èäåÿ ìîæåò áûòü ëåãêî ðåàëè-

çîâàíà äëÿ ñèñòåìû

ẋ = B(t)u, x ∈ R
n, u ∈ R

m, t ∈ R, (9)

ò. å. ñèñòåìû (1)  íóëåâîé ìàòðèöåé A.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèñòåìà (9) íàçûâàåòñÿ ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé, åñëè äëÿ ëþ-

áîé ïàðû íåñîâïàäàþùèõ ñîñòîÿíèé x0, x1 ∈ R
n
ñóùåñòâóþò ÷èñëà M(x0, x1) > m(x0, x1) > 0

òàêèå, ÷òî ïðè âñÿêîì τ ∈ R íàéäåòñÿ äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò îöåí-

êå ‖u‖τ 6 M(x0, x1) è ïåðåâîäèò ñèñòåìó èç ñîñòîÿíèÿ x(τ) = x0 â ñîñòîÿíèå x(τ + ϑ) = x1,
ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî óïðàâëåíèÿ, îñóùåñòâëÿþùåãî òàêîé ïåðåõîä, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖u‖τ > m(x0, x1).

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ ñîâïàäàþùèõ ñîñòîÿíèé x0 = x1 âñåãäà ñóùåñòâóåò ñâÿçûâàþùåå èõ

íóëåâîå óïðàâëåíèå, è ïîýòîìó äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà M(x0, x0) = m(x0, x0) = 0.
Åñëè óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 1 âûïîëíåíû, òî ñîâïàäåíèå íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèé �

åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, êîãäà òàêèå ðàâåíñòâà âîçìîæíû.

Çàìå÷àíèå 2. Ïîñêîëüêó äëÿ âñÿêîãî óïðàâëåíèÿ u, ïåðåâîäÿùåãî x0 â x1, ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî x1 − x0 = Bτ (u), òàêîå óïðàâëåíèå îäíîâðåìåííî ïåðåâîäèò ñîñòîÿíèå x0 − x1 â íóëü
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è íóëåâîå ñîñòîÿíèå â x1−x0. Ïîýòîìó óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 1 äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü ëèøü äëÿ

ïàð ñîñòîÿíèé êàêîãî-ëèáî îäíîãî èç âèäîâ: (x0, 0) èëè (0, x1).

Ëåììà 1. Ïóñòü Cµ, µ ∈ M, � ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ Rn
. Åñëè

èõ ïåðåñå÷åíèå P :=
⋂

µ∈M

Cµ ñîäåðæèò îêðåñòíîñòü íóëÿ, òî ìíîæåñòâî S :=
⋃
µ

Cµ ëèáî

îãðàíè÷åíî, ëèáî ñîäåðæèò íåêîòîðûé ëó÷ ñ íà÷àëîì â íóëå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè S îãðàíè÷åíî, òî îíî íå ñîäåðæèò íèêàêîãî ëó÷à. Ïóñòü

S � íåîãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk, k ∈ N, òàêàÿ, ÷òî

xk ∈ Cµ(k) ïðè íåêîòîðîì µ(k) ∈ M è ‖xk‖ → +∞ ïðè k → ∞. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ‖xk‖ 6= 0
äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k ∈ N. Çàðàíåå âûáèðàÿ ïîäõîäÿùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,

ìîæíî ñðàçó ñ÷èòàòü, ÷òî ‖xk‖ 6= 0 ïðè âñåõ k ∈ N è, â ñèëó êîíå÷íîìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà R
n
,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk/‖xk‖ ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó h0 ∈ R
n
, ‖h0‖ = 1. Ïðåäñòàâèì xk

â âèäå xk = yk+zk, ãäå yk‖h0, zk⊥h0. Òîãäà yk = (xTk h0)h0, è ïîýòîìó ‖yk‖/‖xk‖ = |xTk h0|/‖xk‖ →
→ ‖h0‖

2 = 1, ‖zk‖
2/‖xk‖

2 = (‖xk‖
2 − ‖yk‖

2)/‖xk‖
2 → 0 ïðè k → ∞.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zk ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íóëåâûõ ÷ëåíîâ, òî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü xk ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âåêòîðîâ, êîëëèíåàðíûõ âåêòîðó h0. Â ýòîì ñëó÷àå

ìíîæåñòâî S ñîäåðæèò ëó÷ ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì h0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, îòáðàñûâàÿ ïðè

íåîáõîäèìîñòè êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåâûõ íà÷àëüíûõ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè zk è ñäâèãàÿ
íóìåðàöèþ, ïðè êàæäîì k ∈ N ïîëîæèì vk = −zk/‖zk‖ è γk = ‖zk‖/(1 + ‖zk‖). Î÷åâèäíî,
‖vk‖ = 1, γk ∈]0, 1[, 1− γk = 1/(1 + ‖zk‖) ∈]0, 1[.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîæåñòâî P ñîäåðæèò çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð

ïðîñòðàíñòâà R
n
ñ öåíòðîì â íóëå. Òîãäà vk ∈ P ⊂ Cµ(k), è ïîýòîìó âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ

wk := γkvk + (1 − γk)xk = yk/(1 + ‖zk‖) = ‖yk‖h0/(1 + ‖zk‖) òàêæå ëåæèò â Cµ(k). Ïîñêîëüêó

0 ∈ P ⊂ Cµ(k), â Cµ(k) ñîäåðæèòñÿ âåñü îòðåçîê îò 0 äî wk. Ïðè ýòîì âñå âåêòîðû wk, k ∈ N,

êîëëèíåàðíû âåêòîðó h0 è â ñèëó ñîîòíîøåíèé

‖wk‖ =
‖yk‖

1 + ‖zk‖
=

‖xk‖
−1‖yk‖

‖xk‖−1 + ‖xk‖−1‖zk‖
→ +∞, k → ∞,

âåñü ëó÷ ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì h0 è íà÷àëîì â íóëå ñîäåðæèòñÿ â S. Ëåììà 1äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè M � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî. Ìû íå âû-

äåëÿåì ýòîò ñëó÷àé, ïîñêîëüêó îí îõâàòûâàåòñÿ ïðèâåäåííûì äîêàçàòåëüñòâîì.

Ïðè êàæäîì z ∈ R
n
÷åðåç U−

τ (z) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé u ∈ Uτ , ïåðåâîäÿùèõ ñè-

ñòåìó (9) èç ñîñòîÿíèÿ x(τ) = z â ñîñòîÿíèå x(τ+ϑ) = 0. Äëÿ ëþáîãî òàêîãî óïðàâëåíèÿ âûïîë-
íåíî ðàâåíñòâî z = −Bτ (u). Àíàëîãè÷íî: ÷åðåç U

+
τ (z) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé u ∈ Uτ ,

ïåðåâîäÿùèõ ñèñòåìó (9) èç ñîñòîÿíèÿ x(τ) = 0 â ñîñòîÿíèå x(τ+ϑ) = z. Äëÿ ëþáîãî u ∈ U+
τ (z)

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî z = Bτ (u). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî U−
τ (z) = U+

τ (−z) = −U+
τ (z).

Óòâåðæäåíèå 1. Ñèñòåìà (9) ÿâëÿåòñÿ ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé â ñìûñëå îïðå-

äåëåíèÿ 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà L > l > 0, ÷òî ïðè êàæ-

äîì τ ∈ R äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ x0 ∈ R
n
íàéäåòñÿ óïðàâëåíèå u ∈ U−

τ (x0), êîòîðîå óäîâëå-

òâîðÿåò îöåíêå ‖u‖τ 6 L‖x0‖, è äëÿ âñÿêîãî óïðàâëåíèÿ u ∈ U−
τ (x0) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖u‖τ > l‖x0‖.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ñèñòåìà (9) ÿâëÿåòñÿ ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé

â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå íåíóëåâîå ñîñòîÿíèå x0 ∈ R
n
è çàïèøåì åãî

ðàçëîæåíèå ïî êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ek ∈ R
n
, k = 1, . . . , n, â âè-

äå x0 = ξ1e1 + . . . + ξnen. Î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâû îöåíêè |ξk| 6 ‖x0‖. Ïîñòðîèì óïðàâëå-

íèÿ uk ∈ Uτ , ïåðåâîäÿùèå ñîñòîÿíèÿ ek, k = 1, . . . , n, â íóëü íà îòðåçêå [τ, τ +ϑ] è óäîâëåòâîðÿ-
þùèå îöåíêå ‖uk‖τ 6 M(ek, 0) èç îïðåäåëåíèÿ 1. Òîãäà óïðàâëåíèå u0 = ξ1u1 + . . .+ ξnun ∈ Zτ
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ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì, ïåðåâîäèò x0 â íóëü íà ýòîì îòðåçêå è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

‖u0‖τ 6 |ξ1| ‖u1‖τ + . . . + |ξn| ‖un‖τ 6 (|ξ1| + . . . + |ξn|)max
k

M(ek, 0) 6 n‖x0‖max
k

M(ek, 0). Ïî-

ëàãàÿ L := nmax
k

M(ek, 0), ïîëó÷èì ïåðâóþ èç òðåáóåìûõ îöåíîê ‖u0‖τ 6 L‖x0‖ äëÿ íåêîòîðî-

ãî u0 ∈ U−
τ (x0).

Ïðè êàæäîì τ ∈ R â Zτ ðàññìîòðèì âûïóêëîå ìíîæåñòâî Gτ := {u ∈ Uτ : ‖u‖τ 6 1}.
Åãî îáðàç Hτ := BτGτ ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè Bτ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ïîäìíîæåñòâîì R

n
.

Ïî äîêàçàííîìó, äëÿ ëþáîãî x ∈ R
n
, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ‖x‖ < L−1

, ïðè âñÿêîì τ ∈ R

íàéäåòñÿ óïðàâëåíèå ux ∈ U−
τ (x) òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖ux‖τ 6 L‖x‖ < 1. Ïîñêîëüêó

ux ∈ Gτ , èìååì âêëþ÷åíèå x ∈ Hτ , îçíà÷àþùåå, ÷òî êàæäîå Hτ , τ ∈ R, ñîäåðæèò åäèíè÷íûé

øàð ïðîñòðàíñòâà R
n
ñ öåíòðîì â íóëå è ðàäèóñîì L−1

. Ýòîò æå øàð, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæèò-

ñÿ è â ïåðåñå÷åíèè P =
⋂

τ∈RHτ . Òîãäà ïî ëåììå 1 ìíîæåñòâî S =
⋃

τ∈RHτ ëèáî îãðàíè÷åíî,

ëèáî ñîäåðæèò íåêîòîðûé ëó÷ ñ íà÷àëîì â íóëå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S ñîäåðæèò òàêîé ëó÷

ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì h0 ∈ R
n
. Òîãäà äëÿ ëþáîãî λ > 0 íàéäåòñÿ τ(λ) ∈ R, ïðè êîòîðîì

âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå λh0 ∈ Hτ(λ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå uλ ∈ U−
τ(λ)(λh0),

óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêå ‖uλ‖τ(λ) 6 1. Ïîñêîëüêó âêëþ÷åíèå uλ ∈ U−
τ(λ)(λh0) ýêâèâàëåíòíî

ðàâåíñòâó Bτ(λ)uλ = −λh0, òî óïðàâëåíèå vλ = uλ/λ óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå ‖vλ‖τ(λ) 6 1/λ

è ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó U−
τ(λ)(h0). Òåïåðü, âûáèðàÿ ïðîèçâîëüíîå λ > m−1(x0, 0), ïîëó÷àåì

ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì 1.

Òàêèì îáðàçîì, S íå ìîæåò ñîäåðæàòü íèêàêîãî ëó÷à ñ íà÷àëîì â íóëå è ïîýòîìó îãðà-

íè÷åíî â ñèëó ëåììû 1. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå l > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ S âûïîëíåíî íåðà-

âåíñòâî ‖x‖ 6 l−1
. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè êàæäîì τ ∈ R äëÿ ëþáîãî u ∈ Gτ ñïðàâåäëè-

âà îöåíêà ‖Bτu‖ 6 l−1
, êîòîðàÿ â ñèëó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà Bτ ýêâèâàëåíòíà âûïîëíåíèþ

íåðàâåíñòâà ‖Bτu‖ 6 l−1‖u‖τ äëÿ âñåõ u ∈ Uτ . Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ âñåõ u ∈ U−
τ (x0) èìååì

òðåáóåìóþ îöåíêó ‖u‖τ 6 l‖x0‖. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè ïîëîæèì M(x0, x1) = L‖x0−x1‖, m(x0, x1) = l‖x0−x1‖.
Èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå 2, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 1 ïðè òàêîì âûáîðå

�óíêöèé M è m âñå òðåáîâàíèÿ îïðåäåëåíèÿ 1 âûïîëíåíû. Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçàíî. �

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ Bτ , τ ∈ R, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî, åñëè êîíå÷íà

âåëè÷èíà

β := sup
τ∈R

‖Bτ‖, (10)

ãäå

‖Bτ‖ := sup
06=u∈Uτ

‖Bτ (u)‖

‖u‖τ
.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ñèñòåìà (9) ÿâëÿåòñÿ ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé, òî ñåìåé-

ñòâî îïåðàòîðîâ Bτ , τ ∈ R, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ Bτ , τ ∈ R, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè âñåõ τ ∈ R äëÿ ëþáîãî u ∈ Uτ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ‖Bτu‖ 6 β‖u‖τ ,
îáåñïå÷èâàåìîå, êàê ïîêàçàíî âûøå, îöåíêîé ñíèçó äëÿ óïðàâëåíèÿ â óòâåðæäåíèè 1, ïðè÷åì

β < +∞ â ñèëó òîãî, ÷òî β−1 = l > 0.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ Bτ , τ ∈ R, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî, òî ñèñòå-

ìà (9) ÿâëÿåòñÿ ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò

òàêîå ÷èñëî L > 0, ÷òî ïðè êàæäîì τ ∈ R äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ x0 ∈ R
n
íàéäåòñÿ óïðàâëå-

íèå u ∈ U−
τ (x0), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå ‖u‖τ 6 L‖x0‖.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç óòâåðæäåíèÿ 1 è ïîíÿòèÿ ðàâíîìåð-

íîé îãðàíè÷åííîñòè ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ.
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Ïðèìåð 1. Åñëè ìàòðèöà B íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà R, ‖B(t)‖ 6 b < +∞ è Zτ =
= C[τ, τ + ϑ], òî êàæäûé îïåðàòîð Bτ : C[τ, τ + ϑ] → R

n
îãðàíè÷åí, ïðè÷åì ñïðàâåäëèâû íåðà-

âåíñòâà ‖Bτ‖ 6 ϑmaxτ6t6τ+ϑ ‖B(t)‖ 6 ϑb. Â ýòîì ñëó÷àå çàêëþ÷åíèå ñëåäñòâèÿ 2 ýêâèâàëåíòíî

îïðåäåëåíèþ ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ïî Òîíêîâó äëÿ ñèñòåìû (9).

Èç ñëåäñòâèÿ 1 âûòåêàåò, ÷òî åñëè ñèñòåìà (9) ÿâëÿåòñÿ ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé,
òî ïðè êàæäîì τ îïåðàòîð Bτ íåïðåðûâåí, è ïîýòîìó åãî ÿäðî kerBτ := {u ∈ Uτ : Bτ (u) = 0}
çàìêíóòî â Uτ â òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàííîé èç Zτ . Ïðè òàêîì óñëîâèè â �àêòîð-ïðîñòðàíñòâå

Uτ/ kerBτ ìîæíî ââåñòè ñòàíäàðòíóþ íîðìó, ïîëàãàÿ ‖[v]‖τ = infz∈kerBτ
‖v − z‖τ äëÿ êàæäî-

ãî êëàññà ñìåæíîñòè [v] = v + kerBτ , v ∈ Uτ . Îïåðàòîð B̃τ : Uτ/ kerBτ → R
n
, äåéñòâóþùèé

ïî ïðàâèëó B̃τ ([v]) = Bτ (v), íàçûâàåòñÿ �àêòîð-îïåðàòîðîì, à óðàâíåíèå B̃τ ([v]) = −x0 �

�àêòîðèçîâàííûì óðàâíåíèåì [8, . 9℄, ñîîòâåòñòâóþùèì óðàâíåíèþ Bτ (u) = −x0. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî ñëåäñòâèå 2 ñâîäèò ðàâíîìåðíóþ ïîëíóþ óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû (9) ê ðàâíîìåð-

íîé ïî τ ∈ R êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè [8, . 7℄ ýòîãî �àêòîðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðàÿ

çàêëþ÷àåòñÿ â âûïîëíåíèè äëÿ âñåõ [v] ∈ Uτ/ kerBτ íåðàâåíñòâà ‖[v]‖τ 6 k‖B̃τ ([v])‖ ñ íåêîòî-

ðûì k > 0, íå çàâèñÿùèì îò [v]. Åñòåñòâåííî, äëÿ òàêîé ðàçðåøèìîñòè ìîãóò áûòü ñ�îðìóëèðî-
âàíû äâîéñòâåííûå óñëîâèÿ, âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê Bτ . Âàæíåéøèì

èõ ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, èñõîäíûå óñëîâèÿ Êàëìàíà.

Ïî îáùåìó ïðàâèëó [8, ñ. 13℄ îïåðàòîð B′
τ , àëãåáðàè÷åñêè ñîïðÿæåííûé îïåðàòîðó Bτ , äåé-

ñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà R
n′
ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ (ëèíåéíûõ �îðì, êîâåêòîðîâ) íà R

n
â ïðî-

ñòðàíñòâî U ′
τ , ñîñòîÿùåå èç R-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé φ : Uτ → R, è çàäàåòñÿ �îðìóëîé

(B′
τ ξ)(u) = ξBτu,

ãäå ξ ∈ R
n′
, u ∈ Uτ .

Ïóñòü òåïåðü U∗
τ ñîñòîèò èç âñåõ íåïðåðûâíûõ íà Uτ îòîáðàæåíèé φ ∈ U ′

τ . Åñëè ïîä äåé-

ñòâèåì B′
τ êàæäûé êîâåêòîð ξ ∈ R

n′
ïåðåõîäèò â íåêîòîðûé ýëåìåíò U∗

τ , òî ñîïðÿæåííûé

îïåðàòîð B′
τ íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì äëÿ Bτ . Òîïîëîãè÷åñêèé ñî-

ïðÿæåííûé äëÿ îïåðàòîðà Bτ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç B∗
τ .

Åñëè îïåðàòîð Bτ íåïðåðûâåí íà Uτ , òî ëþáîé �óíêöèîíàë âèäà ξBτ òîæå íåïðåðûâåí.

Ïîýòîìó òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð B∗
τ â ýòîì ñëó÷àå âñåãäà ñóùåñòâóåò, à åãî îá-

ëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âñå ïðîñòðàíñòâî R
n′
. Äëÿ ðàçðûâíîãî îïåðàòîðà Bτ íåêîòîðûå

(èëè âñå) �óíêöèîíàëû âèäà ξBτ ìîãóò îêàçàòüñÿ ðàçðûâíûìè. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèíÿòî ñ÷è-

òàòü, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèé ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó Bτ ñóùåñòâóåò, íî îïðåäåëåí íå íà âñåì

ïðîñòðàíñòâå êîâåêòîðîâ R
n′
, à ëèøü íà íåêîòîðîì åãî ñîáñòâåííîì ïîäïðîñòðàíñòâå D(B∗

τ ),
òàêîì, ÷òî ξBτ ∈ U∗

τ äëÿ ëþáîãî ξ ∈ D(B∗
τ ).

Òåîðåìà 1. Åñëè ñèñòåìà (9) ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1,

òî ïðè êàæäîì τ îïåðàòîð Bτ èìååò òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð B∗
τ , çíà÷åíèÿ

êîòîðîãî îïðåäåëåíû íà ëþáîì êîâåêòîðå ξ ∈ R
n′

è óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå

β1‖ξ‖ 6 ‖B∗
τξ‖ 6 β2‖ξ‖,

ãäå ÷èñëà β2 > β1 > 0 íå çàâèñÿò îò τ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ñèñòåìà (9) ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà â ñìûñëå îïðå-
äåëåíèÿ 1, òî ïî ñëåäñòâèþ 1 ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ Bτ ðàâíîìåðíî (ïî τ) îãðàíè÷åíî, ïîýòîìó
êàæäûé îïåðàòîð Bτ íåïðåðûâåí è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûé îïåðà-

òîð B∗
τ , îïðåäåëåííûé âñþäó íà R

n′
. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî ξ ∈ R

n′
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖B∗
τξ‖ = sup

06=u∈Uτ

|ξBτu|

‖u‖τ
6 ‖ξ‖ sup

06=u∈Uτ

‖Bτu‖

‖u‖τ
6 β‖ξ‖,

ãäå β îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (10).
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Îöåíèì ‖B∗
τξ‖ ñíèçó. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì x0 = ξT è ïî íåìó, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 1,

íàéäåì óïðàâëåíèå uξ ∈ U−
τ (x0), óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó ‖uξ‖τ 6 L‖ξ‖. Òîãäà |ξBτuξ| =

= |ξξT | = ‖ξ‖2 è |ξBτuξ| 6 ‖B∗
τ ξ‖‖uξ‖ 6 ‖B∗

τ ξ‖L‖ξ‖. Îòñþäà èìååì ‖B∗
τ ξ‖ > L−1‖ξ‖. Òåîðåìà 1

äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 4. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî β = l−1
, ãäå l � ÷èñëî èç óòâåð-

æäåíèÿ 1 (ò. å. èç àëüòåðíàòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ ϑ-ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè). Ïîýòî-
ìó â êà÷åñòâå ÷èñåë β2 > β1 > 0 â òåîðåìå 1 ìîãóò áûòü âçÿòû ëþáûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà,

óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì β2 > β = l−1
è β1 6 L−1

.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïðè êàæäîì τ îïåðàòîð Bτ èìååò òîïîëîãè÷åñêèé ñîïðÿæåííûé, çíà-

÷åíèÿ êîòîðîãî îïðåäåëåíû íà ëþáîì êîâåêòîðå ξ ∈ R
n′

è óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå

β1‖ξ‖ 6 ‖B∗
τξ‖ 6 β2‖ξ‖,

ãäå ÷èñëà β2 > β1 > 0 íå çàâèñÿò îò τ . Òîãäà ñèñòåìà (9) ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà

â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû âûïîëíÿþòñÿ òðåáîâàíèÿ

óòâåðæäåíèÿ 1. Âîçüìåì ëþáîå íåíóëåâîå ñîñòîÿíèå x0 ∈ R
n
è ïðîèçâîëüíîå óïðàâëåíèå

u ∈ U−
τ (x0). Òîãäà äëÿ ξ = xT0 èìååì ñîîòíîøåíèÿ

0 < ‖ξ‖2 = |ξx0| = |ξBτu| = |(B∗
τ ξ)u| 6 ‖B∗

τξ‖‖u‖τ 6 β2‖u‖τ‖ξ‖,

îòêóäà ñëåäóåò îöåíêà ‖u‖τ > β−1
2 ‖x0‖.

Ïîñòðîèì òåïåðü óïðàâëåíèå u0 ∈ U−
τ (x0), óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêå ïðîòèâîïîëîæíîãî çíà-

êà. Ïîñêîëüêó

‖B∗
τξ‖ = sup

06=u∈Uτ

‖(B∗
τ ξ)(u)‖

‖u‖τ
= sup

06=u∈Uτ

|ξBτu|

‖u‖τ
,

íåðàâåíñòâî ‖B∗
τξ‖ > β1‖ξ‖ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ξ ∈ R

n′
, ‖ξ‖ = 1, íàéäåòñÿ òàêîå u(ξ) ∈ Uτ ,

‖u(ξ)‖τ = 1, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |ξBτu(ξ)| > β1/2. Çà�èêñèðóåì τ ∈ R è ïðîâåäåì

ñëåäóþùèå ïîøàãîâûå ïîñòðîåíèÿ.

Íà ïåðâîì øàãå âîçüìåì ëþáîå ξ1 ∈ Rn′
, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ‖ξ1‖ = 1, íàéäåì

u1 = u(ξ1) è ïîëîæèì y1 = −Bτu1.
Íà âòîðîì øàãå âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ξ2 ∈ R

n′
, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ‖ξ2‖ = 1

è ξ2 ⊥ y1, íàéäåì u2 = u(ξ2) è ïîëîæèì y2 = −Bτu2.
Íà k-ì øàãå ïî ïîñòðîåííûì ðàíåå âåêòîðàì y1, . . . , yk−1 îáðàçóåì ïðîñòðàíñòâî Wk−1

êàê ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ýòèõ âåêòîðîâ, âûáåðåì ëþáîå ξk ∈ R
n′
, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâè-

ÿì ‖ξk‖ = 1 è ξk ⊥ Wk−1, íàéäåì uk = u(ξk) è ïîëîæèì yk = −Bτuk. Ýòè ïîñòðîåíèÿ âûïîëíè-

ìû áåç âñÿêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé è îãðàíè÷åíèé äî òåõ ïîð, ïîêà Wk−1 6= R
n
.

Ïóñòü Vk � k-ìåðíûé îáúåì ñèñòåìû âåêòîðîâ y1, . . . , yk, òîãäà ïðè k > 1 ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî Vk = Vk−1zk, ãäå zk = |ξkyk| � äëèíà ïðîåêöèè âåêòîðà yk íà íîðìàëü ê ïîäïðî-

ñòðàíñòâó Wk−1. Ïðè ýòîì V1 = ‖y1‖ > z1. Îòñþäà èìååì íåðàâåíñòâà

Vn = ‖y1‖

n∏

i=2

zi >

n∏

i=1

zi >

(
β1
2

)n

.

Íî Vn = |detY |, ãäå Y � ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ñòîëáöîâ y1, . . . , yn. Òàêèì îáðàçîì, ìàò-

ðèöà Y íåâûðîæäåíà, è ïîýòîìó âåêòîðû y1, . . . , yn ñîñòàâëÿþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà R
n
. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî Wn = R
n
, è ïðîâîäèìûé íàìè ïðîöåññ ïîñòðîåíèé çàâåðøèòñÿ íà øàãå ñ íîìå-

ðîì n.
Íà êàæäîì èç ñäåëàííûõ øàãîâ äëÿ ëþáîãî ξ ∈ R

n′
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

|ξyk| = |ξBτuk| = |(B∗
τξ)uk| 6 ‖B∗

τξ‖‖uk‖τ 6 β2‖ξ‖,
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ïîëàãàÿ â êîòîðûõ ξ = yTk , ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî ‖yk‖
2 6 β2‖y

T
k ‖ è, ñëåäîâàòåëüíî, îöåí-

êó ‖yk‖ 6 β2. Ïîñêîëüêó Y x = x1y1 + . . . + xnyn, ãäå x = (x1, . . . , xn)
T ∈ R

n
, îòñþäà èìååì

òàêæå îöåíêó

‖Y ‖ = sup
x 6=0

‖Y x‖

‖x‖
6 sup

x 6=0

n∑

i=1

‖yi‖|xi|

‖x‖
6

n∑

i=1

‖yi‖ 6 nβ2.

Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî [5, ñ. 94℄ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖Y −1‖ 6 ‖Y ‖n−1|detY |−1 6 (nβ2)
n−1(β1/2)

−n.

Âîçüìåì òåïåðü çà�èêñèðîâàííîå ðàíåå x0 ∈ R
n
è ðàçëîæèì åãî ïî áàçèñó y1, . . . , yn. Ïóñòü

x0 = µ1y1 + . . . + µnyn, ò. å. x0 = Y m0, ãäå m0 = (µ1, . . . , µn)
T ∈ R

n
. Òîãäà m0 = Y −1x0

è ‖m0‖ 6 ‖Y −1‖‖x0‖. Äëÿ óïðàâëåíèÿ u0 = µ1u1 + . . . + µnun èìååì ðàâåíñòâî Bτu0 = −x0
è îöåíêó ‖u0‖ 6 |µ1|‖u1‖ + . . . + |µn|‖un‖ 6 n‖m0‖ 6 n‖Y −1‖‖x0‖, ò. å. u0 ∈ U−

τ (x0)
è ‖u0‖ 6 γ‖x0‖, ãäå γ = n‖Y −1‖ 6 (2n)nβn−1

2 β−n
1 .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîëîæèòü l = β−1
2 è L = γ, òî âñå òðåáîâàíèÿ óòâåðæäåíèÿ 1 áóäóò

âûïîëíåíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà (9) ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà â ñìûñëå îïðåäåëå-

íèÿ 1. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 5. Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ áàçèñà óïðàâëåíèé, èñïîëüçîâàííûé ïðè äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû 2, ïðèìåíÿëñÿ â [9℄ (ñì. òàêæå [5, . 271℄) äëÿ ñëó÷àÿ Zτ = L2[τ, τ + ϑ] è â [10�12℄ äëÿ

ñëó÷àÿ Zτ = L∞[τ, τ + ϑ].

Çàìå÷àíèå 6. Íåêîòîðûå èç äîêàçàííûõ âûøå óòâåðæäåíèé ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê

ñëåäñòâèÿ îáùèõ òåîðåì �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà î ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(ñì., íàïðèìåð, [8℄). Ìû òåì íå ìåíåå ïðèâîäèì ïðÿìûå äîêàçàòåëüñòâà, èñïîëüçóþùèå êî-

íå÷íîìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà îáðàçîâ îïåðàòîðà Bτ . Ýòî ïîçâîëÿåò îòêàçàòüñÿ îò ïðèíÿòîãî

â [8℄ òðåáîâàíèÿ áàíàõîâîñòè ïðîñòðàíñòâ Zτ è ñäåëàòü ðàññóæäåíèÿ áîëåå ïðîçðà÷íûìè.

Çàìå÷àíèå 7. Äîêàçàòåëüñòâà, ïðèâåäåííûå âûøå, íå èñïîëüçóþò êîíêðåòíûé âèä îïåðà-

òîðà Bτ è îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿ ëþáîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, ïîðîæäàþùåé ëèíåéíûé

îïåðàòîð ñ êîíå÷íîìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì îáðàçîâ.

Â ñëó÷àå ñèñòåìû (9) âñå òðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâóþùåé ñâîáîäíîé ñèñòåìû ẋ = 0 ÿâëÿ-

þòñÿ ïîëîæåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ. Êàê òîëüêî ìû îòêàçûâàåìñÿ îò îäíîòî÷å÷íîñòè òðàåêòîðèé

ñâîáîäíîé ñèñòåìû, ò. å. ïåðåõîäèì ê ñëó÷àþ íåíóëåâîé ìàòðèöû A, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü

èçìåðåíèÿ îòêëîíåíèÿ öåëåâîãî ñîñòîÿíèÿ îò êîíå÷íîé òî÷êè òðàåêòîðèè ñâîáîäíîé ñèñòåìû,

èñõîäÿùåé èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, êàê îòìå÷åíî â [2℄, åñëè x1 = X(τ+ϑ, τ)x0,
òî äëÿ ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ x0 â ñîñòîÿíèå x1 ìîæíî îáîéòèñü íóëåâûì óïðàâëåíèåì, ñêîëü

áû ðàçëè÷íû íè áûëè ñîñòîÿíèÿ x0 è x1 ñàìè ïî ñåáå. È îáðàòíî, åñëè X(τ+ϑ, τ)x0 6= x0, òî äëÿ
óäåðæàíèÿ ñèñòåìû â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè x0 äîëæíî áûòü ïðèìåíåíî íåíóëåâîå óïðàâëåíèå,
âåëè÷èíà êîòîðîãî è, ñîîòâåòñòâåííî, çàòðàòû íà íåãî â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿò íå òîëüêî îò

ñîñòîÿíèÿ x0 è ìàòðèö A è B, íî è îò ìîìåíòà íà÷àëà ïðîöåññà τ . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàâíîìåð-
íàÿ ïî τ îöåíêà äëÿ çàòðàò íà óïðàâëåíèå, âûðàæàþùàÿñÿ òîëüêî ÷åðåç íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå

ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, ïðè A(t) 6≡ 0 íåâîçìîæíà.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå ñîñòîÿíèÿ x0, x1 ∈ R
n
ñèñòåìû (1) è ñâÿçûâàþùåå èõ óïðàâëåíèå u.

Òîãäà â ñèëó �îðìóëû Êîøè (�îðìóëû âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ) ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

x1 −X(τ + ϑ, τ)x0 = Q̂τ (u), (11)

ãäå

Q̂τ (u) :=

∫ τ+ϑ

τ

X(τ + ϑ, s)B(s)u(s) ds. (12)

Âûðàæåíèå x1 − X(τ + ϑ, τ)x0, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îòêëîíåíèå óïðàâëÿåìîé òðàåêòîðèè

â ìîìåíò τ+ϑ îò òðàåêòîðèè ñâîáîäíîé ñèñòåìû ñ òåì æå íà÷àëîì, â îáùåì ñëó÷àå ñóùåñòâåííî
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çàâèñèò îò τ . Îäíàêî â ðàññìîòðåííîì âûøå ñëó÷àå A(t) ≡ 0 îíî îò τ íå çàâèñèò, ïîñêîëüêó

ñîâïàäàåò ñ ðàçíîñòüþ x1 − x0, ÷òî è ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü äëÿ ñèñòåìû (9) ðàâíîìåðíûå ïî τ
îöåíêè óïðàâëåíèé. Ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåìû (1) òàêèå îöåíêè ìîæíî ïîëó÷èòü ëèøü äëÿ

ïàð ñîñòîÿíèé âèäà (0, x1) è (x0, 0), äëÿ êîòîðûõ ðàâåíñòâî (11) ïðèîáðåòàåò ñîîòâåòñòâåííî

âèä x1 = Q̂τ (u) è x0 = −Qτ (u), ãäå

Qτ (u) := X(τ, τ + ϑ)Q̂τ (u) =

∫ τ+ϑ

τ

X(τ, s)B(s)u(s) ds.

Ïîñêîëüêó èìåííî òàêèå è òîëüêî òàêèå ïàðû ðàññìàòðèâàëèñü â [2℄ ïðè �îðìóëèðîâêå êîí-

öåïöèè ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè

2

, ýòîãî îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî äëÿ ïåðåíîñà åå

êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ íà ðàññìàòðèâàåìóþ íàìè îáùóþ ñèòóàöèþ. Ïðè ýòîì îòëè÷èå îò

ñëó÷àÿ ñèñòåìû (9) áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ ëèøü â òîì, ÷òî âìåñòî îäíîãî óðàâíåíèÿ Bτ (u) = −x0
íóæíî áóäåò ðåøàòü äâà óðàâíåíèÿ x1 = Q̂τ (u) è x0 = −Qτ (u) àíàëîãè÷íîãî âèäà.

Ñíîâà çàäàäèì íà êàæäîì îòðåçêå [τ, τ + ϑ] íåêîòîðîå (ñâîå ïðè êàæäîì τ) íîðìèðîâàí-
íîå ïðîñòðàíñòâî Zτ �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ýòîì îòðåçêå, è â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü

óïðàâëåíèå u íà îòðåçêå [τ, τ +ϑ] äîïóñòèìûì, åñëè u ∈ Zτ è ñóùåñòâóåò Q̂τ (u). Êàê è â ñëó÷àå
ñèñòåìû (9), ìåðîé çàòðàò íà óïðàâëåíèå u íà îòðåçêå [τ, τ + ϑ] áóäåì ñ÷èòàòü åãî íîðìó ‖u‖τ
â ïðîñòðàíñòâå Zτ , à âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Zτ , íà êîòîðîì îïðåäåëåí îïå-

ðàòîð Q̂τ , îáîçíà÷èì ÷åðåç Uτ . Îáîçíà÷åíèÿ U+
τ (z) è U−

τ (z) áóäåì èñïîëüçîâàòü â ïðåæíåì

ñìûñëå, à ñèìâîë U±
τ (z) áóäåò îáîçíà÷àòü ëþáîå èç íèõ. Ïðè ýòîì áóäóò ñïðàâåäëèâû ëåãêî

ïðîâåðÿåìûå ðàâåíñòâà U−
τ (z) = U+

τ (−X(τ + ϑ, τ)z) = −U+
τ (X(τ + ϑ, τ)z).

Îïðåäåëåíèå 2. Ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé, åñëè äëÿ ëþ-

áîãî íåíóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ x0 ∈ R
n
ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà M(x0) > m(x0) > 0, ÷òî ïðè

âñÿêîì τ ∈ R äëÿ êàæäîãî óïðàâëåíèÿ u ∈ U±
τ (x0) ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖u‖τ > m(x0), ïðè÷åì

íàéäóòñÿ äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ u+ ∈ U+
τ (x0) è u− ∈ U−

τ (x0), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå
‖u±‖τ 6 M(x0).

Çàìå÷àíèå 8. Èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå 2, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà (9) ÿâëÿåòñÿ ϑ-ðàâ-
íîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ

ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.

Óòâåðæäåíèå 2. Ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé â ñìûñëå îïðå-

äåëåíèÿ 2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà L > l > 0, ÷òî ïðè êàæ-

äîì τ ∈ R äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ x0 ∈ R
n
íàéäóòñÿ óïðàâëåíèÿ u± ∈ U±

τ (x0), êîòîðûå óäîâëå-
òâîðÿþò îöåíêå ‖u±‖τ 6 L‖x0‖, è äëÿ âñÿêîãî óïðàâëåíèÿ u± ∈ U±

τ (x0) ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-

ñòâî ‖u±‖τ > l‖x0‖.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé, òî ñåìåé-

ñòâà îïåðàòîðîâ Qτ è Q̂τ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû.

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ Qτ è Q̂τ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, òî ñèñòå-

ìà (1) ÿâëÿåòñÿ ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâó-

åò òàêîå ÷èñëî L > 0, ÷òî ïðè êàæäîì τ ∈ R äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ x0 ∈ R
n
íàéäóòñÿ

óïðàâëåíèÿ u± ∈ U±
τ (x0), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå ‖u±‖τ 6 L‖x0‖.

Òåîðåìà 3. Åñëè ñèñòåìà (9) ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2,

òî ïðè êàæäîì τ äëÿ îïåðàòîðîâ Qτ è Q̂τ ñóùåñòâóþò òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûå èì

îïåðàòîðû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íà ëþáîì êîâåêòîðå ξ ∈ R
n′

óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì

β1‖ξ‖ 6 ‖Q̂∗
τ ξ‖ 6 β2‖ξ‖, β1‖ξ‖ 6 ‖Q∗

τ ξ‖ 6 β2‖ξ‖, (13)

ãäå ÷èñëà β2 > β1 > 0 íå çàâèñÿò îò τ .

2

Îíà áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà â [2℄ â ñëåäóþùåì âèäå: ¾In other words, one an always transfer x to 0 and 0 to x in

a �nite length σ of time; moreover, suh a transfer an never take plae using an arbitrarily small amount (or requiring

an arbitrarily large amount) of ontrol energy.¿
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü ïðè êàæäîì τ äëÿ îïåðàòîðîâ Qτ è Q̂τ ñóùåñòâóþò òîïîëîãè÷åñêè

ñîïðÿæåííûå èì îïåðàòîðû, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî ξ ∈ R
n′

âûïîëíåíû îöåíêè (13), â êîòîðûõ

÷èñëà β2 > β1 > 0 íå çàâèñÿò îò τ . Òîãäà ñèñòåìà (1) ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà â ñìûñëå
îïðåäåëåíèÿ 2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î óòâåðæäåíèÿ 2, ñëåäñòâèé 3 è 4, à òàêæå òåîðåì 3 è 4 ñ íåáîëüøè-

ìè èçìåíåíèÿìè ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1, ñëåäñòâèé 1 è 2, à òàêæå òåîðåì 1

è 2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü Zτ = L2[τ, τ + ϑ] è B ∈ Lloc
2 (R). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

‖Q∗
τξ‖

2 =

∫ τ+ϑ

τ

ξX(τ, s)B(s)BT (s)XT (τ, s)ξT ds =

=

∫ τ+ϑ

τ

‖ξX(τ, s)B(s)‖2ds = ξW (τ, τ + ϑ)ξT ,

‖Q̂∗
τ ξ‖

2 =

∫ τ+ϑ

τ

ξX(τ + ϑ, s)B(s)BT (s)XT (τ + ϑ, s)ξT ds =

=

∫ τ+ϑ

τ

‖ξX(τ + ϑ, s)B(s)‖2 ds = ξŴ (τ, τ + ϑ)ξT .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÿâëÿþùèõñÿ (â ñèëó [2, 4℄) íåîáõîäèìûìè

óñëîâèÿìè ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ïî Êàëìàíó, íåðàâåíñòâà (13) ýêâèâàëåíòíû

êëàññè÷åñêèì óñëîâèÿì Êàëìàíà (6).

Ïðèìåð 3. Ïóñòü Zτ = L∞[τ, τ + ϑ] è B ∈ Lloc
1 (R). Òîãäà

‖Q∗
τ ξ‖ =

∫ τ+ϑ

τ

‖ξX(τ, s)B(s)‖ds, ‖Q̂∗
τ ξ‖ =

∫ τ+ϑ

τ

‖ξX(τ + ϑ, s)B(s)‖ ds.

Â ðàáîòå [4℄ ââåäåíî ñâîéñòâî H(ϑ), îïðåäåëÿåìîå óñëîâèÿìè

β1‖ξ‖ 6

∫ τ+ϑ

τ

‖ξX(τ, s)B(s)‖ds 6 β2‖ξ‖, β3‖ξ‖ 6

∫ τ+ϑ

τ

‖ξX(τ + ϑ, s)B(s)‖ ds 6 β4‖ξ‖,

ñîâïàäàþùèìè ñ íåðàâåíñòâàìè (13) ïðè ñäåëàííûõ íàìè ïðåäïîëîæåíèÿõ. Ñîãëàñíî [4℄ ñâîé-

ñòâî H(ϑ) ïðè óñëîâèè îãðàíè÷åííîñòè âñåõ êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû (1) ýêâèâàëåíòíî êàê

ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ïî Òîíêîâó, òàê è ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè

ïî Êàëìàíó.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü Zτ = L1[τ, τ + ϑ], à ìàòðèöà B íåïðåðûâíà âñþäó íà R. Òîãäà

‖Q∗
τ ξ‖ = max

s∈[τ,τ+ϑ]
‖ξX(τ, s)B(s)‖, ‖Q̂∗

τ ξ‖ = max
s∈[τ,τ+ϑ]

‖ξX(τ + ϑ, s)B(s)‖.

Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå ‖Q̂∗
τ ξ‖ > β1‖ξ‖ îêàçûâàåòñÿ íàèáîëåå áëèçêèì ïî �îðìå ê ñòàíäàðò-

íîìó íåÿâíîìó êðèòåðèþ ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè [1, ñ. 152℄ (ñì. òàêæå [13, ñ. 172℄) ñèñòåìû (1)

íà îòðåçêå [τ, τ + ϑ], ñîñòîÿùåìó â ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñòðîê ìàòðèöû X(τ, s)B(s) ïðè
s ∈ [τ, τ + ϑ], ò. å. â âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ξX(τ, s)B(s) 6≡ 0 íà [τ, τ + ϑ] ïðè ëþáîì ξ ∈ R

n′
.

Çàìå÷àíèå 9. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåì 3 è 4, êàê ýòî âèäíî èç èõ �îðìóëèðîâîê è ïðèâå-

äåííûõ ïðèìåðîâ, íåò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü â ÿâíîì âèäå íè ñàìè îïåðàòîðû Q∗
τ è Q̂∗

τ ,

íè èõ çíà÷åíèÿ íà êàêèõ-ëèáî êîâåêòîðàõ ξ ∈ R
n′
. Äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ëèøü åâêëèäîâû

íîðìû ýòèõ çíà÷åíèé â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R
n
.
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Ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì äèñêðåòíîé ïåðåìåííîé [14℄ áóäåì íàçûâàòü ìàòðè÷íîçíà÷íóþ

�óíêöèþ L, îïðåäåëåííóþ íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå J ⊂ R, âïîëíå îãðàíè÷åííîé, åñëè åå

çíà÷åíèÿ L(t) îáðàòèìû ïðè êàæäîì t ∈ J è ïðè íåêîòîðîì α > 0 äëÿ âñåõ t ∈ J âûïîëíå-

íû íåðàâåíñòâà ‖L(t)‖ 6 α è ‖L−1(t)‖ 6 α. Ïîñêîëüêó α2 > ‖L(t)‖‖L−1(t)‖ > 1, çäåñü âñåãäà

α > 1. Åñëè êîý��èöèåíòû ñâîáîäíîé ñèñòåìû (2) îãðàíè÷åíû, òî ïðè ëþáîì �èêñèðîâàí-

íîì T > 0 åå ìàòðèöà Êîøè X(τ + T, τ), âû÷èñëåííàÿ íà îòðåçêàõ [τ, τ + T ], ÿâëÿåòñÿ âïîëíå

îãðàíè÷åííîé íà R �óíêöèåé àðãóìåíòà τ . Â [2℄ óñòàíîâëåíî, ÷òî ϑ-ðàâíîìåðíàÿ ïîëíàÿ óïðàâ-
ëÿåìîñòü ñèñòåìû (1) ïî Êàëìàíó òàêæå âëå÷åò çà ñîáîé ïîëíóþ îãðàíè÷åííîñòü ïî τ ìàòðèöû
Êîøè X(τ + ϑ, τ) ñîîòâåòñòâóþùåé ñâîáîäíîé ñèñòåìû (2). Â [4℄ àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äî-

êàçàíî äëÿ óïîìÿíóòîãî âûøå â ïðèìåðå 3 ñâîéñòâà H(ϑ).

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè ñèñòåìà (1) ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà â ñìûñëå îïðåäåëå-

íèÿ 2, òî ìàòðèöà Êîøè X(τ + ϑ, τ) ñîîòâåòñòâóþùåé ñâîáîäíîé ñèñòåìû (2) âïîëíå îãðà-

íè÷åíà êàê �óíêöèÿ τ ∈ R.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå x0 ∈ R
n
è ïîëîæèì x1 = X(τ + ϑ, τ)x0.

Ïîëüçóÿñü óòâåðæäåíèåì 2, ïîñòðîèì óïðàâëåíèå u0 ∈ U−
τ (x0), óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêå

‖u0‖τ 6 L‖x0‖. Ïîñêîëüêó, êàê îòìå÷åíî âûøå ïðè îïðåäåëåíèè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ, âûïîë-

íåíî ðàâåíñòâî U−
τ (x0) = −U+

τ (x1), óïðàâëåíèå u1 = −u0 ïåðåâîäèò 0 â x1 íà îòðåçêå [τ, τ + ϑ]
è ïîýòîìó óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå ‖u1‖τ > l‖x1‖. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

l‖X(τ + ϑ, τ)x0‖ = l‖x1‖ 6 ‖u1‖τ = ‖u0‖τ 6 L‖x0‖, èç êîòîðûõ â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè x0
ñëåäóåò ïåðâàÿ èç òðåáóåìûõ îöåíîê ‖X(τ + ϑ, τ)‖ 6 L/l.

Âîçüìåì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå x1 ∈ R
n
è ïîëîæèì x0 = X(τ, τ + ϑ)x1. Ïîëüçóÿñü óòâåðæäå-

íèåì 2, ïîñòðîèì óïðàâëåíèå u1 ∈ U+
τ (x1), óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêå ‖u1‖τ 6 L‖x1‖. Ïîñêîëüêó

U+
τ (x1) = −U−

τ (x0), óïðàâëåíèå u0 = −u1 ∈ U−
τ (x0) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå ‖u0‖τ > l‖x0‖. Òàêèì

îáðàçîì, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ l‖X(τ, τ + ϑ)x1‖ = l‖x0‖ 6 ‖u0‖τ = ‖u1‖τ 6 L‖x1‖, èç
êîòîðûõ â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè x1 ñëåäóåò âòîðàÿ èç òðåáóåìûõ îöåíîê ‖X(τ, τ + ϑ)‖ 6 L/l.
Óòâåðæäåíèå 3 äîêàçàíî. �

Ñëåäñòâèå 5. Â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 3 íåðàâåíñòâà ‖X(τ+ϑ, τ)‖ 6 α è ‖X(τ, τ+ϑ)‖ 6 α
âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ëþáîãî α > 1, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ α > L/l ëèáî óñëîâèþ α > Lβ, ãäå
L è l � êîíñòàíòû èç óòâåðæäåíèÿ 2, β � ÷èñëî, îãðàíè÷èâàþùåå ñâåðõó íîðìû îïåðàòîðîâ

Qτ è Q̂τ ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.

Çàìå÷àíèå 10. Ñóùåñòâóåò è îáðàòíàÿ âçàèìîñâÿçü óñëîâèé ïîëíîé îãðàíè÷åííîñòè ìàò-

ðèöû Êîøè ñâîáîäíîé ñèñòåìû è ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (2). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì,

÷òî åñëè ìàòðèöà Êîøè ñèñòåìû (2) âïîëíå îãðàíè÷åíà, òî òðåáîâàíèÿ óòâåðæäåíèÿ 2, ñëåä-

ñòâèÿ 4 è òåîðåìû 4 äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü ëèøü äëÿ îäíîé èç çàäà÷: ëèáî ïåðåâîäà ñîñòîÿ-

íèÿ x0 â 0, ëèáî ïåðåâîäà íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèå x1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàññìîòðåíèþ
òîëüêî îäíîãî èç èíäåêñîâ ± è ëèøü îäíîãî èç îïåðàòîðîâ Qτ è Q̂τ , ïîñêîëüêó ïðè ýòîì óñëîâèè

îáå çàäà÷è ðàçðåøèìû îäíîâðåìåííî.

Åñëè êðîìå ïîëíîé îãðàíè÷åííîñòè ìàòðèöû Êîøè ñâîáîäíîé ñèñòåìû îãðàíè÷åííîé ÿâ-

ëÿåòñÿ è ìàòðèöà B, ‖B(t)‖ 6 b < +∞, à íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Uτ ìàæîðèðóåò íîðìó ïðî-

ñòðàíñòâà L1[τ, τ + ϑ] â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè íåêîòîðîì γ > 0 äëÿ ëþáîãî u ∈ Uτ âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî

‖u‖τ > γ

∫ τ+ϑ

τ

‖u(s)‖ds,

òî èç ñîîòíîøåíèé

‖Qτu‖ 6

∫ τ+ϑ

τ

‖X(τ, s)B(s)u(s)‖ds 6 αb

∫ τ+ϑ

τ

‖u(s)‖ds 6 αbγ−1‖u‖τ

âûòåêàåò àâòîìàòè÷åñêîå âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ñåìåéñòâà îïåðà-

òîðîâ Qτ è Q̂τ . Èìåííî äëÿ òàêîé ñèòóàöèè ñ�îðìóëèðîâàíî îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ïîë-

íîé óïðàâëÿåìîñòè ïî Òîíêîâó, ñîäåðæàùåå ëèøü îäíî óñëîâèå èç ÷åòûðåõ, ïðèñóòñòâóþùèõ

â îïðåäåëåíèè 2.



Îá îïðåäåëåíèè ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè 337

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2017. Ò. 27. Âûï. 3

Âî ìíîãèõ åñòåñòâåííûõ ñëó÷àÿõ èç ϑ0-ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (1)

âûòåêàåò åå ϑ-ðàâíîìåðíàÿ ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü ïðè âñåõ ϑ > ϑ0. Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîé

ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ïî Êàëìàíó è ñâîéñòâà H(ϑ) ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíû

â [2℄ è [4℄. Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ïî Òîíêîâó òàêîå ñâîéñòâî î÷åâèäíûì

îáðàçîì âûòåêàåò èç ëèíåéíîñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1), êîòîðàÿ ìîæåò íåîãðàíè÷åííî äîëãî

îñòàâàòüñÿ â ñîñòîÿíèè x = 0 ïðè óñëîâèè, ÷òî u = 0.
Â [2℄ èç ýòîãî ïðîñòîãî ñâîéñòâà âûâåäåíî îãðàíè÷åíèå íà ìàòðèöó Êîøè ñâîáîäíîé ñèñòå-

ìû (2), ñîîòâåòñòâóþùåé ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé ïî Êàëìàíó ñèñòåìå (1), èìåþùåå

âèä

‖X(t, s)‖ 6 η(|t− s|),

ãäå η � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ, t, s ∈ R ïðîèçâîëüíû. Â [2℄ óñòàíîâëåíî ëèøü ñóùåñòâîâàíèå

�óíêöèè η, íî åå êîíêðåòíûé âèä íå ïðèâåäåí. Â ðàáîòå [4℄ Â.À. Çàéöåâûì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

åñëè ñèñòåìà (1) ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà ïî Êàëìàíó ëèáî îáëàäàåò ñâîéñòâîì H(ϑ),
òî ñóùåñòâóåò òàêîå γ > 1, ÷òî äëÿ ëþáûõ t, s ∈ R, |t− s| 6 ϑ, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖X(t, s)‖ 6 γ.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü (ñì. íèæå êîíåö äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5), ÷òî ýòî ïîñëåäíåå óñëîâèå

(¾óñëîâèå d¿ â òåðìèíîëîãèè ðàáîòû [4℄) ýêâèâàëåíòíî òàê íàçûâàåìîìó óñëîâèþ îãðàíè÷åííîãî

ðîñòà

‖X(t, s)‖ 6 K exp
(
a|t− s|

)
(14)

(ãäå K > 1, a > 0 � íå çàâèñÿùèå îò t, s ∈ R êîíñòàíòû), êîòîðîå èíîãäà òàêæå íàçûâàåòñÿ

óñëîâèåì ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà [15℄. Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå [4℄ ïîëó÷åíî ñóùåñòâåííîå

óñèëåíèå ðåçóëüòàòà ðàáîòû [2℄.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãà óñëîâèÿ (14) äëÿ ñèñòåì, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåíèþ 2, ïðåäïî-

ëàãàåò ðàññìîòðåíèå ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè íà îòðåçêàõ ðàçíîé äëèíû è ïîýòîìó

òðåáóåò îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèé íà âûáîð ïðîñòðàíñòâ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, îïðåäåëåí-

íûõ íà ýòèõ îòðåçêàõ. Äëÿ èõ �îðìóëèðîâêè ââåäåì íîâûå îáîçíà÷åíèÿ, ó÷èòûâàþùèå âëèÿíèå

ïàðàìåòðà ϑ. Ñ ýòîé öåëüþ âìåñòî èíäåêñà τ , îáîçíà÷àþùåãî ïðèíàäëåæíîñòü îáúåêòà îòðåçêó
[τ, τ+ϑ], áóäåì èñïîëüçîâàòü èíäåêñ I, îáîçíà÷àþùèé ïðèíàäëåæíîñòü ïðîèçâîëüíîìó îòðåçêó
I ⊂ R.

Ïóñòü íà êàæäîì îòðåçêå I ⊂ R çàäàíû íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé ZI è ìíî-

æåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé UI .

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà ïðîñòðàíñòâ UI , I ⊂ R, ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîãëà-

ñîâàííîé, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ îòðåçêîâ I, J ⊂ R, òàêèõ, ÷òî J ⊂ I, èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå

ñâîéñòâà:

1) äëÿ âñÿêîãî u ∈ UI åãî ñóæåíèå u|J íà îòðåçîê J ñîäåðæèòñÿ â UJ , ïðè÷åì ‖u|J‖J 6 ‖u‖I ;
2) äëÿ âñÿêîãî u ∈ UJ �óíêöèÿ uI , ñîâïàäàþùàÿ ñ u íà J è ðàâíàÿ 0 íà I \ J , ñîäåðæèòñÿ

â UI , è ïðè ýòîì ‖uI‖I 6 ‖u‖J .

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ñèñòåìà ïðîñòðàíñòâ UI , I ⊂ R, ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííîé. Åñëè

ñèñòåìà (1) ϑ0-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2 ïðè íåêîòîðîì ϑ0 > 0,
òî îíà ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2 ïðè âñåõ ϑ > ϑ0, à äëÿ ìàò-

ðèöû Êîøè ñîîòâåòñòâóþùåé ñâîáîäíîé ñèñòåìû (2) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îãðàíè÷åííîãî

ðîñòà (14).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çà�èêñèðóåì êàêîå-ëèáî ϑ > ϑ0 è íàéäåì òàêîå k ∈ N, ÷òî âûïîë-

íåíû íåðàâåíñòâà (k−1)ϑ0 6 ϑ < kϑ0. Ïðè ïðîèçâîëüíîì τ ðàññìîòðèì îòðåçêè Θ := [τ, τ +ϑ],
I(k) := [τ, τ + kϑ0] è J(i) := [τ + (i− 1)ϑ0, τ + iϑ0], i = 1, . . . , k. Î÷åâèäíî,

I(k − 1) ⊂ Θ ⊂ I(k) =
k⋃

i=1

J(i).
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QΘu =

∫

Θ
X(τ, s)B(s)u(s) ds, Q̂Θu =

∫

Θ
X(τ + ϑ, s)B(s)u(s) ds,

QI(k)u =

∫

I(k)
X(τ, s)B(s)u(s) ds, Q̂I(k)u =

∫

I(k)
X(τ + kϑ0, s)B(s)u(s) ds,

QJ(i)u =

∫

J(i)
X(τ + (i− 1)ϑ0, s)B(s)u(s) ds, Q̂J(i)u =

∫

J(i)
X(τ + iϑ0, s)B(s)u(s) ds,

âûïîëíÿþùèåñÿ âñþäó íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êàæäîãî èç îïåðàòîðîâ.

Âîçüìåì ëþáîå u ∈ UI(k). Òîãäà

QI(k)u =
k∑

i=1

∫

J(i)
X(τ, s)B(s)u(s) ds =

=
k∑

i=1

X(τ, τ + (i− 1)ϑ0)

∫

J(i)
X(τ + (i− 1)ϑ0, s)B(s)u(s) ds =

k∑

i=1

X(τ, τ + (i− 1)ϑ0)QJ(i)u,

Q̂I(k)u =

k∑

i=1

∫

J(i)
X(τ + kϑ0, s)B(s)u(s) ds =

=

k∑

i=1

X(τ + kϑ0, τ + iϑ0)

∫

J(i)
X(τ + iϑ0, s)B(s)u(s) ds =

=

k∑

i=1

X(τ + kϑ0, τ + iϑ0)Q̂J(i)u.

Â ñèëó ñàìîñîãëàñîâàííîñòè ñèñòåìû ïðîñòðàíñòâ UI èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå u|J(i) ∈ UJ(i)

è íåðàâåíñòâî ‖u|J(i)‖J(i) 6 ‖u‖I(k). Êðîìå òîãî, èç ϑ0-ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè

ñèñòåìû (1), â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3, âûòåêàåò ïîëíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ïî s ∈ R ìàòðèöû Êîøè

X(s + ϑ0, s), à â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3 � ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ïî τ ñåìåéñòâ îïåðàòîðîâ

QI(k) è Q̂I(k) (ïðè �èêñèðîâàííûõ k è ϑ0). Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

QI(k)u =
k∑

i=1

X(τ, τ + (i− 1)ϑ0)QJ(i)u|J(i), Q̂I(k)u =
k∑

i=1

X(τ + kϑ0, τ + iϑ0)Q̂J(i)u|J(i)

è âûòåêàþùèå èç íèõ îöåíêè

‖QI(k)u‖ 6

k∑

i=1

‖X(τ, τ + (i− 1)ϑ0)‖‖QJ(i)u|J(i)‖ 6

6

k∑

i=1

αi−1‖QJ(i)u|J(i)‖ 6 (α− 1)−1αkβ‖u|J(i)‖J(i) 6 (α− 1)−1αkβ‖u‖I(k),

‖Q̂I(k)u‖ 6

k∑

i=1

‖X(τ + kϑ0, τ + iϑ0)‖‖Q̂J(i)u|J(i)‖ 6

6

k∑

i=1

αk−i‖Q̂J(i)u|J(i)‖ 6 (α− 1)−1αkβ‖u|J(i)‖J(i) 6 (α− 1)−1αkβ‖u‖I(k),

ãäå β îãðàíè÷èâàåò ñâåðõó íîðìó îïåðàòîðîâ QI(k) è Q̂I(k), α > ‖X(t, s)‖ ïðè t− s = ±ϑ0.

Âîçüìåì ëþáîå u ∈ UΘ. Ñîãëàñíî óñëîâèþ ñàìîñîãëàñîâàííîñòè ýòî óïðàâëåíèå ìîæåò

áûòü ïðîäîëæåíî íóëåì íà îòðåçîê I(k) äî �óíêöèè uI(k) ∈ UI(k) áåç óâåëè÷åíèÿ íîðìû, ò. å.
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‖u‖Θ > ‖uI(k)‖I(k). Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðîâ Q è Q̂ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà QI(k)u
I(k) = QΘu

è Q̂I(k)u
I(k) = Q̂Θu, èç êîòîðûõ èìååì îöåíêè ‖QΘu‖ = ‖QI(k)u

I(k)‖ 6 (α−1)−1αkβ‖uI(k)‖I(k) 6

6 (α−1)−1αkβ‖u‖Θ è, àíàëîãè÷íî, ‖Q̂Θu‖ 6 (α−1)−1αkβ‖u‖Θ. Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâà îïå-

ðàòîðîâ QΘ è Q̂Θ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû.

Âûáåðåì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå x0 ∈ R
n
è ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå u− ∈ U−

Θ (x0)
òàêîå, ÷òî ‖u−‖Θ 6 L‖x0‖, ãäå L ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùåé êîíñòàíòîé, îïðåäåëÿåìîé óñëî-

âèåì ϑ0-ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (1). Äëÿ ýòîãî âîçüìåì u0 ∈ U−
J(1)(x0)

òàêîå, ÷òî ‖u0‖J(1) 6 L‖x0‖, è ïðîäîëæèì åãî íóëåì íà âåñü îòðåçîê Θ. Òîãäà ñîãëàñíî

óñëîâèþ ñàìîñîãëàñîâàííîñòè uΘ0 ∈ U−
Θ (x0) è ‖uΘ0 ‖Θ 6 ‖u0‖J(1) 6 L‖x0‖. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî u− = uΘ0 ∈ U−(x0) � èñêîìîå óïðàâëåíèå. Ïîñòðîåíèå óïðàâëåíèÿ u+ ∈ U+
Θ (x0), óäî-

âëåòâîðÿþùåãî òàêîé æå îöåíêå, îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî, ïóòåì ïðîäîëæåíèÿ ñ îòðåçêà

[τ+ϑ−ϑ0, τ+ϑ]. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 4 îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ ϑ-ðàâíîìåðíî
âïîëíå óïðàâëÿåìîé.

Ñëåäóÿ ñõåìå ðàññóæäåíèé èç ðàáîò [2, 4℄, äîêàæåì ñâîéñòâî (14). Âîçüìåì ëþáûå t, s ∈ R

òàêèå, ÷òî 0 < t − s < ϑ0. Ïîñêîëüêó ϑ0 < t + ϑ0 − s < 2ϑ0, òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3

è ñëåäñòâèþ 5 èìååì îöåíêó ‖X(t+ ϑ0, s)‖ 6 L(α− 1)−1α2β è, ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî

‖X(t, s)‖ 6 ‖X(t, t+ ϑ0)‖‖X(t + ϑ0, s)‖ 6 L(α− 1)−1α3β =: γ.

Òåì ñàìûì äîêàçàí àíàëîã ñâîéñòâà d äëÿ ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè â ñìûñëå îïðå-

äåëåíèÿ 2. Âîçüìåì òåïåðü ïðîèçâîëüíûå t, s ∈ R, t > s, è ïðåäñòàâèì èõ ðàçíîñòü â âèäå

t− s = kϑ0 + ϑ′
, ãäå 0 < ϑ′ < ϑ0. Òîãäà, î÷åâèäíî,

‖X(t, s)‖ 6 ‖X(t, t − ϑ′)‖‖X(kϑ0 + s, s)‖ 6 αk‖X(t, t − ϑ′)‖ 6 αkγ.

Äëÿ X−1
âñå îöåíêè âûãëÿäÿò òî÷íî òàê æå, ïîýòîìó ‖X(s, t)‖ = ‖X−1(t, s)‖ 6 αkγ. Îòñþ-

äà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè ‖X(t, s)‖ 6 αkγ è ïðè t < s. Ïîñêîëüêó â îáîèõ ñëó÷àÿõ

k = |t− s|/ϑ0 − ϑ′/ϑ0 6 |t− s|/ϑ0, ïîëàãàÿ a := lnα, äëÿ ëþáûõ t, s ∈ R áóäåì èìåòü

‖X(t, s)‖ 6 γ exp(ak) 6 γ exp(a|t− s|/ϑ0).

Ïðè t = s ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâàåìîé îöåíêè î÷åâèäíà. Òåîðåìà 5 äîêàçàíà. �

Åñëè ñèñòåìà (1) ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2 è u+ ∈ U+
τ (x1),

u− ∈ U−
τ (x0), òî óïðàâëåíèå u = u+ + u− ïåðåâîäèò ñîñòîÿíèå x0 â ñîñòîÿíèå x1 íà îòðåçêå

[τ, τ + ϑ], è ïðè ýòîì u+ è u− ìîãóò áûòü âûáðàíû òàêèìè, ÷òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ îöåíêà

‖u‖τ 6 L(‖x0‖ + ‖x1‖). Â òî æå âðåìÿ íåíóëåâàÿ îöåíêà ñíèçó äëÿ óïðàâëåíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî

ñîñòîÿíèå x0 â ñîñòîÿíèå x1, êîòîðàÿ âûðàæàëàñü áû ëèøü ÷åðåç íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ñî-

ñòîÿíèÿ, êàê ïîêàçàíî âûøå, íåâîçìîæíà. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè òàê

èíòåðïðåòèðîâàòü ýëåìåíòû ðàññìàòðèâàåìîé íàìè çàäà÷è, ÷òîáû íåòðèâèàëüíàÿ îöåíêà ñíè-

çó òðåáóåìîãî âèäà èìåëà ìåñòî, ïóñòü äàæå è â íåêîòîðîì îáîáùåííîì ñìûñëå? Âîçìîæíûì

îòâåòîì íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå ðàñøèðåííûõ ñîñòîÿíèé óïðàâëÿåìîé ñè-

ñòåìû.

Íàçîâåì ðàñøèðåííûì ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû (1) ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé

ñâîáîäíîé ñèñòåìû (2). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (1) íàõîäèòñÿ â ìîìåíò τ ∈ R â ðàñøè-

ðåííîì ñîñòîÿíèè z, åñëè x(τ) = z(τ), ãäå x(τ) � îáû÷íîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (1) â ìîìåíò

âðåìåíè τ . �àñøèðåííûì ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû (1) íà îòðåçêå [τ, τ +ϑ] áóäåì íàçûâàòü ñóæåíèå

ïðîèçâîëüíîãî åå ðàñøèðåííîãî ñîñòîÿíèÿ íà ýòîò îòðåçîê. Ìíîæåñòâî âñåõ ðàñøèðåííûõ ñî-

ñòîÿíèé ñèñòåìû (1) íà îòðåçêå [τ, τ + ϑ] áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Sτ . Îíî èìååò åñòåñòâåííóþ

ñòðóêòóðó n-ìåðíîãî âåùåñòâåííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà è ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê

ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà C[τ, τ + ϑ] íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â R
n
.

Ëåììà 2. Åñëè ñèñòåìà (1) ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2, òî

âåëè÷èíà dσ(z0, z1) := ‖z1(τ + σ) − z0(τ + σ)‖, z0, z1 ∈ Sτ , ïðè ëþáîì σ ∈ [0, ϑ] ÿâëÿåòñÿ
ìåòðèêîé íà Sτ , ýêâèâàëåíòíîé ìåòðèêå, èíäóöèðóåìîé íà Sτ èç ïðîñòðàíñòâà C[τ, τ + ϑ].
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûïîëíåíèå äëÿ dσ ñâîéñòâ ìåòðèêè (íåîòðèöàòåëüíîñòè, ñèì-

ìåòðè÷íîñòè è íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà) î÷åâèäíî. Íåâûðîæäåííîñòü, ò. å. ðàâíîñèëüíîñòü

ðàâåíñòâ dσ(z0, z1) = 0 è z0 = z1, ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòå-

ìû (2). Ýêâèâàëåíòíîñòü dσ è èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêè âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ:

‖z1 − z0‖C := max
t∈Θ

‖z1(t)− z0(t)‖ = max
t∈Θ

‖X(t, τ + σ)(z1(τ + σ)− z0(τ + σ))‖ 6

6 γ‖z1(τ + σ)− z0(τ + σ)‖ = γdσ(z1, z0),

‖z1 − z0‖C = max
t∈Θ

‖X(t, τ + σ)(z1(τ + σ)− z0(τ + σ))‖ >

> min
t∈Θ

‖X(t, τ + σ)(z1(τ + σ)− z0(τ + σ))‖ >

> min
t∈Θ

‖X−1(t, τ + σ)‖−1‖(z1(τ + σ)− z0(τ + σ))‖ > γ−1‖z1(τ + σ)− z0(τ + σ)‖ = γ−1dσ(z1, z0),

ãäå z1, z0 ∈ Sτ , ‖ · ‖C � íîðìà â C[τ, τ + ϑ], à íåðàâåíñòâî ‖X(t, τ + σ)‖ 6 γ âûïîëíåíî â ñèëó

òåîðåìû 5.

Òåîðåìà 6. Ñèñòåìà (1) ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2 òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà L1 > l1 > 0, ÷òî äëÿ êàæäîãî τ ∈ R ïðè ëþáîì

σ ∈ [0, ϑ] è äëÿ ëþáûõ z1, z0 ∈ Sτ ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå u0 ∈ Uτ , ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó (1)

èç ðàñøèðåííîãî ñîñòîÿíèÿ z0 â ðàñøèðåííîå ñîñòîÿíèå z1 íà îòðåçêå [τ, τ + ϑ], òàêîå, ÷òî
âûïîëíåíà îöåíêà ‖u0‖τ 6 L1dσ(z0, z1), ïðè÷åì ëþáîå óïðàâëåíèå u, îñóùåñòâëÿþùåå ýòîò

ïåðåõîä, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ‖u‖τ > l1dσ(z0, z1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå τ ∈ R, âîçüìåì ëþáûå z1, z0 ∈ Sτ

è ðàññìîòðèì âåêòîð ξ := z1(τ + ϑ)− z0(τ + ϑ). Òîãäà ïðè ïðîèçâîëüíîì σ ∈ [0, ϑ] ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

ξ = X(τ + ϑ, τ + σ)
(
z1(τ + σ)− z0(τ + σ)

)
,

ïîýòîìó

‖X−1(τ + ϑ, τ + σ)‖−1dσ(z0, z1) 6 ‖ξ‖ 6 ‖X(τ + ϑ, τ + σ)‖dσ(z0, z1).

Åñëè ñèñòåìà (1) ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2, òî â ñèëó

óòâåðæäåíèÿ 2 óðàâíåíèå ξ = Q̂τu ðàçðåøèìî, ëþáîå åãî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

‖u‖τ > l‖ξ‖ > lγ−1dσ(z0, z1) =: l1dσ(z0, z1) è ñóùåñòâóåò òàêîå ðåøåíèå u0, ÷òî ñïðàâåäëè-

âà îöåíêà ‖u0‖τ 6 L‖ξ‖ 6 Lγdσ(z0, z1) =: L1dσ(z0, z1), ãäå ‖X±1(τ + ϑ, τ + σ)‖ 6 γ â ñèëó

òåîðåìû 5. Íî ðàâåíñòâî

z1(τ + ϑ)−X(τ + ϑ, τ)z0(τ) = z1(τ + ϑ)− z0(τ + ϑ) = ξ = Q̂τu

êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî óïðàâëåíèå u ïåðåâîäèò ñèñòåìó (1) èç îáû÷íîãî ñîñòîÿíèÿ z0(τ) â ìî-
ìåíò τ â îáû÷íîå ñîñòîÿíèå z1(τ + ϑ) â ìîìåíò τ + ϑ, ò. å. ïåðåâîäèò åå èç ðàñøèðåííîãî

ñîñòîÿíèÿ z0 â ðàñøèðåííîå ñîñòîÿíèå z1 íà îòðåçêå [τ, τ + ϑ].
Îáðàòíî, ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå τ ∈ R è âîçüìåì

ëþáîå x0 ∈ R
n
. Ïóñòü z0 ∈ Sτ òàêîâî, ÷òî z0(τ) = x0, à z1 ≡ 0 ∈ Sτ . Âûáåðåì σ = 0. Òî-

ãäà ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå u0 ∈ Uτ , ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó (1) èç ðàñøèðåííîãî ñîñòîÿíèÿ z0
â ðàñøèðåííîå ñîñòîÿíèå z1 (ò. å. èç îáû÷íîãî ñîñòîÿíèÿ x0 â îáû÷íîå ñîñòîÿíèå 0) íà îòðåçêå
[τ, τ + ϑ], ïðè÷åì ‖u0‖τ 6 L1d0(z0, z1) = L1‖z0(τ) − z1(τ)‖ = L1‖x0‖, è ëþáîå óïðàâëåíèå u,
îñóùåñòâëÿþùåå ýòîò ïåðåõîä, óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå ‖u‖τ > l1d0(z0, z1) = l1‖x0‖.

Äàëåå, âîçüìåì ëþáîå x1 ∈ R
n
è ðàññìîòðèì ðàñøèðåííûå ñîñòîÿíèÿ z0 ≡ 0 ∈ Sτ è z1 ∈ Sτ ,

òàêèå, ÷òî z1(τ + ϑ) = x1. Âûáåðåì σ = ϑ. Òîãäà ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå u1 ∈ Uτ , ïåðåâî-

äÿùåå ñèñòåìó (1) èç ðàñøèðåííîãî ñîñòîÿíèÿ z0 â ðàñøèðåííîå ñîñòîÿíèå z1 (ò. å. èç îáû÷-

íîãî ñîñòîÿíèÿ 0 â îáû÷íîå ñîñòîÿíèå x1) íà îòðåçêå [τ, τ + ϑ], ïðè÷åì ‖u1‖τ 6 L1dϑ(z0, z1) =
= L1‖z0(τ+ϑ)−z1(τ+ϑ)‖ = L1‖x1‖, è ëþáîå óïðàâëåíèå u, îñóùåñòâëÿþùåå ýòîò ïåðåõîä, óäî-
âëåòâîðÿåò îöåíêå ‖u‖τ > l1dϑ(z0, z1) = l1‖x1‖. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2 ñèñòåìà (1) ϑ-ðàâíîìåðíî
âïîëíå óïðàâëÿåìà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2. Òåîðåìà 6 äîêàçàíà. �



Îá îïðåäåëåíèè ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè 341

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2017. Ò. 27. Âûï. 3

Ñëåäñòâèå 6. Ñèñòåìà (1) ϑ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2 òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà L1 > l1 > 0, ÷òî äëÿ êàæäîãî τ ∈ R ïðè

ëþáûõ z1, z0 ∈ Sτ ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå u0 ∈ Uτ , ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó (1) èç ðàñøèðåííîãî

ñîñòîÿíèÿ z0 â ðàñøèðåííîå ñîñòîÿíèå z1 íà îòðåçêå [τ, τ + ϑ], òàêîå, ÷òî âûïîëíåíà îöåí-

êà ‖u0‖τ 6 L1‖z0 − z1‖C[τ,τ+ϑ], ïðè÷åì ëþáîå óïðàâëåíèå u, îñóùåñòâëÿþùåå ýòîò ïåðåõîä,

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ‖u‖τ > l1‖z0 − z1‖C[τ,τ+ϑ].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû 2 è òåîðåìû 6.
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We onsider a linear ontrol system

ẋ = A(t)x+B(t)u, t ∈ R, x ∈ R
n, u ∈ R

m, (1)

under the assumption that the transition matrix X(t, s) of the free system ẋ = A(t)x is ontinuous with

respet to t and s separately. We also suppose that on eah interval [τ, τ + ϑ] of �xed length ϑ the normed

spae Zτ of funtions de�ned on this interval is given. A ontrol u on the interval [τ, τ+ϑ] is alled admissible

if u ∈ Zτ and there exists the integral Qτ (u) :=
∫
τ+ϑ

τ
X(τ, s)B(s)u(s) ds. The vetor subspae Uτ of the

spae Zτ where the operator Qτ is de�ned is alled the spae of admissible ontrols for the system (1) on

the interval [τ, τ + ϑ]. We propose a de�nition of uniform omplete ontrollability of the system (1) for the

ase of an arbitrary dependene of the spae of admissible ontrols on the moment of the beginning of the

ontrol proess. In this situation diret and dual neessary and su�ient onditions for uniform omplete

ontrollability of a linear system are obtained. It is shown that with proper hoie of the spae of admissible

ontrols, the resulting onditions are equivalent to the lassial de�nitions of uniform omplete ontrollability.
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