
ÂÅÑÒÍÈÊ ÓÄÌÓ�ÒÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀ. ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ. ÌÅÕÀÍÈÊÀ. ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ

ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2017. Ò. 27. Âûï. 3

ÓÄÊ 517.95


© À.Ñ. Êàðàâàåâ, Ñ.Ï. Êîïûñîâ

ÏÎØÀ�ÎÂÛÉ ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÉ ÀË�Î�ÈÒÌ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÌÅÒÎÄÀ

ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈÈ ØÂÀ�ÖÀ ÄËß ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÓÅÌÛÕ ÒÅË

1

�àññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå íåÿâíûõ ÷èñëåííûõ ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷ äèíàìè-

÷åñêîãî êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ êîíòàêòèðóþùèõ òðåõìåðíûõ òåë áåç òðåíèÿ â ðàìêàõ àëü-

òåðíèðóþùåãî ìåòîäà Øâàðöà. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ êîíòàêòíîãî àëãîðèòìà äåêîìïî-

çèöèè Øâàðöà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåìû HTT-α â êîìáèíàöèè ñ ìåòîäîì ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû íà

ãðàíèöå îáëàñòè êîíòàêòà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìè÷åñêàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à, àëüòåðíèðóþùèé ìåòîäØâàðöà, ïåðåðàñïðåäåëåíèå

ìàññ, íåÿâíàÿ ñõåìà.

DOI: 10.20537/vm170309

Ââåäåíèå

Â ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû �àêòè÷åñêè ñëîæèëñÿ îòäåëü-

íûé ðàçäåë, ñâÿçàííûé ñ êîíòàêòíûìè çàäà÷àìè. Íàèìåíåå èññëåäîâàííûìè ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû

äèíàìè÷åñêîãî êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äå�îðìèðóåìûõ òåë.

Îäèí èç íàèáîëåå ñëîæíûõ äèíàìè÷åñêèõ ý��åêòîâ, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòå-

ðåñ, � ýòî óäàðíîå âçàèìîäåéñòâèå òåë, èññëåäîâàíèå êîòîðîãî ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå âàæíûì

äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ñîâðåìåííûõ ëåãêîâåñíûõ ñðåä è ìàòåðèàëîâ â ðàçëè÷íûõ îòðàñëÿõ. ßâ-

ëåíèå óäàðíîãî âîçäåéñòâèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèíàìè÷åñêèå íàãðóçêè íåïðîäîëæèòåëüíîé

è âûñîêîé èíòåíñèâíîñòè. Íåñìîòðÿ íà êðàòêîâðåìåííîå äåéñòâèå, îíè ìîãóò íîñèòü ïîòåíöè-

àëüíî êàòàñòðî�è÷åñêèé õàðàêòåð è äàæå â ñëó÷àÿõ íèçêîé ñêîðîñòè óäàðà ÷àñòî ïðèâîäÿò

ê íåçíà÷èòåëüíûì âíóòðåííèì ïîâðåæäåíèÿì, ÷òî ìîæåò ñëóæèòü ïðåäïîñûëêîé ñåðüåçíûõ

ïîñëåäñòâèé.

Îñîáûì êëàññîì êîíòàêòíûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâèè ñïëîøíûõ ñðåä,

îãðàíè÷åííûõ âûïóêëûìè ïîâåðõíîñòÿìè ñ çàâèñÿùåé îò âðåìåíè îáëàñòè êîíòàêòà. Ìàòåìà-

òè÷åñêèå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ äèíàìè÷åñêèìè êîíòàêòíûìè çàäà÷àìè è ïîäâèæíûìè ãðàíè-

öàìè, ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ðàçðàáîòêè ñïåöè�è÷åñêèõ ïîäõîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ ðàññìàò-

ðèâàòü ïðîöåññû âíóòðè è âíå çîíû êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, äèññèïàöèè ýíåðãèè, ðàññå-

èâàíèå óäàðíûõ âîëí, èçìåíåíèå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñèëû óäàðà ïðè äèíàìè÷åñêîì êîíòàêòå

ìåæäó òåëàìè.

Â äèíàìèêå êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåí-

í�àÿ äèñêðåòèçàöèÿ, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíóþ àïïðîêñèìàöèþ â ïðîñòðàíñòâå

è ïîøàãîâóþ ñõåìó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè. Â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ ïðè àïïðîêñè-

ìàöèè çàäà÷ äèíàìè÷åñêîãî êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà êîí-

òàêòíûõ ñèë. Ý��åêòèâíûé ñîâìåñòíûé âûáîð âñåõ ýòèõ ñõåì çàòðóäíåí.

Äëÿ ðåøåíèÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷ ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå ïîäõîäû [1, 2℄: ìåòîä

ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ìåòîäû øòðà�îâ è ðåãóëÿðèçàöèè, êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,

ìîäè�èêàöèé ìåòîäîâ Íüþòîíà, ïñåâäîñðåäû è íåêîòîðûå äðóãèå. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ãðàíèöà

èëè ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíîé, èëè èñêóññòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ â ðàìêàõ îäíîé ðàññìàòðèâàåìîé

îáëàñòè.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò � 17�01�00402).
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Â îñíîâå äðóãîãî ïîäõîäà ëåæèò åñòåñòâåííîå ðàçäåëåíèå êîíòàêòèðóþùèõ îáëàñòåé, â êî-

òîðûõ íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèÿ òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ êàæäîãî òåëà. Çàòåì ñòðîèòñÿ èòå-

ðàöèîííûé ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé ëîêàëüíûõ çàäà÷ óïðóãîñòè. Êàæäàÿ èç ýòèõ

ëîêàëüíûõ çàäà÷ îïðåäåëÿåòñÿ â ïîäîáëàñòè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Îä-

íèì èç ïîòåíöèàëüíûõ ïðåèìóùåñòâ òàêîãî ìåòîäà äåêîìïîçèöèè îáëàñòè (ÌÄÎ), èëè áîëåå

ëîãè÷íî ãîâîðèòü î êîìïîçèöèè äëÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ ðåøåíèé ëîêàëü-

íûõ çàäà÷ òðåáóåòñÿ ãîðàçäî ìåíüøèå âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû, ÷åì äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è,

è ïîòåíöèàëüíî âîçìîæíî òàêæå ïðèìåíåíèå ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé ïðè îäíîâðåìåííîì

ïîñòðîåíèè ðåøåíèé â êàæäîé ïîäîáëàñòè. Êðîìå òîãî, äëÿ ðåøåíèÿ êàæäîé èç ëîêàëüíûõ

çàäà÷ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëè÷íûå àïïðîêñèìàöèè èëè ìåòîäû ðåøåíèé. Ñõîäèìîñòü èòå-

ðàöèîííûõ ïðîöåññîâ òàêîãî ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ òåîðåòè÷åñêè âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îáîñíîâàíà

äëÿ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ è ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðåçóëüòàòû ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ.

Âàðèàíòû ìåòîäà äåêîìïîçèöèè îáëàñòè Øâàðöà äëÿ ñòàòè÷åñêèõ êîíòàêòíûõ çàäà÷ ïî

ìåðå èõ ïîÿâëåíèÿ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: àëüòåðíèðóþùåãî ìåòîäà Øâàðöà ñ ÷å-

ðåäóþùèìèñÿ óñëîâèÿìè Äèðèõëå è Íåéìàíà íà êàæäîé ïîäîáëàñòè ïðåäñòàâëåíû â ñåðèè

ðàáîò [3, 4℄; ÌÄÎ ñ èòåðàöèîííûì ïðîöåññîì ïðè óñëîâèÿõ Äèðèõëå íà êîíòàêòíîé ãðàíèöå

îäíîé îáëàñòè è óñëîâèÿìè Íåéìàíà íà äðóãîé (B. Wohlmuth, C. E
k [5℄); ÌÄÎ ñ óñëîâèÿìè

íà êîíòàêòíîé ãðàíèöå Íåéìàíà-Íåéìàíà â êàæäîé ïîäîáëàñòè (Bayda G., Sassi T. [6℄); ÌÄÎ

ñî ñìåøàííûìè óñëîâèÿìè íà êîíòàêòíûõ ãðàíèöàõ ïîäîáëàñòåé (Sassi T., Ipopa M. [7℄).

Ïðèìåíåíèå êëàññè÷åñêèõ ñõåì ïîøàãîâîãî èíòåãðèðîâàíèÿ âî âðåìåíè â ñëó÷àå êîíòàêò-

íûõ çàäà÷ îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî òî÷íîå âûïîëíåíèå óñëîâèé íà êîíòàêòíîé ãðàíèöå ïðè íåÿâ-

íîé ñõåìå Íüþìàðêà ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî âðåìåíè ïðèâîäèò ê íå�èçè÷íûì êîëåáàíèÿì ïðè

ñóùåñòâåííîì îòêëîíåíèè ïîëíîé ýíåðãèè â ñèñòåìå. Äëÿ ÿâíûõ ñõåì ñ èñïîëüçîâàíèåì, íà-

ïðèìåð, ìåòîäà øòðà�à äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé íà êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ çíà÷èòåëüíî

óæåñòî÷àþòñÿ òðåáîâàíèÿ íà øàã èíòåãðèðîâàíèÿ.

Âî ìíîãîì ïîäîáíîå ïîâåäåíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè ñòàíäàðòíîé àïïðîêñèìàöèè ìàòðè-

öû ìàññ, â òîì ÷èñëå è äëÿ óçëîâ ðàñ÷åòíîé ñåòêè íà êîíòàêòèðóþùèõ ïîâåðõíîñòÿõ, óçëàì

ïðèïèñûâàåòñÿ íåêîòîðàÿ ñîáñòâåííàÿ ìàññà, à îíè âíîñÿò âêëàä â ïîëíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû.

Â ìîìåíò âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèé êîíòàêòíîìó âçàèìîäåéñòâèþ, ñêîðîñòü óçëîâ íà ïîâåðõ-

íîñòè êîíòàêòà è èõ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ îáðàùàþòñÿ â íîëü. Ïåðåðàñïðåäåëåíèå âêëàäîâ

â ïîëíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì íå�èçè÷íûì ÷èñëåííûì êîëåáàíèÿì.

Êîíñåðâàòèâíûå ñâîéñòâà ñõåì ñîõðàíÿþòñÿ òîëüêî äëÿ çàäà÷è ëèíåéíîé óïðóãîñòè ñ ïîñòîÿí-

íîé ïîâåðõíîñòüþ êîíòàêòà. Ïîÿâëåíèå íîâûõ òî÷åê êîíòàêòà óìåíüøàåò ýíåðãèþ àïïðîêñè-

ìèðîâàííîé ñèñòåìû, à âûõîä òî÷êè èç êîíòàêòà óâåëè÷èâàåò åå.

�àçðàáàòûâàåìûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ êîíòàêòíûõ çàäà÷ ñ èçìåíÿþùåéñÿ ãðà-

íèöåé õàðàêòåðèçóþòñÿ âûáðàííîé ñõåìîé ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ â ìíîãîì îïðå-

äåëÿåò íàëè÷èå ïàðàçèòíûõ îñöèëëÿöèé, îáóñëîâëåííûõ òåì, ÷òî íåëüçÿ äîñòàòî÷íî òî÷íî âîñ-

ïðîèçâåñòè âêëàä âûñøèõ �îðì â ðåøåíèè äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è; ñîõðàíåíèå ïîëíîé ýíåðãèè

ñèñòåìû êîíòàêòèðóþùèõ òåë.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå íåÿâíûõ ÷èñëåííûõ ñõåì èíòå-

ãðèðîâàíèÿ çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè óäîâëåòâîðåíèè óñëîâèé

íà êîíòàêòíîé ãðàíèöå â ðàìêàõ àëüòåðíèðóþùåãî ìåòîäà Øâàðöà äëÿ äâóõ êîíòàêòèðóþùèõ

òðåõìåðíûõ òåë áåç òðåíèÿ. Â ðàññìàòðèâàåìîì äàëåå êîíòàêòíîì àëãîðèòìå äåêîìïîçèöèè

Øâàðöà èñïîëüçîâàíà ñõåìà HTT-α â êîìáèíàöèè ñ ìåòîäîì ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû íà ãðà-

íèöå îáëàñòè êîíòàêòà.

� 1. Êîíòàêò ìåæäó äå�îðìèðóåìûìè òåëàìè

�àññìîòðèì äâà îäíîðîäíûõ è èçîòðîïíûõ ëèíåéíî-óïðóãèõ êîíòàêòèðóþùèõ òåëà, çàíèìà-

þùèõ â ïðîñòðàíñòâå îáëàñòè Ω(1),Ω(2)
, îãðàíè÷åííûå ïîâåðõíîñòÿìè ∂Ω(i)

, ñîîòâåòñòâóþùèìè

íåäå�îðìèðîâàííîìó ñîñòîÿíèþ òåë.

Ïóñòü x = (x1, x2, x3) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû. Îòûñêèâàåòñÿ âåêòîðíîå ïîëå ïåðåìåùåíèé

u = (u1, u2, u3) íà ìíîæåñòâå Ω
(1)∪Ω(2)

, ò. å. u
(1) = (u

(1)
1 , u

(1)
2 , u

(1)
3 ) íà Ω(1)

è u
(2) = (u

(2)
1 , u

(2)
2 , u

(2)
3 )
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íà Ω(2)
, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùåå òåíçîðíîå ïîëå äå�îðìàöèé

εij =
1

2
(∂ui/∂xj + ∂uj/∂xi) , i, j = 1, 2, 3. (1.1)

Òåíçîð íàïðÿæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ îáîáùåííûì çàêîíîì �óêà:

σij = cijkmεkm, i, j = 1, 2, 3,

ãäå âñåãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó.

Òåíçîð íàïðÿæåíèé óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ íà âðåìåííîì èíòåðâàëå [0, T ]:

∂σij(u)/∂xi + Fi = ρü, (1.2)

ãäå Fi � êîìïîíåíòû âåêòîðà îáúåìíûõ ñèë.

Äîïóñòèì, ÷òî òåëî Ω(1)
çàêðåïëåíî íà ÷àñòè Γu ãðàíèöû òàê, ÷òî

u = 0 íà Γu ∈ ∂Ω(1).

Íà ÷àñòè ãðàíèöû çàäàþòñÿ ïîâåðõíîñòíûå ñèëû

σ
(k)
ij n

(k)
j = P

(k)
i íà Γσ ∈ ∂Ω(k),

ãäå n
(k)
j � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê Ω(k)

.

�àññìîòðèì òàêèå âçàèìîäåéñòâèÿ, êîãäà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 òåëà íàõîäÿòñÿ
â íåäå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè è, êàê ïðàâèëî, ïîâåðõíîñòè ∂Ω(1)

è ∂Ω(2)
ñîïðèêàñàþòñÿ

â íåêîòîðîé òî÷êå.

Äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ k-ãî òåëà äîñòàòî÷íî çàäàòü â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè ïåðåìåùåíèå è ñêîðîñòü:

u
(k)|t=0 = 0, u̇

(k)|t=0 = u̇
(k)
0 , k = 1, 2. (1.3)

Ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (1.1)�(1.3) äëÿ çàìûêàíèÿ íåîáõîäèìî äîáàâèòü óñëîâèÿ íà êîíòàêòå

òåë, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê çàäàíèþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, äàâëåíèÿ èëè ðåçóëüòèðóþùèõ êîíòàêò-

íûõ ñèë. Îáîçíà÷èì ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàþùèå òåëà Ω(k)
â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìå-

íè t > 0, êàê Γ = ∂Ω(k)
. Êîíòàêò äâóõ òåë ïðîèñõîäèò ïî ÷àñòè ýòèõ ïîâåðõíîñòåé � îáëàñòè

êîíòàêòà ΓC .

Â çàäà÷àõ äèíàìè÷åñêîãî êîíòàêòà òåë, îãðàíè÷åííûõ âûïóêëûìè ïîâåðõíîñòÿìè, íåîáõî-

äèìî îïðåäåëèòü â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îáëàñòè êîíòàêòà ΓC . Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ çîíà

êîíòàêòà ìîæåò èçìåíÿòüñÿ â ïðîöåññå äå�îðìàöèè.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è, êîãäà êîíòàêòèðóþùèå òåëà âîñïðèíèìàþò òîëüêî ñæèìàþ-

ùèå íàïðÿæåíèÿ, è èñïîëüçîâàòü îáû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé è òàíãåíöèàëüíîé ñîñòàâ-

ëÿþùåé êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé íà êîíòàêòíîé ãðàíèöå ΓC :

u
(k)
n = u

(k)
i n

(k)
i ,

σ(k)
n = σijn

(k)
i n

(k)
j , σ

(k)
t = σijn

(k)
j − σ(k)

n n
(k)
i .

Óñëîâèå îäíîñòîðîííåãî êîíòàêòà íà ΓC çàäàåòñÿ òàê:

u(1)n + u(2)n 6 0, (1.4)

σ(1)
n = −σ(2)

n 6 0, (u(1)n + u(2)n )σ(1) = 0, σ
(1)
t = σ

(2)
t = 0. (1.5)

Ïðèâåäåííûå óñëîâèÿ êîíòàêòà, íåçàâèñèìî îò âûáîðà ìîäåëè ñðåäû è óðàâíåíèé äâèæåíèÿ,

íîñÿò íåëèíåéíûé õàðàêòåð, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé ãðàíèöåé çîíû êîíòàêòà ΓC

è íàëè÷èåì íåðàâåíñòâ äëÿ íåèçâåñòíûõ ïîëåé íàïðÿæåíèé.
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Äëÿ ñëó÷àÿ ìàëûõ ïðèðàùåíèé ïåðåìåùåíèé ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè íà Γ
(k)
C çàäàäèì

�óíêöèåé ïåðåêðûòèÿ ìåæäó òåëàìè â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êàê

tδ(x) = δ0(x) + u
(k)
n . (1.6)

Îòìåòèì, ÷òî

tδ(x) îòðèöàòåëüíà, êîãäà íåò êîíòàêòà, è ïîëîæèòåëüíà â ñëó÷àå ïåðåêðûòèÿ

òåë. Åñëè èñïîëüçîâàòü ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ, òî óñëîâèÿ (1.4), (1.5) çàïèøóòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

tδ(x) 6 0, σ(k)
n 6 0, tδ(x)σ(k)

n = 0, σ(k)
τ = 0. (1.7)

Ïåðâîå óñëîâèå � óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå íåïðîíèêàíèÿ, âòîðîå � ñæèìàþùèå êîíòàêòíûå

íàïðÿæåíèÿ, ïîñëåäíåå óñëîâèå � óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè, êîãäà íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ íåíó-

ëåâûå, à ïåðåêðûòèÿ íåò è êîíòàêò ñóùåñòâóåò. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïåðåêðûòèå ìåæäó ìåæäó

ïîâåðõíîñòüþ è êîíòàêòíîé ãðàíèöåé ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ÷àñòü èçâåñòíûõ äàííûõ, îïðåäå-

ëÿåìàÿ ãåîìåòðèåé òåë.

Ëèíåàðèçîâàííîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ òî÷íî, åñëè íîðìàëü n
(k)

îðòîãîíàëüíà êîíòàêòíîé

ãðàíèöå ΓC â äå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè, à âåêòîð ïåðåìåùåíèé íàïðàâëåí ïàðàëëåëüíî íîð-

ìàëè. Â äàëüíåéøåì ýòè ïîëîæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè èòåðàöèîííîãî óòî÷íåíèÿ

óñëîâèé íåïðîíèêàíèÿ. Êèíåìàòèêó è ëèíåàðèçàöèþ äëÿ áîëåå îáùèõ ñëó÷àåâ êîíòàêòíûõ

óñëîâèé ìîæíî íàéòè â [8, 9℄.

Óðàâíåíèÿ (1.1)�(1.3) ñ óñëîâèÿìè (1.6), (1.7) îïèñûâàþò äèíàìè÷åñêèé êîíòàêò äâóõ óïðó-

ãèõ òåë áåç òðåíèÿ.

� 2. Àëãîðèòì ðàçäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ êîíòàêòèðóþùèõ òåë è àïïðîêñèìàöèÿ

íà íåñîãëàñîâàííûõ 
åòêàõ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ òðåõìåðíîé çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (1.6), (1.7) ïîñòðî-

èì âàðèàíò àëüòåðíèðóþùåãî ìåòîäà Øâàðöà, íà êàæäîé èòåðàöèè êîòîðîãî ïðèáëèæåíèå

ñòðîèòñÿ êàê ðåçóëüòàò íåçàâèñèìîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1.2) äëÿ êàæäîãî òåëà Ω(k)
ñ èçìå-

íÿþùèìèñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (ñì. [3℄).

Îïðåäåëåíèå âåêòîðà ïåðåìåùåíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ èòåðàöèîííûì àëãîðèòìîì íà êàæ-

äîé èòåðàöèè âûïîëíÿåòñÿ çà äâà øàãà. Íà ïåðâîì èç íèõ íà êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ òåë

çàäàåòñÿ íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé (ïðèáëèæåíèå âûáè-

ðàþò èç äèàïàçîíà îæèäàåìûõ çíà÷åíèé äëÿ çîíû êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ). Ïîñëå ðå-

øåíèÿ äàííîé çàäà÷è êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå (1.4) íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè áóäåò âûïîë-

íåíî, íî âû÷èñëåííûå êîíòàêòíûå äàâëåíèÿ íà ïðîòèâîëåæàùèõ êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ,

ïðèíàäëåæàùèõ âçàèìîäåéñòâóþùèì òåëàì, îêàçûâàþòñÿ íåóðàâíîâåøåííûìè (íàðóøåíî ñè-

ëîâîå óñëîâèå (1.5)). Íà âòîðîì øàãå ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì âûïîëíåííîé êîððåêöèè

äîáèâàþòñÿ ðàâåíñòâà êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé, íî ïîëó÷åííûå ïåðåìåùåíèÿ íå óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèþ (1.4). Äàëåå, íà î÷åðåäíîé èòåðàöèè ñíîâà èñïîëüçóþòñÿ ñêîððåêòèðîâàííûå êèíåìà-

òè÷åñêèå óñëîâèÿ (ñîâìåùåíèåì êîíòàêòèðóþùèõ ïîâåðõíîñòåé). Èòåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ äî

äîñòèæåíèÿ ñõîäèìîñòè, êîãäà êèíåìàòè÷åñêèå (1.6) è ñèëîâûå (1.7) óñëîâèÿ íà êîíòàêòå âû-

ïîëíåíû ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

Ïóñòü T (1),T (2)
� íåñîãëàñîâàííûå êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ñåòêè äëÿ îáëàñòåé Ω(1)

, Ω(2)
ñîîò-

âåòñòâåííî; Λ
(1)
ΓC
, Λ

(2)
ΓC

� ìíîæåñòâà óçëîâ ñåòîê, ïîïàâøèõ â îáëàñòü êîíòàêòà ΓC ; N
(1)
ΓC
, N

(2)
ΓC

�

÷èñëî òàêèõ óçëîâ. Ñòðîèëèñü íåñòðóêòóðèðîâàííûå ñåòêè øåñòèãðàííûõ ÿ÷ååê ñ ðàçëè÷íûìè

ïàðàìåòðàìè êà÷åñòâà ÿ÷ååê [10℄ è íåñêîëüêî âàðèàíòîâ èíòåðïîëÿöèè äàííûõ ìåæäó íåñîãëà-

ñîâàííûìè ñåòêàìè (ñì. [11, 12℄).

Ñîïðÿæåííîé âåðøèíîé χ
(1) ⊂ Γ

(2)
C äëÿ óçëà x

(1) ⊂ Γ
(1)
C , ëåæàùåãî íà ïîâåðõíîñòè ñåò-

êè T (1)
, íàçîâåì âåðøèíó, ÿâëÿþùóþñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç óçëà x

(1)

íà ãðàíèöó îáëàñòè Γ(2)
. Ñîïðÿæåííóþ âåðøèíó äëÿ óçëîâ íà ïîâåðõíîñòè ñåòêè T (2)

îïðåäå-

ëèì àíàëîãè÷íî.
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PSfrag repla
ements

x
(1)

Ω(2)

χ
(1)

χ
(2)

Ω(1)

x
(2)

n
χ(2)

n
χ(1)

�èñ. 1. Îïðåäåëåíèå ñîïðÿæåííîé òî÷êè χ
(1)

⊂ Γ
(2)
C óçëà x

(1)
⊂ Γ

(1)
C äëÿ òåë íà ïîâåðõíîñòÿõ îáëàñòåé

êîíòàêòà Γ
(k)
C

�àññòîÿíèå ìåæäó ñîïðÿæåííîé âåðøèíîé χ
(1)

è óçëîì x
(1)

ñîâïàäàåò ïî ìîäóëþ ñî çíà-

÷åíèåì çíàêîîïðåäåëåííîé �óíêöèè ðàññòîÿíèÿ äëÿ ñåòêè T (1)
, âû÷èñëåííîé â óçëå x

(1)
, òî

åñòü

SDT (2)(x) = ‖x(1) − χ
(2)‖.

Óçåë x
(1)

íàõîäèòñÿ âíóòðè èëè íà ãðàíèöå òåëà Ω(2)
ïðè SDT (2)(x) > 0 (ðèñ. 1). Ïðîöåäóðà

íàõîæäåíèÿ òàêîé âåðøèíû ïðèâîäèòñÿ ïðè îïèñàíèè àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé çíàêî-

îïðåäåëåííîé �óíêöèè ðàññòîÿíèÿ [10℄.

Äëÿ òåëà Ω(k)
íà êàæäîé ñèëîâîé èëè êèíåìàòè÷åñêîé èòåðàöèè j = 0, 1, 2 . . . íåîáõîäèìî

ñ�îðìèðîâàòü ìíîæåñòâî êîíòàêòíûõ óçëîâ Λ
(k)
Γc

(k = 1, 2), äëÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî çàäàâàòü

âåêòîð ñîñðåäîòî÷åííîé óçëîâîé ñèëû r
(k)
j èëè çàäàííûå ïåðåìåùåíèÿ u

(k)
j .

Äëÿ òåëà Ω(1)
íà èòåðàöèè j = 0 â ìíîæåñòâî Λ

(1)
Γc

âêëþ÷àþòñÿ âñå óçëû, ëåæàùèå íà ïî-

âåðõíîñòè ñåòêè T (1)
, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ âíóòðè òåëà Ω(2)

ïîñëå çàäàííîãî ñìåùåíèÿ òåëà Ω(1)
,

òî åñòü óçåë x
(1) ∈ Λ

(1)
Γc
, åñëè SDT (2)(x(1)+u

(1)
0 ) > 0, ãäå u

(1)
0 � çàäàííîå íà÷àëüíîå ïåðåìåùåíèå

íà íóëåâîé èòåðàöèè äëÿ óçëà x
(1)
.

Ïóñòü â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ èòåðàöèé ñïèñîê T (1)
êîððåêòèðóåòñÿ è äëÿ êàæäîãî óç-

ëà x
(1) ∈ Λ

(1)
Γc

ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ñæèìàþùåãî êîíòàêòíîãî íàïðÿæåíèÿ, òî åñòü óñëîâèå

r
(1)
j ·nχ(1)

> 0, ãäå r
(1)
j � âåêòîð êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé x

(1)
, âû÷èñëåíèå êîòîðîãî áóäåò îïðå-

äåëåíî äàëåå, n
χ(1)

� âåêòîð íîðìàëè â ñîïðÿæåííîé òî÷êå. Åñëè r
(1)
j · nχ(1)

< 0, òî óçåë x
(1)

èñêëþ÷àåòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ íà äàííîé èòåðàöèè.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñåòî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàòðóäíÿåò ñòàáèëèçàöèþ òðåõìåðíîé çîíû

êîíòàêòà ïðè âêëþ÷åíèè è èñêëþ÷åíèè îäíîãî è òîãî æå óçëà â ìíîæåñòâàõ Λ
(k)
Γc

(ñì. [11℄). Äëÿ

ýòîãî ââîäèëàñü äîïîëíèòåëüíàÿ êîððåêòèðîâêà ïî ïåðåìåùåíèÿì, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â èñêëþ÷å-

íèè èç êîíòàêòíîé îáëàñòè óçëîâ, îòíîñèòåëüíîå ïåðåìåùåíèå êîòîðûõ ñ êîíòàêòíîé ïîâåðõíî-

ñòüþ ïðîòèâîïîëîæíîãî òåëà áîëüøå îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ çàäàííîé ïîãðåøíîñòè ǫ. Òàêàÿ
îïåðàöèÿ äîïîëíèòåëüíî ñòàáèëèçèðóåò êîíòàêòíóþ îáëàñòü è ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ÷èñëî êîí-

òàêòíûõ èòåðàöèé. Óçåë x
(1)

èñêëþ÷àåòñÿ èç ìíîæåñòâà, åñëè (u(1)−u
χ(1)

−δ(1))/(u(1)−δ(1)) > ǫ.
Êðîìå òîãî, äîïîëíèòåëüíî ðàññìàòðèâàëîñü èñêëþ÷åíèå ñâÿçè ñ íåäîïóñòèìûìè óñèëèÿìè,

ïîëó÷åííûìè íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè.

Àíàëîãè÷íî äëÿ òåëà Ω(2)
íà êàæäîé ñèëîâîé èëè êèíåìàòè÷åñêîé èòåðàöèè j = 0, 1, 2 . . .

ââîäèòñÿ ìíîæåñòâî êîíòàêòíûõ óçëîâ Λ
(2)
Γc

è âû÷èñëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîð ñîñðåäî-
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òî÷åííîé óçëîâîé ñèëû r
(2)
j è âåêòîð ïåðåìåùåíèé u

(2)
j .

Ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [13℄ è ïðè îáî-

çíà÷åíèè ÷åðåç K
(k)
, u

(k)
, P

(k)
, R

(k)
ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû æåñòêîñòè, âåêòîðà íåèçâåñòíûõ

ïåðåìåùåíèé, âåêòîðà çàäàííûõ âíåøíèõ íàãðóçîê è âåêòîðà íåèçâåñòíûõ êîíòàêòíûõ ñèë íà

êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè â k-îé ïîäîáëàñòè ñîîòâåòñòâåííî äëÿ êàæäîé ïîäîáëàñòè Ω(k)
ñòðî-

ÿòñÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé è ñòåïåíè ñâîáîäû, ñâÿçàííûå ñ âíóòðåííèìè è êîíòàêòíûìè óçëàìè:

(
K

(k)
II K

(k)
IC

K
(k)
CI K

(k)
CC

)(
u
(k)
I

u
(k)
C

)
=

(
P

(k)
I

0

)
+

(
u
(k)
0

u
(k)
C

)
+

(
0

R
(k)
C

)
, (2.1)

ãäå èíäåêñû I, C îòíîñÿòñÿ ê âíóòðåííèì è êîíòàêòíûì óçëàì; âåêòîð u
(k)

îïðåäåëÿåòñÿ çà-

äàâàåìûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå íà ãðàíèöå ïîäîáëàñòè äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ êèíåìàòè÷åñêèì

óñëîâèÿì íåïðîíèêàíèÿ íà ãðàíèöå êîíòàêòà; âåêòîð R
(k)
C óçëîâûõ êîíòàêòíûõ ñèë îáåñïå÷è-

âàåò ñæèìàþùèå íàïðÿæåíèÿ íà êîíòàêòíîé ãðàíèöå.

Ïðè ïîñòðîåíèè èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1) èñïîëüçóþòñÿ íåâÿçêè

ïåðåìåùåíèé u
(k)
C è ñèë R

(k)
C íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ ïîî÷åðåäíî

íà èòåðàöèÿõ äëÿ êàæäîãî òåëà è îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå êèíåìàòè÷åñêèõ è ñòàòè÷åñêèõ

óñëîâèé íà ãðàíèöå òåë.

Íà ÷åòíûõ èòåðàöèÿõ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèíèìàåò âèä

(
K

(k)
II K

(k)
IC

K
(k)
CI K

(k)
CC

)

2n

(
u
(k)
I

u
(k)
C

)

2n

=

(
P

(k)
I

0

)
+

(
u
(k)
0

u
(k)
C

)

2n

,

ãäå

(u
(k)
C )2n =

{
u(x(k))0, n = 0

u(x(k))2n−1 + θ2n−1

[
u(χ(k))2n−1 − u(x(k))2n−1 − δ(k)

]
, n = 1, 2, 3, . . . .

Çäåñü u(x(k))2n−1, u(χ
(k))2n−1 � ñîîòâåòñòâåííî ïðîåêöèè âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé óçëà x

(k)
, χ

(k)

íà íîðìàëü n
χ(k)

; θ2n−1 � èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð; δ(k) = ‖x(k) −χ
(k)‖ � çàçîð ìåæäó ïîâåðõ-

íîñòÿìè âäîëü n
χ(k)

, ÷òî ïîçâîëÿåò íàéòè â Ω(k)
ðåøåíèå è âû÷èñëèòü ñèëû, äåéñòâóþùèå íà

êîíòàêòíîé ãðàíèöå.

Âû÷èñëèì äëÿ óçëà x
(k)

êîíòàêòíóþ íàãðóçêó r(x(k))2n = σ(u
(k)
2n )n

χ(k)
è àíàëîãè÷íî

r(χ(k))2n â ñõîäñòâåííîé òî÷êå χ
(k)
.

Âåêòîð íåâÿçêè íàãðóçêè îïðåäåëèì êàê r(x(k))2n+1 äëÿ x
(k)
:

r(x(k))2n+1 = r(x(k))2n − θ2

[
r(χ(k))2n + r(x(k))2n

]
.

Òîãäà âåêòîð êîíòàêòíûõ ñèë íà ãðàíèöå Γ
(k)
C âû÷èñëèì êàê R

(k)
2n+1 =

∫
Γ
(k)
C

r
(k)
2n+1dΓ è, èñïîëüçóÿ

ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó ïîëó÷åíèÿ óçëîâûõ ñèë, ýêâèâàëåíòíûõ ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêå [13℄,

ñ�îðìèðóåì êîìïîíåíòó âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè R
(k)
2n+1 äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé íà íå÷åòíûõ

èòåðàöèÿõ:

(
K

(k)
II K

(k)
IC

K
(k)
CI K

(k)
CC

)

2n+1

(
u
(k)
I

u
(k)
C

)

2n+1

=

(
P

(k)
I

0

)
+

(
0

R
(k)
C

)

2n+1

. (2.2)

Äàëåå íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ñòàòè÷åñêèõ è êèíåìàòè÷åñêèõ êîíòàêòíûõ óñëîâèé.

Âîïðîñû ñõîäèìîñòè ïîäîáíîãî òèïà àëãîðèòìîâ ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [3℄.
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� 3. Ïåðåðàñïðåäåëåíèå ìàññ è íåÿâíàÿ ñõåìà ïî âðåìåíè àëüòåðíèðóþùåãî

àëãîðèòìà Øâàðöà

×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ êîíòàêòíûõ óñëîâèé (1.7) îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïîøàãîâîì àíàëèçå ïðî-

öåññà íàãðóæåíèÿ è èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ êîíòàêòà â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè äèíàìè÷åñêîãî

êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ìåòîä ïîøàãîâîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ý��åêòèâíûì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàñ-

ñà êîíòàêòíûõ çàäà÷. Êðîìå òîãî, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü êîððåêòèðîâêè äèñêðåòíîé êîí-

òàêòíîé ãðàíèöåé â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë, òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ

êîíòàêòíîé çîíû, óðîâíÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ è ò. ä.

Ìîìåíòû ïåðåõîäà îò îäíîãî øàãà ê äðóãîìó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ èëè

èñêëþ÷åíèÿ êîíòàêòíûõ óçëîâ, ñóùåñòâåííî îïðåäåëÿþùèå ïðîöåññ óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ çà-

äà÷è.

Îäíèì èç ðåøåíèé ïî óäàëåíèþ íå�èçè÷íûõ îñöèëëÿöèé â îáëàñòè êîíòàêòà ÿâëÿåòñÿ èñ-

ïîëüçîâàíèå äèññèïàòèâíûõ ñõåì. Èçâåñòíî äîñòàòî÷íî ìíîãî ñõåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ÷èñëåí-

íîé äèññèïàöèåé, êîòîðûå èìåþò âûñîêóþ ÷àñòîòíóþ äèññèïàöèþ ñ íåáîëüøèì íèçêî÷àñòîò-

íûì çàòóõàíèåì, òàêèõ êàê HHT-α, WBZ-α, îáîáùåííàÿ-α ñõåìà, ñõåìà α-�óíêöèé, γ-ñõåìà
è äð. Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ êîíòàêòíûõ çàäà÷ èñïîëüçóåòñÿ äèñ-

ñèïàòèâíàÿ ñõåìà Íüþìàðêà ñ ïàðàìåòðàìè δ = α = 0.5 èëè δ = 0.7, α = 0.36, îáîñíîâàííûå
÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè.

Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, áîëåå ý��åêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå îáîáùåííûõ äèññè-

ïàòèâíûõ ìåòîäîâ íà îñíîâå ñõåìû Íüþìàðêà, òàêèõ êàê ñõåìà HTT-α [14℄, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

áåçóñëîâíî óñòîé÷èâîé, âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè è äèññèïàòèâíîé äëÿ âûñîêèõ ÷àñòîò. Âåëè-

÷èíà äèññèïàöèè êîíòðîëèðóåòñÿ ïàðàìåòðîì α, âàðüèðóåìûì â ïðåäåëàõ îò −1/3 äî 0.

Âòîðûì ñïîñîáîì ïîâûñèòü òî÷íîñòü è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ãðóï-

ïû àëãîðèòìîâ, òåì èëè èíûì ñïîñîáîì èçìåíÿþùèõ êîíòàêòíûå óñëîâèÿ íà êàæäîì âðå-

ìåííîì øàãå, âêëþ÷àþùèõ ìåòîäû øòðà�à, êîððåêöèè êîíòàêòíûõ ïåðåìåùåíèé è äàâëåíèé,

à òàêæå êîíòàêòíîé ñêîðîñòè. Â óêàçàííûõ àëãîðèòìàõ ìîäè�èöèðóþòñÿ áàçîâûå ñõåìû èí-

òåãðèðîâàíèÿ ñ öåëüþ äèññèïàöèè êîíòàêòíûõ ñèë è ïðåäîòâðàùåíèþ âîçíèêíîâåíèÿ îñöèë-

ëèðóþùèõ îáëàñòåé. Òàê, â ðàáîòå [15℄ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñõåìà Íüþìàðêà ñ äîïîëíèòåëüíûì

øàãîì ñòàáèëèçàöèè êîíòàêòíîé îáëàñòè, ìåòîä äèññèïàöèè êîíòàêòíûõ ñèë íà îñíîâå ìåòîäîâ

òðàïåöèé è Íüþìàðêà, óñîâåðøåíñòâîâàíèå ýòèõ ñõåì íà îñíîâå ìåòîäà îáíîâëåíèÿ êîíòàêòíûõ

ñêîðîñòåé, ââåäåííîãî â [16℄.

Íåñêîëüêî äðóãîé ïîäõîä ïðåäîòâðàùåíèÿ ëîæíûõ êîëåáàíèé ñâÿçàí ñ ïåðåðà
ïðåäåëåíè-

åì ìàññû, ïðèïèñûâàåìîé ê óçëàì íà ãðàíèöå êîíòàêòíîé îáëàñòè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî èíåðöè-

àëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ðàñ÷åòíûõ óçëîâ ñåòêè èçìåíÿþòñÿ [17℄. Äàííûé ñïîñîá çíà÷èòåëüíî

ñòàáèëèçèðóåò êîíòàêòíóþ îáëàñòü, êðîìå òîãî, îí ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â êîìáèíàöèè

ñ ëþáûìè âûøåîïèñàííûìè ñõåìàìè.

Îáû÷íî ìàòðèöà ìàññ âûáèðàåòñÿ äèàãîíàëüíîé è òåì ñàìûì ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàññà ðàñ-

÷åòíûõ ÿ÷ååê, îêðóæàþùèõ óçåë ñåòêè, ñîñðåäîòî÷åíà â ñàìîì óçëå. Äëÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷

îäíîé èç îñîáåííîñòåé ñõåìû (3.2) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî óçëû íà ãðàíèöå êîíòàêòà òàêæå èìåþò

ñâîþ ñîáñòâåííóþ èíåðöèþ, ÷òî ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè äàæå äëÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñõåì.

Ïðè âõîäå â êîíòàêò ðàñ÷åòíûé óçåë òåðÿåò ñâîþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ è îñòàíàâëèâàåòñÿ.

Â ñõåìàõ, îáåñïå÷èâàþùèõ ñîõðàíåíèå ýíåðãèè, îñöèëëèðóþùåå äâèæåíèå êîíòàêòíîãî óçëà

ïðîèñõîäèò äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû.

Â [17℄ ïåðåðàñïðåäåëåíèå ìàññû ââîäèòñÿ ñ ñîõðàíåíèåì îáùåé ìàññû, öåíòðà òÿæåñòè è ìî-

ìåíòà èíåðöèè òåëà. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîäè�èöèðîâàííîé ìàòðèöû ìàññ �îðìó-

ëèðóåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðèâåäåííûì âûøå òðåáîâàíèÿì. �àçëè÷íûå

âàðèàíòû ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ òàêæå ìîãóò áûòü íàéäåíû â ðàáîòàõ [18℄.

Èñïîëüçóÿ ââåäåííîå ðàíåå óïîðÿäî÷èâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà (2.1) è ñ÷èòàÿ, ÷òî ïî-

ñëåäíèå óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò íîðìàëüíûì êîìïîíåíòàì âåêòîðà ïåðåìåùåíèé íà ãðàíèöå
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êîíòàêòà, ïðåäñòàâèì ìîäè�èöèðîâàííóþ ìàòðèöó ìàññ M̃ êàê

M̃ =

(
MII 0
0 0

)
.

Â ñëó÷àå äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ìàññ ïðîöåññ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê îáíóëåíèþ ýëå-

ìåíòîâ ìàòðèöû äëÿ êîíòàêòèðóþùèõ óçëîâ.

Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ ó÷åòîì ââåäåííîãî ðàíåå ðàçäåëåíèÿ ïðèìåò âèä

(
MII 0
0 0

) t+∆t(
üI

üC

)
+

(
KII KIC

KCI KCC

) t+∆t(
uI

uC

)
=

t+∆t(
PI

0

)
+

t+∆t(
0

RC

)
.

Ìåòîä ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ óñòðàíÿåò áîëüøèå ïîáî÷íûå êîëåáàíèÿ êîíòàêòíîãî äàâëå-

íèÿ, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ ñî ñòàíäàðòíîé ìàòðèöåé ìàññ, îáåñïå÷èâàÿ ïðè ýòîì òî÷íîå ñî-

áëþäåíèå óñëîâèÿ êîíòàêòà. Êðîìå òîãî, ýòîò ìåòîä íå òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ øàãîâ èëè

äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ è ìîæåò áûòü ëåãêî ðåàëèçîâàí. Áîëåå òîãî, ìåòîä íå âëèÿåò íà

ðàñïðîñòðàíåíèå óäàðíûõ âîëí. Ïðè ìàëûõ ðàçìåðàõ øàãà è óãëîâ ñåòêè ïåðåðàñïðåäåëåíèå

ìàññû íåçíà÷èòåëüíî. Ñ ìîìåíòà ñâîåãî ïîÿâëåíèÿ ìåòîä ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû ðàçâèâà-

åòñÿ â íåñêîëüêèõ íàïðàâëåíèÿõ [19℄: âàðèàíòû ïîñòðîåíèÿ ìîäè�èöèðîâàííîé ìàòðèöû ìàññ,

èñïîëüçîâàíèå ÿâíî-íåÿâíûõ ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ âî âðåìåíè, êîíòàêòíûå çàäà÷è ñ òðåíèåì.

Êðîìå òîãî, ñ ïîìîùüþ ñõåìû Íüþìàðêà èëè åå îáîáùåíèé äîñòèãàåòñÿ ïîëíîå ñîõðàíåíèå

ýíåðãèè íà áîëüøèõ âðåìåíí�ûõ èíòåðâàëàõ.

Ñîãëàñíî ìåòîäó HTT-α (ñì. [14℄) ìàòðè÷íóþ �îðìó óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû äèíà-

ìè÷åñêè êîíòàêòèðóþùèõ òåë áåç ó÷åòà äåìï�èðîâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

M
t+∆t

ü+ (1 + α)K t+∆t
u− αK t

u = (1 + α)t+∆t
R(t+∆t

u)− αt
R+ (1 + α)t+∆t

P− αt
P, (3.1)

ãäå t+∆t � òåêóùèé øàã ïî âðåìåíè; M, K � ìàòðèöû ìàññ è æåñòêîñòè ñîîòâåòñòâåííî; P �

âåêòîð âíåøíèõ íàãðóçîê; R � âåêòîð êîíòàêòíûõ ñèë; u � âåêòîð óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé; ü �

âåêòîð óñêîðåíèé; α � äèññèïàòèâíûé ïàðàìåòð, íàõîäÿùèéñÿ â äèàïàçîíå îò −1/3 äî 0.
Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòåé èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

t+∆t
u =t

u+∆ttu̇+
∆t2

2

(
(1− 2β)tü + 2βt+∆t

ü

)
, t+∆t

u̇ =t
u̇+∆t

(
(1− γ)tü+ γt+∆t

ü

)
.

Çäåñü γ > 0.5 è β > 0.25(γ+0.5)2 . Ïðè÷åì íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàâèñèìîñòü

îò ïàðàìåòðà α: γ = 0.5− α è β = 0.25(1 − α)2.

Âûðàæàÿ

t+∆t
ü ÷åðåç

t+∆t
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uj) + (1 + α)t+∆t

P+t
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P.

Êàê âèäíî èç ñîîòíîøåíèÿ (3.2), ïîñëå ëèíåàðèçàöèè óñêîðåíèÿ â ñèñòåìå âñå åùå ïðèñóòñòâóåò

íåëèíåéíîñòü, îáóñëîâëåííàÿ íàëè÷èåì êîíòàêòíûõ ñèë. Îäíèì èç âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ òàêîãî

âèäà óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå èòåðàöèîííîãî óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ.
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè (àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (1D) � ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ ñ òðåóãîëüíûìè

ìàðêåðàìè; àëãîðèòì (ñì. [20℄) � øòðèõïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ 
 êâàäðàòíûìè ìàðêåðàìè; DDS � ñïëîøíàÿ

êðèâàÿ): à) êîíòàêòíîå äàâëåíèå; á) ñêîðîñòè â ñðåäíåì ñå÷åíèè ïåðâîãî áðóñà

Íà êàæäîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ t+∆t ïîñòðîèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ðåøåíèÿ íåëèíåé-

íîé ñèñòåìû ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, çàâèñÿùåé îò êîíòàêòíûõ ñèë R, ñ èòåðàöèîííûìè ïðèáëèæåíè-

ÿìè ïî àëüòåðíèðóþùåìó ìåòîäó Øâàðöà ïî ïîäîáëàñòÿì êîíòàêòèðóþùèõ òåë â âèäå (2.2).

Óñëîâèÿ âûõîäà èç èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (3.2) îñòàþòñÿ ïðåæíèìè, îñíîâíûì îòëè÷èåì ÿâ-

ëÿåòñÿ çàìåíà ìàòðèöû æåñòêîñòè K íà ý��åêòèâíóþ ìàòðèöó æåñòêîñòè K̂ è ïîÿâëåíèå

äîïîëíèòåëüíûõ èíåðöèàëüíûõ ñëàãàåìûõ â H ñ ïðåäûäóùåãî âðåìåíí�îãî øàãà t:

[
1

β∆t2

(
M

(k)
II 0
0 0

)
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(
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IC

K
(k)
CI K
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)
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=
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(3.3)

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ òåñòèðîâàíèÿ íà ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷àõ ðåøàëàñü ñèñòåìà óðàâíå-

íèé â áëî÷íîì âèäå (3.3), õîòÿ âîçìîæíî åå ïðåäñòàâëåíèå è ðåøåíèå â âèäå ñèñòåìû äâóõ óðàâ-

íåíèé îòíîñèòåëüíî âåêòîðà íåèçâåñòíûõ ïåðåìåùåíèé íà ãðàíèöå íåñêîëüêî äðóãèìè è, âîç-

ìîæíî, áîëåå ýêîíîìè÷íûìè ìåòîäàìè.

� 4. Òåñòîâûå ïðèìåðû

�àññìàòðèâàëîñü íåñêîëüêî ñëó÷àåâ ñîóäàðåíèÿ îäíîðîäíûõ òåë, áåç èõ ðàçðóøåíèÿ, ñ îïðå-

äåëåíèåì ñèëû óäàðà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíîé çàäà÷åé. Òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìîâ âûïîë-

íÿëîñü íà çàäà÷àõ, èìåþùèõ ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðû ìàññû, ñêîðîñòè, óïðóãèõ ñâîéñòâ êîíòàê-

òèðóþùèõ òåë, à òàêæå ïëîùàäè è �îðìû ïîâåðõíîñòåé êîíòàêòà, îïðåäåëÿþùèõ ìàêñèìàëü-

íóþ ñèëó óäàðà.

Â ïåðâîì òåñòîâîì ïðèìåðå äâà îäíîðîäíûõ áðóñà êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ ðàçìåðîì 10 × 1 ì2

ñòàëêèâàëèñü äðóã ñ äðóãîì [20℄. Íà ïåðâîì áðóñå çàäàâàëàñü íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü u̇
(1)
0 = 10ì/
,
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�èñ. 3. Çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ïàðàìåòðîâ (àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (1D) �

ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ ñ òðåóãîëüíûìè ìàðêåðàìè; àëãîðèòì (ñì. [20℄) � øòðèõïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ


 êâàäðàòíûìè ìàðêåðàìè; DDS � ñïëîøíàÿ êðèâàÿ): à) ñêîðîñòè íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè ïåðâîãî áðóñà;

á) ñêîðîñòè â ñðåäíåì ñå÷åíèè âòîðîãî áðóñà

âòîðîé áðóñ, ñ çàêðåïëåííûì ñíèçó îñíîâàíèåì, íàõîäèëñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Íà÷àëüíûé çà-

çîð ìåæäó áðóñàìè ñîñòàâëÿë δ = 0.5 ì. Çàäà÷à ðåøàëàñü â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå ñ ÿ÷åé-

êàìè øåñòèãðàííîé �îðìû, ïðè ýòîì êàæäûé áðóñ ñîñòîÿë èç 256 øåñòèãðàííûõ ýëåìåíòîâ

è 1026 óçëîâ. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñêîëüæåíèÿ îïðåäåëÿëèñü íà áîêîâûõ ãðàíÿõ áðóñà, øàã èí-

òåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ñîñòàâëÿë ∆t = 6.25 ìñ. Ëèíåéíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ (k = 1, 2)
âûáèðàëèñü èñõîäÿ èç óñëîâèÿ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíîé âîëíû, ðàâíîé 10ì/ñ,

ìîäóëü Þíãà E(k) = 100Ïà, êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ν(k) = 0, ïëîòíîñòü ρ(k) = 1êã/ì3
.

Îñöèëëÿöèè êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ âîçíèêàþò ïðè íà÷àëüíîì âõîæäåíèè òåë â êîíòàêò,

à òàêæå â ñåðåäèíå êîíòàêòà, êîãäà ïåðâûé áðóñ íà÷èíàåò îáðàòíîå äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì

óïðóãèõ êîíòàêòíûõ ñèë âòîðîãî áðóñà (ñì. ðèñ. 2, à).

Ïîëå ñêîðîñòåé ñîóäàðÿåìûõ òåë ìîæíî âèäåòü íà ðèñ. 2, á è 3. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêà-

çûâàþò, ÷òî ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì, îáîçíà÷àåìûé äàëåå äëÿ êðàòêîñòè êàê DDS, õîðîøî

ñîãëàñóåòñÿ ñ òî÷íûì ðåøåíèåì ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì èç ðàáîòû [20℄.

�àñïðîñòðàíåíèå ïðîäîëüíîé âîëíû âíóòðè ñîóäàðÿåìûõ òåë íàáëþäàåòñÿ â íàïðàâëåíèè îò

ãðàíèöû êîíòàêòà (ñì. ðèñ. 4, à). Ñîõðàíåíèå ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû ïîäòâåðæäàåòñÿ äàííûìè

ãðà�èêà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 4, á.

Âî âòîðîì ïðèìåðå ñ�åðà ðàäèóñà 0.6 ì, äâèæóùàÿñÿ ñî ñêîðîñòüþ u̇ = −5ì/ñ âäîëü

îñè OZ, ñòàëêèâàëàñü ñ íåçàêðåïëåííûì íåïîäâèæíûì ïðÿìîóãîëüíûì îñíîâàíèåì ðàçìåðîì

1.4 × 1.4 × 0.6ì [21℄. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü ñ�åðû ñîñòîÿëà èç 36384 øåñòèãðàííèêîâ

è 39007 óçëîâ, ìèíèìàëüíûé íîðìèðîâàííûé ßêîáèàí ñåòêè ðàâíÿëñÿ QJ = 0.24, óãîë èñ-

êðèâëåííîñòè ÷åòûðåõóãîëüíîé ãðàíè θw = 32.5◦, àñïåêòíîå ñîîòíîøåíèå Qa = 4.48. �àñ÷åò-
íàÿ ñåòêà ñ ÿ÷åéêàìè èç øåñòèãðàííèêîâ ïðÿìîóãîëüíîãî îñíîâàíèÿ ñîäåðæàëà 14296 ÿ÷ååê

è 15959 óçëîâ ñî ñëåäóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè: QJ = 0.266, θw = 37.5◦, Qa = 9.78.

Ëèíåéíî-óïðóãèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ñ�åðû èìåëè ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: E(1) = 60000Ïà,
ν(1) = 0.3, ρ(1) = 0.8êã/ì3

, à îñíîâàíèÿ � E(2) = 30000Ïà, ν(2) = 0.3, ρ(2) = 1êã/ì3
. Íà÷àëüíîå

ðàññòîÿíèå ìåæäó òåëàìè ðàâíÿëîñü δ = 0.1ì, øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ñîñòàâëÿë

∆t = 2 · 10−5
ñ.

Ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå çíà÷åíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè, â ñðàâíåíèè ñ åå èñõîäíîé êèíåòè÷å-

ñêîé ñîñòàâëÿþùåé â 9Äæ, ðàâíÿëîñü 2.8%. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5, ñõåìà èç ðàáî-

òû [21℄ îáëàäàåò ëó÷øåé êîíñåðâàòèâíîñòüþ, ÷åì DDS. Ìàêñèìàëüíîå êîíòàêòíîå äàâëåíèå äëÿ

DDS â íèæíåé òî÷êå ñ�åðû, âîçíèêàþùåå íà 3.1 ñåêóíäå ýêñïåðèìåíòà, ñîîòâåòñòâóåò ìàêñè-
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è êèíåòè÷åñêîé Ek (êâàäðàòíûå ìàðêåðû) ýíåðãèè: à) àëãîðèòì (ñì. [21℄); á) DDS
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�èñ. 6. Èçìåíåíèå ðàñ÷åòíûõ ïàðàìåòðîâ: à) äàâëåíèå â íèæíåé òî÷êè ñ�åðû àëãîðèòìà èç [21℄

(øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è DDS (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ); á) ÷èñëî êîíòàêòíûõ òî÷åê íà ñ�åðå â DDS

ìàëüíîé ïëîùàäè ñîïðèêîñíîâåíèÿ êîíòàêòèðóþùèõ òåë (ñì. ðèñ. 6, á) è ñîñòàâëÿåò 3933Ïà,

÷òî íà 11% îòëè÷àåòñÿ îò ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â öèòèðóåìîé ðàáîòå (ñì. ðèñ. 6, à).

Èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìà DDS áåç äèññèïàöèè ïðè α = 0 â ñîîòíîøåíèè (3.3) ïîêàçàëî ñîâ-

ïàäåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè â [21℄. Îäíîé èç ïðè÷èí çàíèæåíèÿ âåëè÷èí ýíåðãèè è êîíòàêòíîãî

äàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå áîëåå ñèëüíîé äèññèïàöèè äëÿ ñõåìû DDS ñ ïàðàìåòðîì

α = −0.11, â ðàáîòå [21℄ ïðèíèìàëîñü çíà÷åíèå α = −0.05. Êðîìå òîãî, îòëè÷èå â çíà÷åíèÿõ íà-
ïðÿæåíèé ñâÿçàíî ñ âûáîðîì êîíòðîëüíûõ óçëîâ â íèæíåé ÷àñòè ñ�åðû è ðàçíûõ õàðàêòåðíûõ

ðàçìåðîâ ðàñ÷åòíûõ ñåòîê, êîòîðûå èñïîëüçîâàëàñü â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ.

Íà ðèñ. 7 èçîáðàæåíî ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ è êîìïîíåíòû σzz íà-
ïðÿæåíèÿ íà òðåòüåé ñåêóíäå ýêñïåðèìåíòà. Íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ âîçíèêàþò â ñåðåäèíå îá-

ëàñòè ñîïðèêîñíîâåíèÿ, íàèìåíüøèå � ïî êðàÿì êîíòàêòà.

Â ñëåäóþùåé òåñòîâîé çàäà÷å ìîäåëèðîâàëñÿ êîíòàêò ïî êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöå äâóõ òðåõ-

ìåðíûõ óïðóãèõ òåë Ω(1)
è Ω(2)

, ïîëó÷åííûõ èç åäèíè÷íîãî êóáà ñî ñòîðîíîé 0.001 (ðèñ. 8). Êîí-
òàêòíàÿ ãðàíèöà äëÿ Ω(1)

îïèñûâàëàñü �óíêöèåé ñëåäóþùåãî âèäà: 5 sin(20−
√

400 − x2 − y2),
à äëÿ Ω(2)

� 5 sin(
√

20.22 − x2 − y2− 20.2) [22℄. Ìàòåðèàë òåë èìåë ìîäóëü Þíãà E(1) = E(2) =
= 2.1 · 108ÌÏà, êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ν(1) = ν(2) = 0.3, ïëîòíîñòü ρ(k) = 7850êã/ì3

. Íà-

÷àëüíûé çàçîð ìåæäó òåëàìè ñîñòàâèë δ = 10−6
ì, äëÿ òåëà Ω(2)

âäîëü îñè OZ çàäàâàëàñü

íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü 1ì/ñ, â òî âðåìÿ êàê îñíîâàíèå íèæíåãî òåëà Ω(1)
áûëî çàêðåïëåíî, øàã

èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèíèìàëñÿ ðàâíûì 4 · 10−7
ñ (ñì. ðèñ. 8).

Äëÿ êàæäîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ òåë áûëà ïîñòðîåíà ñåòêà, ñîäåðæàùàÿ 21600 øåñòè-

ãðàííûõ ÿ÷ååê è 226981 óçëîâ. Ìèíèìàëüíûé íîðìèðîâàííûé ÿêîáèàí ñåòêè âåðõíåãî òåëà

ðàâíÿëñÿ QJ = 0.64, óãîë èñêðèâëåííîñòè ãðàíè θw = 3.72◦, àñïåêòíîå ñîîòíîøåíèå Qa = 2.23,
ñåòêà íèæíåãî òåëà èìåëà ïàðàìåòðû êà÷åñòâà QJ = 0.65, θw = 3.59◦, Qa = 2.22.

Êàê è â ñëó÷àå êîíòàêòà ñ�åðû è îñíîâàíèÿ, äëÿ ìåòîäà DDS íàáëþäàåòñÿ íåêîòîðîå óìåíü-

øåíèå çíà÷åíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè â ìîìåíò âõîæäåíèÿ òåë â êîíòàêò. Ïðè ýòîì íàèáîëåå çàìåòíîå

îòêëîíåíèå â 4.2% âîçíèêàåò â ìîìåíò ìàêñèìàëüíîãî ñîïðèêîñíîâåíèÿ êîíòàêòèðóþùèõ òåë

(ñì. ðèñ. 9, 10, á). Ñîãëàñíî äàííûì ðèñ. 10 èìåþòñÿ íåêîòîðûå îñöèëëÿöèè çíà÷åíèé êîíòàêò-

íîãî äàâëåíèÿ è ÷èñëà òî÷åê â îáëàñòè êîíòàêòà, ÷òî ñâÿçàíî ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèåé îáëàñòè

êîíòàêòà.

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî òåñòà äëÿ DDS íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå ñîâïàäåíèå âåëè÷èíû êîí-

òàêòíîãî äàâëåíèÿ â íèæíåé òî÷êå òåëà Ω(2)
ñ àëãîðèòìîì TFETI, â êîòîðîì èñïîëüçîâàëàñü
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â ñå÷åíèè òåë; á) êîíòàêòíîå äàâëåíèå íà ñ�åðå
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ìàðêåðû ) è êèíåòè÷åñêîé � Ek (êâàäðàòíûå ìàðêåðû); à) àëãîðèòì èç [22℄; á) àëãîðèòì DDS

PSfrag repla
ements

p, Ïà

3.0e+8

2.0e+8

1.0e+8

0 1.0 e�5 t, ñ

DDS

[22℄

(à)

PSfrag repla
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�èñ. 10. Ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíûõ ïàðàìåòðîâ (øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � àëãîðèòì èç [22℄; ñïëîøíàÿ ëèíèÿ �

DDS): à) äàâëåíèå â íèæíåé òî÷êè âåðõíåãî êóáà; á) ÷èñëî êîíòàêòíûõ òî÷åê íà ñ�åðå â àëãîðèòìå DDS

êîíòàêòíî-ñòàáèëèçèðîâàííàÿ ñõåìà Íüþìàðêà [22℄. Ïðè ýòîì äëÿ ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé îò-

ëè÷èå íå ïðåâûøàåò 4% (ñì. ðèñ. 10, á) ïðè ñóùåñòâåííî ìåíüøåì ÷èñëå óçëîâ ñåòêè è ìåíüøèõ

ðàçìåðàõ ðåøàåìûõ ñèñòåì.

Íà ðèñ. 11 èçîáðàæåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé êîìïîíåíò ïåðåìåùåíèÿ uz, íàïðÿæåíèÿ σzz
è êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ äëÿ òåëà Ω(2)

. Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé è äàâ-

ëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò îáëàñòÿì ìàêñèìàëüíîãî ñìåùåíèÿ óçëîâ íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè

íèæíåãî òåëà.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷ ïðè äèíàìè÷åñêîì âîçäåéñòâèè ïîñòðîåí

àëüòåðíèðóþùèé àëãîðèòì Øâàðöà, îáåñïå÷èâàþùèé âûïîëíåíèå óñëîâèé íà èçìåíÿþùåéñÿ

êîíòàêòíîé ãðàíèöå ïðè ïîøàãîâîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé ïî íåÿâíîé äèññèïàòèâíîé ñõå-

ìå ñ ïåðåðàñïðåäåëåíèåì ìàññû êîíòàêòíûõ óçëîâ. Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì äàííîãî ïîäõîäà

ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû äëÿ óñêîðåíèÿ àëãîðèòìà íà ïîä-

îáëàñòÿõ, íåò íåîáõîäèìîñòè â êîíòàêòíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòàõ, ïàðàìåòðàõ êîíòàêòà, ìíîæè-

òåëÿõ Ëàãðàíæà èëè ðåãóëÿðèçàöèè. Êàê ïîêàçàëè ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ çàäà÷ íà óäàðíûå

êîíòàêòíûå âçàèìîäåéñòâèÿ, ðàññìàòðèâàåìûå âàðèàíòû âû÷èñëåíèÿ êîíòàêòíûõ ñèë îáåñ-
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�èñ. 11. �àñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ â ñå÷åíèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è íà ïîâåðõíîñòè âåðõíåãî êóáà íà

t = 8.8 e�06 ñåêóíäå: à) êîìïîíåíòà âåêòîðà ïåðåìåùåíèé uz ; á) êîìïîíåíòà òåíçîðà íàïðÿæåíèé σzz

ïå÷èâàþò çà íåáîëüøîå ÷èñëî èòåðàöèé âûñîêóþ òî÷íîñòü ïðè èõ ñðàâíåíèè ñ èçâåñòíûìè

àëãîðèòìàìè è èìåþò âûñîêóþ óñòîé÷èâîñòü è íàäåæíîñòü. Íåçàâèñèìîñòü àïïðîêñèìàöèè

ðåøåíèÿ äëÿ êàæäîãî òåëà ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ý��åêòèâíûå ÷èñëåííûå ñõåìû è èõ ïà-

ðàëëåëüíûå ðåàëèçàöèè ïðè èññëåäîâàíèè êîíòàêòíûõ çàäà÷ ñ êîí
òðóêòèâíîé íåëèíåéíîñòüþ

ìàñøòàáíûõ òðåõìåðíûõ êîíñòðóêöèé íà ñòàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ.
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Impli
it integration s
heme for S
hwarz alternating method for dynami
 
onta
t intera
tion problems of

two intera
ting volumetri
 bodies without fri
tion is 
onsidered. The paper presents the results of testing a


onta
t algorithm of S
hwarz domain de
omposition using HTT-α s
heme in 
onsistent method redistribution

of mass on the boundary of 
onta
t. To prevent arti�
ial os
illations on the 
onta
t boundary together

with 
ommon dissipative properties of the α-s
heme, the 
onsistent mass redistribution method was used.

The main advantage of this approa
h is the option to use multigrid methods to speed up the algorithm

on subdomains, also there is no need for 
onta
t elements, 
onta
t parameters, Lagrange multipliers or

regularization. Numeri
al examples in
luding various 
onta
t zones, di�erent materials of 
onta
t bodies and


omparisons with measurements of other methods show the wide appli
ability of the derived algorithm.
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