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ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ Â ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà ¾íåàääèòèâíàÿ¿ çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè ïåðåìåùåíèé, ÿâëÿþùàÿñÿ îáîáùåíèåì
èçâåñòíîé çàäà÷è ¾íà óçêèå ìåñòà¿. Ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííû ì ïàðàìåòð â âèäå ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà,
ñòåïåíü êîòîðîãî îïðåäåëÿåò âåñ ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòàïà ñè ñòåìû ïåðåìåùåíèé. Âàðüèðîâàíèåì ïà-
ðàìåòðà ìîæíî ñäåëàòü äîìèíèðóþùèìè íà÷àëüíûå èëè, íàïðîò èâ, ôèíàëüíûå ýòàïû ïåðåìåùåíèÿ.
Âàðèàíò àãðåãèðîâàíèÿ ñòîèìîñòåé ñ óïîìÿíóòûìè âåñàìè ñîî òâåòñòâóåò èäåéíî ïîñòàíîâêå çàäà÷è
¾íà óçêèå ìåñòà¿, íî îòêðûâàåò âîçìîæíîñòè èññëåäîâàíèÿ íî âûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ ìàðøðóòèçàöèè ñ
îãðàíè÷åíèÿìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî ïîñòàíîâêà îñ ëîæíåíà çàâèñèìîñòüþ ñòîèìîñòåé îò ñïèñêà
çàäàíèé è âêëþ÷àåò îãðàíè÷åíèÿ â âèäå óñëîâèé ïðåäøåñòâîâà íèÿ. Êðîìå òîãî, â èíòåðåñàõ îïòèìè-
çàöèè äîïóñêàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé âûáîð íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíè ÿ èç çàäàííîãî àïðèîðè ìíîæåñòâà. Äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ àïïàðàò øèðîêî ïîíèìàåìî ãî äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìó ìà ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè â óñëîâèÿõ,
êîãäà ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàðøðóòíàÿ îïòèìèçàöèÿ, äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå , îïòèìèçàöèÿ òî÷êè
ñòàðòà.
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Ââåäåíèå

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè ïåð åìåùåíèé ñ íåàääèòèâíûì
àãðåãèðîâàíèåì çàòðàò, à òî÷íåå, îáîáùåííûé âàðèàíò èçâåñ òíîé çàäà÷è íà ¾óçêèå ìåñòà¿. Ïî
ïîñòàíîâêå äîïóñêàåòñÿ âûáîð íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (áàçû ï ðîöåññà) â ïðåäåëàõ çàäàííîãî
è íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè ñòîèìîñòè äîïóñêàþò
çàâèñèìîñòü îò ñïèñêà çàäàíèé, êîòîðûå íå âûïîëíåíû íà òåêó ùèé ìîìåíò âðåìåíè; èìåþòñÿ
òàêæå óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Ïîñòàíîâêè òàêîãî ðîäà ìîã óò âîçíèêàòü â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ
èíæåíåðíûõ ïðèëîæåíèÿõ. Ñåé÷àñ îòìåòèì òîëüêî îäíó âîçìîæ íîñòü.

Èìååòñÿ â âèäó çàäà÷à î äåçàêòèâàöèè ìåñòíîñòè â óñëîâèÿõ àâàðèéíûõ ñèòóàöèé, ïîäîá-
íûõ ×åðíîáûëþ è Ôóêóñèìå, êîãäà â ðåçóëüòàòå ðàçëåòà ôðàãìå íòîâ ðàäèàöèîííîãî îáîðóäî-
âàíèÿ âîçíèêàåò ñèñòåìà èçëó÷àþùèõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå íàä î äåìîíòèðîâàòü, ò. å. (ïîïðîñòó)
âûêëþ÷èòü. Ýòó îïåðàöèþ ïðåäïîëàãàåòñÿ îñóùåñòâëÿòü ïîñë åäîâàòåëüíûìè öèêëàìè ñ ïðè-
ìåíåíèåì óñòðîéñòâà, îñíàùåííîãî ýëåêòðîííûì îáîðóäîâàí èåì ñ îïðåäåëåííûì ïîðîãîâûì
óðîâíåì. Ýòîò óðîâåíü íå äîëæåí ïðåâûøàòüñÿ íà êàæäîì èç öèê ëîâ; ïðè ýòîì ïî çàâåð-
øåíèþ êàæäîãî öèêëà ïðåäïîëàãàåòñÿ îñóùåñòâëåíèå äåçàêòè âàöèè óñòðîéñòâà ñ òåì, ÷òîáû
ïî âîçìîæíîñòè ñáðîñèòü íàêîïëåííóþ (ïðè âûïîëíåíèè öèêëà ) ðàäèîàêòèâíîñòü. Õàðàêòåð-
íîé îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü ôóíêöèé ñòîèìîñòè ( çäåñü äîç ðàäèàöèè) îò ñïèñêà
çàäàíèé: ¾ñâåòÿò¿ òå è òîëüêî òå èñòî÷íèêè, êîòîðûå íå áûëè ä åìîíòèðîâàíû íà òåêóùèé
ìîìåíò. Âîçìîæíû òàêæå è óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ (íàïðèìåð , îäèí èçëó÷àþùèé îáúåêò
ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ íà êîíñòðóêöèè, òàêæå ÿâëÿþùåéñÿ èçëó ÷àþùèì ýëåìåíòîì; â òàêîé ñè-
òóàöèè ¾âåðõíèé¿ îáúåêò ñëåäóåò äåìîíòèðîâàòü ðàíüøå ¾íèæíåãî¿, èãðàþùåãî ðîëü îïîðû).

Ïðîòîòèïîì èññëåäóåìîé ïîñòàíîâêè ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èçâåñò íàÿ òðóäíîðåøàåìàÿ çàäà÷à
êîììèâîÿæåðà (ÇÊ èëè TSP â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå); ñì. [ 1� 6] è äð. Áîëüøèíñòâî èññëå-
äîâàíèé â îáëàñòè ðåøåíèÿ ÇÊ îòíîñÿòñÿ ê ¾àääèòèâíîé¿ âåðñè è, ãäå ñòîèìîñòè ïåðåìåùåíèé
ìåæäó ¾ãîðîäàìè¿ ñóììèðóþòñÿ; îòìåòèì, îäíàêî, ðàáîòó [ 7]. Ïîëåçíî èìåòü â âèäó òî, ÷òî
ðàññìàòðèâàåìàÿ íèæå ïîñòàíîâêà ñîäåðæèò ñóùåñòâåííûå îò ëè÷èÿ îò ÇÊ íå òîëüêî êîëè÷å-
ñòâåííîãî, íî è êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà.

http://dx.doi.org/10.20537/vm180306
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Ÿ 1. Îáùèå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ ñèìâî ëèêà (êâàíòîðû, ñâÿçêè è äð.);
? � ïóñòîå ìíîæåñòâî, , � ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ, def çàìåíÿåò ôðàçó ¾ïî îïðåäåëå íèþ¿.
Ñåìåéñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî ñà ìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè. Äëÿ
äâóõ ëþáûõ îáúåêòîâ p è q ÷åðåç f p; qg îáîçíà÷àåì (íåïóñòîå) ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå p; q
è íå ñîäåðæàùåå íèêàêèõ äðóãèõ ýëåìåíòîâ. Åñëè x � êàêîé-ëèáî îáúåêò, òî f xg , f x; xg
åñòü ñèíãëåòîí, ñîäåðæàùèé x. Ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ îáúåêòàìè, à ïîòîìó äëÿ âñÿêèõ îáúåê-
òîâ � è � â âèäå(�; � ) , ff � g; f � ; � gg èìååì [ 8] óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (ÓÏ) ñ ïåðâûì ýëåìåí-
òîì � è âòîðûì ýëåìåíòîì � . Åñëè z åñòü ÓÏ (êàêèõ-òî îáúåêòîâ), òî ÷åðåç pr 1(z) è pr2(z)
îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûé è âòîðîé ýëåìåíòû z, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûå óñëîâèåì
z = ( pr1(z); pr2(z)) . Åñëè æåx; y è z � òðè îáúåêòà, òî (x; y; z) , ((x; y); z) åñòü òðèïëåò ñ ïåð-
âûì ýëåìåíòîì x, âòîðûì ýëåìåíòîì y è òðåòüèì ýëåìåíòîì z. Â ýòîé ñâÿçè íàïîìíèì [ 9], ÷òî
äëÿ âñÿêèõ òðåõ ìíîæåñòâ A; B è C A � B � C , (A � B ) � C:

Åñëè H � ìíîæåñòâî, òî P(H ) åñòü def ñåìåéñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ (ï/ì) H è P0(H ) ,
, P(H )nf ? g (ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ ï/ì H ), à Fin(H ) åñòü ñîîòâåòñòâåííî ñåìåéñòâî âñåõ
êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ èç P0(H ), ò. å. ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ êîíå÷íûõ ï/ì H . Äëÿ ëþáûõ äâóõ
íåïóñòûõ ìíîæåñòâ A è B ïîëàãàåì, ÷òî B A åñòü def ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé èç A â B ;
ïðè h 2 B A è a 2 A â âèäå h(a) 2 B èìååì çíà÷åíèå h â òî÷êå a. Åñëè æå (äëÿ h 2 B A ,
ãäå A è B � íåïóñòûå ìíîæåñòâà) C 2 P (A), òî h1(C) , f h(x) : x 2 Cg 2 P (B ); ÿñíî, ÷òî
(C 6= ? ) ) (h1(C) 6= ? ). Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ A; B; C è D, à òàêæå ôóíêöèè
h 2 D A� B � C îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ h(�; � ) 2 D ïðè � 2 A � B è � 2 C; ïðè ýòîì òàêæå èíîãäà
èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå h(� 1; � 2; � ) âìåñòî h(�; � ), ãäå� 1 , pr1(� ) è � 2 , pr2(� ).

Êàê îáû÷íî, R � âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, R+ , f � 2 R j 0 6 � g 2 P 0(R) è N , f 1; 2;: : :g 2
2 P 0(R+ ) (íàòóðàëüíûé ðÿä); êðîìå òîãî, ïîëàãàåì, ÷òî N0 , N[f 0g = f 0; 1; 2;: : :g è ïðè p 2 N0

è q 2 N0

p; q , f k 2 N0 j (p 6 k)&( k 6 q)g

(åñëèq < p; òî p; q = ? ; â ÷àñòíîñòè, 1; 0 = ? ): Íåïóñòîìó êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó K ñîïîñòàâëÿ-
åòñÿ åãî ìîùíîñòü jK j 2 N; ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè 1; jK j = f s 2 N j s 6 jK jg è íåïóñòîå ìíîæåñòâî
(bi)[ K ] âñåõ áèåêöèé [10, c. 87] ¾ïðîìåæóòêà¿ 1; jK j íà K ; â ÷àñòíîñòè, (bi)[ K ] îïðåäåëåíî äëÿ
K 2 Fin( S), ãäåS � ìíîæåñòâî. Ïåðåñòàíîâêîé íåïóñòîãî ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ [10, c. 87]
âñÿêàÿ áèåêöèÿA íà ñåáÿ; åñëè� � ïåðåñòàíîâêà A, òî îïðåäåëåíà ïåðåñòàíîâêà � � 1 ìíîæå-
ñòâàA, îáðàòíàÿ ê � :

� (� � 1(a)) = � � 1(� (a)) = a 8a 2 A:

Êàê îáû÷íî, ïîëàãàåì, ÷òî j? j , 0:
Åñëè S � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, òî ÷åðåç R + [S] îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç S

â R+ ; ò. å. R + [S] , (R+ )S:

Ÿ 2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â äàëüíåéøåì ôèêñèðóåì íåïóñòîå ìíîæåñòâî X è åãî ï/ì X 0 2 P 0(X ): Ýëåìåíòû X 0 áóäóò
èñïîëüçîâàòüñÿ â ðîëè íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé. Êðîìå òîãî, ôèê ñèðóåì N 2 N òàêîå, ÷òî N > 2,
à òàêæå (íåïóñòûå) ìíîæåñòâà

M 1 2 Fin( X ); : : : ; M N 2 Fin( X ); (2.1)

îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ áóäóò ïðåäïîëàãàòüñÿ âûïîëíåííûìè ó ñëîâèÿ

(M p \ M q = ? 8p 2 1; N 8q 2 1; N nf pg)&( X 0 \ M j = ? 8j 2 1; N ): (2.2)

Ìíîæåñòâà ( 2.1) áóäåì èìåíîâàòü ìåãàïîëèñàìè; óñëîâèÿ ( 2.2) òèïè÷íû äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæå-
íèé. Íàðÿäó ñ ìåãàïîëèñàìè ( 2.1) ôèêñèðóåì îòíîøåíèÿ [ 8]

M1 2 P 0(M 1 � M 1); : : : ; MN 2 P 0(M N � M N ):



350 À. Ã. ×åíöîâ, À. À. ×åíöîâ, À. Í. Ñåñåêèí

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2018. Ò. 28. Âûï. 3

Åñëè j 2 1; N , òî M j îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ ÓÏ z 2 M j � M j ¾ãîðîäîâ¿,
êîòîðûå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â âèäå ïóíêòà ïðèáûòèÿ pr1(z) â ìåãàïîëèñ M j è ïóíêòà îò-
ïðàâëåíèÿ pr2(z) (èç äàííîãî ìåãàïîëèñà). Äåëî â òîì, ÷òî ïðåäìåòîì íàøåãî ðà ññìîòðåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññû âèäà

x0 �! (pr1(z1) 2 M � (1)  pr2(z1) 2 M � (1) ) �! : : :

�! (pr1(zN ) 2 M � (N )  pr2(zN ) 2 M � (N ) );
(2.3)

z1 2 M � (1) ; : : : ; zN 2 M � (N ) ; (2.4)

ãäå x0 2 X 0; � � ïåðåñòàíîâêà 1; N , âûáîð êîòîðîé ìîæåò áûòü ñòåñíåí óñëîâèÿìè ïðåäøå-
ñòâîâàíèÿ. Èòàê, ñîãëàñíî ( 2.3) ïðåäìåòîì íàøåãî âûáîðà ÿâëÿåòñÿ ÓÏ ìàðøðóò�òðàññà, äëÿ
êîòîðîé ( 2.4) èãðàåò ðîëü óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ ôðàãìåíòîâ (òðàññû).

Âñþäó â äàëüíåéøåì P , (bi)[ 1; N ] åñòü ìíîæåñòâî ìàðøðóòîâ, ñðåäè êîòîðûõ äàëåå áóäóò
âûäåëÿòüñÿ äîïóñòèìûå ïî ïðåäøåñòâîâàíèþ, äëÿ îïðåäåëåíè ÿ êîòîðûõ çàôèêñèðóåì ìíîæå-
ñòâî K 2 P (1; N � 1; N ). Èòàê, K åñòü çàäàííîå ìíîæåñòâî ÓÏ, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
èíäåêñû èç 1; N . Îòíîñèòåëüíî K áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

8K 0 2 P 0(K ) 9 z0 2 K 0; pr1(z0) 6= pr 2(z) 8z 2 K 0:

Òîãäà [11, (3.12),(3.14)] A , f � 2 Pj� � 1(pr1(z)) < � � 1(pr2(z)) 8z 2 K g 2 P 0(P); èòàê, äîïóñòè-
ìûå ïî ïðåäøåñòâîâàíèþ ìàðøðóòû ñóùåñòâóþò (ñîäåðæàòåëüí î, óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ
ñîñòîÿò â òîì, ÷òî ïðè (i; j ) 2 K ïîñåùåíèå M i äîëæíî ïðåäøåñòâîâàòü ïîñåùåíèþ M j ). Íà-
ðÿäó ñ A ââåäåì ÷àñòè÷íûå äîïóñòèìûå ìàðøðóòû, èìåÿ â âèäó çàäà÷è î ï îñåùåíèè íå âñåõ,
âîîáùå ãîâîðÿ, ìåãàïîëèñîâ. Äëÿ ýòîãî ïðåæäå âñåãî ââåäåì î ïåðàòîð âû÷åðêèâàíèÿ (çàäàíèé
èç ñïèñêà), ïîëàãàÿ, ÷òî N , P0(1; N ) (ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ ï/ì 1; N ). Òîãäà

I : N �! N (2.5)

îïðåäåëÿåòñÿ [12, ÷àñòü 2] óñëîâèÿìè: ïðè K 2 N

I (K ) , K nf pr2(z) : z 2 �[ K ]g;

ãäå �[ K ] , f z 2 K j (pr1(z) 2 K )&(pr 2(z) 2 K )g: Â òåðìèíàõ îïåðàòîðà ( 2.5) îïðåäåëÿåì ïðè
K 2 N ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ (ïî âû÷åðêèâàíèþ) ìàðøðóòîâ ïîñåùåí èÿ ìåãàïîëèñîâ M k ;
k 2 K ; à èìåííî:

(I � bi)[K ] , f � 2 (bi)[ K ] j � (l ) 2 I (� 1(l; jK j)) 8l 2 1; jK jg:

Òîãäà A = ( I � bi)[1; N ]: Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî, êàê âèäíî èç ( 2.3) è (2.4), âûáîð ìàðøðóòà (ïå-
ðåñòàíîâêè èíäåêñîâ) íå îïðåäåëÿåò åùå òå÷åíèå ïðîöåññà. Â ýòîé ñâÿçè ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
òðàññû èëè òðàåêòîðèè, ñîãëàñîâàííûå ñ ìàðøðóòàìè.

Ïîëàãàåì, ÷òî 8j 2 1; N

(M j , f pr1(z) : z 2 M j g)&( M j , f pr2(z) : z 2 M j g): (2.6)

Êðîìå òîãî, óñëîâèìñÿ îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùåãî îáîçíà÷åíè ÿ:

M ,
N[

s=1

M s:

Ðàçóìååòñÿ M 1 � M 1; : : : ; M N � M N : Ïóñòü, êðîìå òîãî

X , X 0
[

M ;
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ïîëó÷èëè íåïóñòîå ï/ì X . Íàêîíåö ïîëàãàåì, ÷òî

X , X 0 [ (
N[

j =1

M j ):

Òîãäà X 2 P 0(X ): ×åðåç Z îáîçíà÷àåì äàëåå ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé (zi ) i 2 0;N : 0; N �! X� X :
Åñëè æåK 2 N; òî ÷åðåç ZK îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé

(zi ) i 2 0;jK j : 0; jK j �! X � X :

Òîãäà, êñòàòè,Z = Z1;N : Ïîëàãàåì ïðè x 2 X 0 è � 2 P

Z� [x] , f (zi ) i 2 0;N 2 Z j (z0 = ( x; x ))&( zt 2 M � (t ) 8t 2 1; N )g; (2.7)

ïîëó÷àåì ñâîéñòâî Z� [x] 2 Fin( Z): Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðè x 2 X ; K 2 N è � 2 (bi)[ K ]

Z (x; K; � ) , f (zi ) i 2 0;jK j 2 ZK j (z0 = ( x; x ))&( zt 2 M � (t ) 8t 2 1; jK j)g; (2.8)

ÿñíî, ÷òî Z (x; K; � ) 2 Fin( ZK ): Ñ ó÷åòîì ( 2.7) ïîëó÷àåì ïðè x 2 X 0 â âèäå

D [x] , f (�; z) 2 A � Z j z 2 Z� [x]g =
[

� 2 A

(f � g � Z� [x]): (2.9)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëàãàåì ïðè x 2 X è K 2 N

D K [x] , f (�; z) 2 (I � bi)[K ] � ZK j z 2 Z (x; K; � )g =
[

� 2 (I � bi)[ K ]

(f � g � Z (x; K; � )) : (2.10)

Èç (2.9) èìååì, êîíå÷íî, ÷òî ïðè x 2 X 0 D [x] åñòü íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à òî÷íåå
D [x] 2 Fin( A � Z): Â ñâîþ î÷åðåäü, èç ( 2.10) ñëåäóåò ïðè x 2 X è K 2 N, ÷òî D K [x] 2
2 Fin(( I � bi)[K ] � ZK ). Â âèäå (2.9) è (2.10) ââåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ
ðåøåíèé (ÄÐ) â çàäà÷àõ ñ ôèêñèðîâàííûì íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèå ì.

Ïîëàãàåì â äàëüíåéøåì çàäàííûìè ôóíêöèè

c 2 R + [X � X � N]; c1 2 R + [X � X � N]; : : : ; cN 2 R + [X � X � N];

à òàêæå ÷èñëîâîé ïàðàìåòð a 2 R+ nf 0g: Åñëè � 2 P è z 2 Z; òî ïîëàãàåì, ÷òî

B � [zja] , max
t2 0;N � 1

at [c(pr 2(z(t)) ; pr1(z(t +1)) ; � 1(t + 1 ; N ))+ c� (t+1) (z(t +1) ; � 1(t + 1 ; N ))] ; (2.11)

ïîëó÷àÿ íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Åñëè x 2 X 0; òî â òåêóùèõ òåðìèíàõ ( 2.11) ïîëó÷àåì çàäà÷ó

B � [zja] �! min; (�; z) 2 D [x]; (2.12)

êîòîðîé ñîïîñòàâëÿåòñÿ êîíå÷íîå çíà÷åíèå

V [x] , min
(�; z)2 D [x]

B � [zja] = min
� 2 A

min
z2 Z� [x ]

B � [zja] 2 R+ (2.13)

è (â ñèëó êîíå÷íîñòè D [x]) íåïóñòîå ìíîæåñòâî

(SOL)[x] , f (�; z) 2 D [x] j B � [zja] = V [x]g:

Íàðÿäó ñ ( 2.12) âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè òî÷êè ñòàðòà:

V [x] �! inf ; x 2 X 0: (2.14)



352 À. Ã. ×åíöîâ, À. À. ×åíöîâ, À. Í. Ñåñåêèí

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2018. Ò. 28. Âûï. 3

Òîãäà
V , inf

x2 X 0
V[x] 2 R+ (2.15)

(ñì. ( 2.13)). Çàäà÷àì ( 2.12), (2.14) ìîæíî ñîïîñòàâèòü èõ ëîêàëüíûå àíàëîãè. Ïðè x 2 X ,
K 2 N, � 2 (bi)[ K ] è z 2 ZK ïîëàãàåì, ÷òî

B (� )
K [zja] , max

t2 0;jK j� 1
at [c(pr2(z(t)) ; pr1(z(t + 1)) ; � 1(t + 1 ; jK j)) +

+ c� (t+1) (z(t + 1) ; � 1(t + 1 ; jK j))] : (2.16)

Ïðè x 2 X è K 2 N ðàññìàòðèâàåì (÷àñòè÷íóþ) çàäà÷ó

B (� )
K [zja] �! min; (�; z) 2 D K [x];

äàííîé çàäà÷å ñîïîñòàâëÿåòñÿ çíà÷åíèå (ýêñòðåìóì)

v(x; K ) , min
(�; z)2 D K [x ]

B (� )
K [zja] = min

� 2 (I � bi )[K ]
min

z2 Z (x;K;� )
B (� )

K [zja] 2 R+ : (2.17)

Ìû ïîëàãàåì òàêæå, ÷òî
v(x; ? ) , 0 8x 2 X : (2.18)

Òàêèì îáðàçîì, â ( 2.17), (2.18) îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ îïòèìàëüíîãî ðåçóëüòàòà

v : X � P (1; N ) �! R+ : (2.19)

Çàìåòèì, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ v(x; 1; N ) 2 R+ ; x 2 X 0: Ïðè ýòîì ñîãëàñ-
íî ( 2.8) èìååì ïî îïðåäåëåíèþ Z; ÷òî, ïðè x 2 X 0 è � 2 (bi)[ 1; N ]; � 2 P è (ñì. ( 2.7), (2.8))

Z� [x] = Z (x; 1; N; � ); (2.20)

à òîãäà (ñì. ( 2.7), (2.8)) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî D [x] = D 1;N [x]: Â ñâîþ î÷åðåäü, èç ( 2.11), (2.16) è
(2.20) ñëåäóåò, ÷òî ïðè x 2 X 0, � 2 P è z 2 Z� èìååò ìåñòî � 2 (bi)[ 1; N ]; z 2 Z (x; 1; N; � ) è

B � [zja] = B (� )
1;N

[zja]: (2.21)

Ñðàâíèì òåïåðü ( 2.13) è (2.17) ïðè x 2 X 0 è K = 1; N: Òîãäà (ñì. ( 2.13), (2.17), (2.20), (2.21))

V [x] = v(x; 1; N ) 8x 2 X 0: (2.22)

Ÿ 3. Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì ïîëîæåíèå, îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå Áåë ëìàíà (èìååòñÿ ââèäó ïðåä-
ñòàâëåíèå äëÿ ôóíêöèè v (2.19) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ( 2.18)).

Òåîðåìà 1. Åñëè x 2 X è K 2 N; òî

v(x; K ) = min
j 2 I (K )

min
z2 M j

sup(f c(x; pr1(z); K ) + cj (z; K ); av(pr 2(z); K nf j g)g):

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïîäîáíî àíàëîãè÷íîìó îáîñíîâàíèþ â [13] è ïî ýòîé ïðè÷èíå îïóùåíî
â íàñòîÿùåì èçëîæåíèè.

Èç (2.22) è òåîðåìû 1 ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

V [x] = min
j 2 I (1;N )

min
z2 M j

sup(f c(x; pr1(z); 1; N ) + cj (z;1; N ); a v(pr 2(z); 1; N nf j g)g):
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Çàìåòèì çäåñü, ÷òî èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò â ñëó÷àåx 2 X è n 2 1; N; ÷òî

v(x; f ng) = min
z2 Mn

sup(f c(x; pr1(z); f ng) + cn (z; f ng); a v(pr 2(z); ? )g) =

= min
z2 Mn

[c(x; pr1(z); f ng) + cn (z; f ng)]
(3.1)

(ó÷èòûâàåì â ( 3.1) ñâîéñòâî, îòìå÷åííîå â [ 11, çàìå÷àíèå 3.2]).
Ðàññìîòðèì, ñëåäóÿ [ 13], ñõåìó ïîñòðîåíèÿ ñëîåâ ôóíêöèè v, â ðàìêàõ êîòîðîé íå ïðåäó-

ñìàòðèâàåòñÿ (ïðè îãðàíè÷åíèÿõ â âèäå óñëîâèé ïðåäøåñòâîâ àíèÿ) íàñ÷èòûâàíèå âñåãî ìàññèâà
çíà÷åíèé ôóíêöèè v. Ñíà÷àëà ââåäåì ò. í. ñóùåñòâåííûå ñïèñêè çàäàíèé. Èòàê, ïó ñòü

G , f K 2 N j 8z 2 K (pr1(z) 2 K ) ) (pr2(z) 2 K )g; (3.2)

ìíîæåñòâà � ýëåìåíòû ( 3.2) � èãðàþò ðîëü óïîìÿíóòûõ ñóùåñòâåííûõ ñïèñêîâ. Ïîëàãàåì
òàêæå, ÷òî Gs , f K 2 G j s = jK jg 8s 2 1; N: Â âèäå Gk ; k 2 1; N , èìååì ðàçáèåíèå G (3.2).
Ïðè ýòîì GN = f 1; N g è G1 = ff tg : t 2 1; N nK 1g; ãäå K 1 , f pr1(z) : z 2 K g: Êðîìå òîãî
(ñì. [ 14])

Gs� 1 = f K nf tg : K 2 Gs; t 2 I (K )g 8s 2 2; N:

Ïîëó÷èëè ðåêóððåíòíóþ ïðîöåäóðó GN �! : : : �! G1: Äàëåå, êîíñòðóèðóþòñÿ ìíîæåñòâà D0,
D1, . . . , DN , èìåíóåìûå ñëîÿìè ïðîñòðàíñòâà ïîçèöèé. Ïîëàãàåì, ÷òî D0 , fM � f ? g; ãäå

fM ,
[

j 2 1;N nK 1

M j ;

à òàêæåDN , X 0 � f 1; N g. Òåì ñàìûì îïðåäåëåíû êðàéíèå ñëîè ïðîñòðàíñòâà ïîçèöèé. Ä ëÿ
ïîñòðîåíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ñëîåâ ïîëàãàåì ñíà÷àëà ïðè s 2 1; N � 1 è K 2 Gs, ÷òî

Js(K ) , f j 2 1; N nK j f j g [ K 2 Gs+1 g; M s[K ] ,
[

j 2 Js (K )

M j ; Ds[K ] , M s[K ] � f K g: (3.3)

Â òåðìèíàõ ( 3.3) îïðåäåëÿåì ïðè s 2 1; N � 1 ìíîæåñòâî Ds:

Ds ,
[

K 2 Gs

Ds[K ]:

Òîãäà [14] D0 6= ? ; D1 6= ? ; : : : ; DN 6= ? : Ïðè ýòîì Ds � X � Gs 8s 2 1; N: Êàê ñëåäñòâèå
ïîëó÷àåì, ÷òî

Ds � X � P (1; N ) 8s 2 0; N:

Ñ ó÷åòîì ýòîãî è îïðåäåëÿåì ñèñòåìó ñóæåíèé ôóíêöèè Áåëëìàíà : åñëès 2 0; N; òî

vs : Ds �! R+

îïðåäåëÿåì óñëîâèÿìè: vs(x; K ) , v(x; K ) 8(x; K ) 2 Ds: Òîãäà èç (2.18) èìååì, â ÷àñòíîñòè,
÷òî v0(x; K ) = 0 8x 2 fM : Èòàê, ôóíêöèÿ v0 òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ íà ìíîæåñòâå D0: Äàëåå
èç (2.22) èìååì ïî îïðåäåëåíèþ DN ; ÷òî

V [x] = vN (x; 1; N ) 8x 2 X 0: (3.4)

Çàìåòèì, êðîìå òîãî, ÷òî [ 11, (6.11)]

(pr2(z); K nf j g) 2 Ds� 1 8s 2 1; N 8(x; K ) 2 Ds 8j 2 I (K ) 8z 2 M j : (3.5)
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Èç òåîðåìû 1 è ( 3.5) âûòåêàåò, ÷òî ïðè s 2 1; N ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè vs� 1 â vs îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèÿìè

vs(x; K ) = min
j 2 I (K )

min
z2 M j

sup(f c(x; pr1(z); K ) + cj (z; K ); avs� 1(pr2(z); K nf j g)g)

8(x; K ) 2 Ds:
(3.6)

Ïîñðåäñòâîì ( 3.6) îïðåäåëåíà ðåêóððåíòíàÿ ïðîöåäóðà

v0 �! v1 �! : : : �! vN : (3.7)

Â ÷àñòíîñòè, èç (3.4) è (3.6) ñëåäóåò, ÷òî

V [x] = min
j 2 I (1;N )

min
z2 M j

sup(f c(x; pr1(z); 1; N ) + cj (z;1; N ); avN � 1(pr2(z); 1; N nf j g)g)

8x 2 X 0:
(3.8)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ( 2.14) ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè çíà÷åíèé ( 3.8). Èíûìè ñëîâàìè, ïîñëå
íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè vN çàäà÷à (2.14) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé:

vN (x; 1; N ) �! inf ; x 2 X 0: (3.9)

Èñõîäíûé ýêñòðåìóì V â (2.15) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

V = inf
x2 X 0

vN (x; 1; N ):

Åñëè X 0 êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî V ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïåðåáîðîì vN (x; 1; N ),
x 2 X 0, â âèäå íàèìåíüøåãî èç óïîìÿíóòûõ çíà÷åíèé. Èòàê, â ñëó÷àå ê îíå÷íîãî ìíîæåñòâà X 0

ìû ïîëó÷àåì íà îñíîâå ( 3.7), (3.9) àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà V: Äàííàÿ
ïðîöåäóðà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â ñëåäóþùèõ äâóõ ñëó÷àÿõ.

1) Íà îñíîâå èíôîðìàöèè î çíà÷åíèè V ìîæíî îðãàíèçîâàòü òåñòèðîâàíèå ýâðèñòèê. Èìå-
åòñÿ â âèäó ñèòóàöèÿ, êîãäà â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X 0 íàðÿäó ñ V îïðåäåëÿåòñÿ òî÷-
êà x0 2 X 0 ñî ñâîéñòâîì vN (x0; 1; N ) = V: Ïðåäëàãàåòñÿ îðãàíèçîâàòü ¾ñîðåâíîâàíèå¿ ýâðè-
ñòè÷åñêèõ ðåøåíèé èçD [x0] ñ âûÿâëåíèåì íàèáîëåå áëèçêîãî ïî ðåçóëüòàòó ê V. Äàííîå ïî-
ñòðîåíèå èìååò ñìûñë â ñëó÷àå, êîãäà N äîñòàòî÷íî âåëèêî â òîì ñìûñëå, ÷òî ¾ïîëíàÿ¿ ïðî-
öåäóðà ðåøåíèÿ ïî ìåòîäó ÄÏ (ñì., íàïðèìåð, [ 13, Ÿ 4]) íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà â ñèëó
íåäîñòàòî÷íîñòè ðåñóðñîâ ïàìÿòè êîìïüþòåðà, â òî âðåìÿ êàê ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ ýêñòðå-
ìóìà [ 13, (4.17)�(4.19)] ñ ïåðåçàïèñüþ ñëîåâ ôóíêöèè Áåëëìàíà óæå ¾ð àáîòàåò¿ ïðè äàííîì N .
Òàêàÿ âîçìîæíîñòü áûëà îòìå÷åíà â [ 15]; èìååòñÿ â âèäó íåêîòîðàÿ ýêîíîìèÿ ïàìÿòè êîìïüþ-
òåðà ïðè îñóùåñòâëåíèè âûøåóïîìÿíóòîé ïåðåçàïèñè ñëîåâ.

2) Ïîñòðîåíèå ïðè íàéäåííûõ V è x0 2 X 0 ñî ñâîéñòâîì V [x0] = vN (x0; 1; N ) = V (îïòè-
ìàëüíîãî) ÄÏ (� 0; z0) 2 (SOL)[x0] ïî ¾îáû÷íîé¿, äëÿ ÄÏ, ñõåìå, ïîäîáíîé [ 13, (4.20)�(4.27)].

Ÿ 4. Ñëó÷àé ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

Ïîëàãàåì â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå, ÷òî X 0 îñíàùåíî ìåòðèêîé � ;

� : X 0 � X 0 �! R+ :

Èòàê, (X 0; � ) åñòü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè x 2 X 0 è " 2 R+ n f 0g; òî ïîëàãàåì, ÷òî

B 0
� (x; " ) , f y 2 X 0 j � (x; y) < " g:

Èòàê, ââåäåíû îòêðûòûå øàðû â X 0:
Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì îäèí åñòåñòâåííûé âàðèàíò êîíñòðóêöèè: íà X îïðåäåëåíà ìåòðè-

êà d, ò. å. (X; d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à � åñòü ñóæåíèåd íà X 0 � X 0, ò. å.

� (x1; x2) = d(x1; x2) 8x1 2 X 0 8x2 2 X 0:

Òîãäà (X 0; � ) ðåàëèçóåòñÿ â âèäå ïîäïðîñòðàíñòâà (X; d).
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Áóäåì ïîëàãàòü â äàëüíåéøåì, ÷òî (X 0; � ) âïîëíå îãðàíè÷åíî, ò. å.

8" 2 R+ n f 0g 9K 2 Fin( X 0) : X 0 =
[

x2 K

B 0
� (x; " ): (4.1)

Âñþäó â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì (íàðÿäó ñ ( 4.1)) ñëåäóþùåå

Óñëîâèå 1. 8" 2 R+ nf 0g 9� 2 R+ nf 0g8x1 2 X 0 8x2 2 X 0

(� (x1; x2) < � ) ) (jc(x1; y; 1; N ) � c(x2; y; 1; N )j < " 8y 2 M ):

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü "0 2 R+ nf 0g: Ïóñòü, êðîìå òîãî, � 0 2 R+ nf 0g òàêîâî, ÷òî
8x1 2 X 0 8x2 2 X 0

(� (x1; x2) < � 0) ) (jc(x1; y; 1; N ) � c(x2; y; 1; N )j < " 0 8y 2 M ): (4.2)

Ïóñòü, íàêîíåö, K 2 Fin( X 0) îáëàäàåò ñâîéñòâîì

X 0 =
[

x2 K

B 0
� (x; � 0): (4.3)

Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

V 6 min
x2 K

vN (x; 1; N ) 6 V + "0: (4.4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü �x 2 X 0. Ñ ó÷åòîì ( 4.3) ïîäáåðåì x0 2 K òàêîå, ÷òî

�x 2 B 0
� (x0; � 0): (4.5)

Òîãäà â ñèëó (4.2) ïîëó÷àåì, ÷òî (ñì. ( 4.5))

jc(�x; y; 1; N ) � c(x0; y; 1; N )j < " 0 8y 2 M : (4.6)

Ó÷òåì äàëåå (3.4), (3.8). Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî

sup(f c(x0; pr1(z); 1; N ) + cj (z;1; N ); avN � 1(pr2(z); 1; N nf j g)g) < (4.7)

< sup(f c(�x; pr1(z); 1; N ) + cj (z;1; N ); avN � 1(pr2(z); 1; N nf j g)g) + "0 8j 2 I (1; N ) 8z 2 M j :

Â ñàìîì äåëå, â ñèëó ( 4.6) ïðè j 2 I (1; N ) è z 2 M j

c(x0; pr1(z); 1; N ) + cj (z;1; N ) < c(�x; pr1(z); 1; N ) + cj (z;1; N ) + "0 (4.8)

(ó÷èòûâàåì òî, ÷òî ñîãëàñíî ( 2.6) pr1(z) 2 M j , ãäåM j � M ), òåì áîëåå

c(x0; pr1(z); 1; N )+ cj (z;1; N ) < sup(f c(�x; pr1(z); 1; N )+ cj (z;1; N ); avN � 1(pr2(z); 1; N nf j g)g)+ "0;

èç ýòîãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò

sup(f c(x0; pr1(z); 1; N ) + cj (z;1; N ); avN � 1(pr2(z); 1; N n f j g)g) <

< sup(f c(�x; pr1(z); 1; N ) + cj (z;1; N ); avN � 1(pr2(z); 1; N n f j g)g) + "0:
(4.9)

Ïîñêîëüêó j è z â (4.8), (4.9) âûáèðàëèñü ïðîèçâîëüíî, ( 4.7) óñòàíîâëåíî. Èç ( 3.4), (3.8) è (4.9)
ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè l 2 I (1; N ) è �z 2 M l èìååì, ÷òî

vN (x0; 1; N ) < sup(f c(�x; pr1(�z); 1; N ) + cl (�z;1; N ); avN � 1(pr2(�z); 1; N n f lg)g) + "0:

Ïîñêîëüêó l è �z âûáèðàëèñü ïðîèçâîëüíî, òî

vN (x0; 1; N ) < min
j 2 I (1;N )

min
z2 M j

sup(f c(�x; pr1(z); 1; N ) + cj (z;1; N ); avN � 1(pr2(z); 1; N n f j g)g) + "0:
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Ñ ó÷åòîì ( 3.4) è (3.6) ïîëó÷àåì òåïåðü íåðàâåíñòâî

vN (x0; 1; N ) < v N (�x; 1; N ) + "0:

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî âûáîð �x áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî

min
y2 K

vN (y; 1; N ) < v N (x; 1; N ) + "0 8x 2 X 0:

Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì ñ ó÷åòîì ( 3.4), ÷òî ïðè ~x 2 X 0

min
x2 K

vN (x; 1; N ) � "0 < V [~x]:

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò ñ ó÷åòîì ( 2.15), ÷òî

min
x2 K

vN (x; 1; N ) � "0 6 V: (4.10)

Â ñâîþ î÷åðåäü, èç ( 4.10) ñëåäóåò, ÷òî

min
x2 K

vN (x; 1; N ) 6 V + "0: (4.11)

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó K � X 0; èìååì èç ( 2.15), ÷òî

V 6 min
x2 K

vN (x; 1; N ):

Òîãäà èç (4.11) âûòåêàåò òðåáóåìîå ñâîéñòâî (4.4).
Àïïðîêñèìèðóþùèå çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåì ïðè K 2 Fin( X 0) çàäà÷ó

V [x] �! min; x 2 K; (4.12)

äëÿ êîòîðîé
(sol)[K ] , f x0 2 K j V [x0] = min

x2 K
V[x]g 6= ? ;

òðåáóåòñÿ íàéòèx0 2 (sol)[K ] è (� 0; z0) 2 (SOL)[x0]:
Ïðåäëîæåíèå 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî (äëÿ âïîëíå îãðàíè÷åííîãî ìí îæåñòâàX 0 è ïðè óñëîâèè 1)

ñðåäè àïïðîêñèìèðóþùèõ çàäà÷ ( 4.12) åñòü ñêîëüêî óãîäíî áëèçêèå ïî ðåçóëüòàòó ê çàäà-
÷å (2.14). Êëþ÷åâóþ ðîëü â ïîäáîðå íóæíûõ àïïðîêñèìèðóþùèõ çàäà÷ ( 4.12) èãðàþò (4.2),
(4.3). Â ýòîé ñâÿçè ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé

Àëãîðèòì íà ôóíêöèîíàëüíîì óðîâíå. Ïóñòü "0 2 R+ nf 0g � çàäàííûé ïàðàìåòð òî÷-
íîñòè. Òðåáóåòñÿ óêàçàòüK 2 Fin( x0) ñî ñâîéñòâîì

j min
x2 K

V [x] � Vj 6 "0 (4.13)

è îòûñêàòü x0 2 (sol)[K ]; ïîñëå ÷åãî ðåøèòü çàäà÷ó (2.12) ïðè x = x0:
Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé.
1') Ïî çàäàííîìó çíà÷åíèþ "0 ïîäáèðàåì � 0 2 R+ nf 0g ñî ñâîéñòâîì ( 4.2) (ôàêòè÷åñêè àíà-

ëèçèðóþòñÿ çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé c(�; y; 1; N ); y 2 M , è � 0 îïðåäåëÿåòñÿ
èç óñëîâèÿ ñòðîãîãî íåïðåâûøåíèÿ "0 äëÿ âñåõ âûøåóïîìÿíóòûõ ýêçåìïëÿðîâ ìîäóëÿ íåïðå-
ðûâíîñòè).

2') Ïî íàéäåííîìó � 0 îòûñêèâàåì K 2 Fin( X 0) ñî ñâîéñòâîì ( 4.3). Äàííîå K èñïîëüçóåì
â êà÷åñòâåK â (4.13).

3') Íàõîäèì x0 2 (sol)[K]; ïîñëå ÷åãî ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó ( 2.12) ïðè x = x0: Ìû ðàñïî-
ëàãàåì ïðè ýòîì çíà÷åíèåì

V0 , min
x2 K

V [x] = min
x2 K

vN (x; 1; N ) 2 R+ :

Äàííîå çíà÷åíèå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ýâð èñòèê â äóõå ïóíêòà 1 ïàðàãðà-
ôà 3. Ýòî òåñòèðîâàíèå òðåáóåòñÿ ïðè óñëîâèè, åñëè íàäî ðåøèòü çàäà÷ó, â êîòîðîé N äîñòà-
òî÷íî âåëèêî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíè ÿ çàäà÷è (2.12), íî äîïóñêàåò
îïðåäåëåíèå vN (x0; 1; N ) â ïîïÿòíîé ïðîöåäóðå ÄÏ ñ ïåðåçàïèñüþ ñëîåâ ôóíêöèè Áåëëìàíà .

Äðóãîé âàðèàíò àëãîðèòìà ñîîòâåòñòâóåò ïóíêòó 2 ïàðàãðàôà 3 è ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè
îïòèìàëüíîãî ÄÐ.
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Ÿ 5. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Çàäà÷à ñ âûäåëåíèåì òî÷åê âõîäà è âûõîäà. Àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â âèäå ïðîãðàì-
ìû äëÿ ÏÝÂÌ íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++, ðàáîòàþùåé â 64-õ ð àçðÿäíîé îïåðàöèîííîé
ñèñòåìå ñåìåéñòâà Windows, íà÷èíàÿ ñ Windows 7. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ÷àñòü ïðîãðàììû ðåà-
ëèçîâàíà â îòäåëüíîì îò èíòåðôåéñà ïîëüçîâàòåëÿ ïîòîêå. Äë ÿ ñëó÷àÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà
ïëîñêîñòè èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíè ÿ ìàðøðóòà è òðàññû è óâåëè÷å-
íèÿ îòäåëüíûõ ó÷àñòêîâ ãðàôèêà; èçîáðàæåíèå ìîæåò áûòü ñîõ ðàíåíî â ôàéë ãðàôè÷åñêîãî
ôîðìàòà bmp. Èñõîäíûå äàííûå è ðåçóëüòàòû ñ÷åòà ïðîãðàììû õ ðàíÿòñÿ â òåêñòîâîì ôàéëå
ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðû.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ íà êîìïüþòåðå ñ öåíò ðàëüíûì ïðîöåññîðîì Intel
Core i7, îáúåìîì ÎÇÓ 64 ÃÁ ñ óñòàíîâëåííîé îïåðàöèîííîé ñèñò åìîé Windows 7 Ìàêñèìàëü-
íàÿ SP1.

Çàäàíû 33 êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà â âèäå ðàâíîìåðíûõ ñåòîê ïî 12 ò î÷åê íà îêðóæíîñòÿõ.
Êîëè÷åñòâî àäðåñíûõ ïàð ðàâíî 33.

Ìíîæåñòâî X 0 âîçìîæíûõ íà÷àëüíûõ ïîçèöèé ïðåäñòàâëåíî ñëåäóþùèìè òî÷ê àìè (4 òî÷-
êè): (25; � 35); (95; � 100); (0; 0); (100; 30). Ïåðåìåùåíèÿ îöåíèâàþòñÿ åâêëèäîâîé íîðìîé. Âíóò-
ðåííèå ðàáîòû ñâÿçàíû ñ ðåøåíèåì ÇÊ (ñ åâêëèäîâîé ìàòðèöåé ð àññòîÿíèé) ïî îáõîäó âñåõ
òî÷åê ìåãàïîëèñà ïðè âûäåëåííûõ ïóíêòàõ ïðèáûòèÿ è îòïðàâë åíèÿ.

Ñëó÷àéa = 1 . Îáùèå çàòðàòû: 154.81, x0: (25; � 35). Ôèíàëüíûé ïóíêò: ÓÏ (� 50; 80;� 50; 80).
Âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ: 4 ÷àñ. 48 ìèí. 37 ñåê. Ãðàôèê ìàðøðóòà è òðàñ ñû ïðèâåäåí íà ðèñ. 1.

PSfrag replacements

� 90 � 60 � 30 0 30 60 90

30

60

90

0

� 30

� 60

� 90

� 120

Ðèñ. 1. Îïòèìàëüíûå ìàðøðóò è òðàññà ïðè a = 1

Ñëó÷àé a = 0 :8. Îáùèå çàòðàòû: 84:142, x0: (0; 0). Ôèíàëüíûé ïóíêò: ÓÏ (� 15; 65;� 15; 65).
Âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ: 4 ÷àñ. 7 ìèí. 7 ñåê. Ãðàôèê ìàðøðóòà è òðàññû ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.

Ñëó÷àé a = 1 :2. Îáùèå çàòðàòû: 36 599.281, x0: (25; � 35). Ôèíàëüíûé ïóíêò:
ÓÏ (15; � 30; 10; � 15). Âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ: 4 ÷àñ. 7 ìèí. 57 ñåê. Ãðàôèê ìàðøðóòà è òðàñ ñû
ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.

Ðàçíûå âíóòðåííèå ðàáîòû. Ìíîæåñòâî X 0 íà÷àëüíûõ ïîçèöèé ïðåäñòàâëåíî ñëåäó-
þùèìè òî÷êàìè (4 òî÷êè): (� 20; 80); (� 90; � 110); (0; 0); (100; 40). Ïåðåìåùåíèÿ îöåíèâàþòñÿ
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PSfrag replacements

� 90 � 60 � 30

0

0

30

30

60

60

90

90

� 30

� 60

� 90

� 120

Ðèñ. 2. Îïòèìàëüíûå ìàðøðóò è òðàññà ïðè a = 0 :8

PSfrag replacements

� 90 � 60 � 30

0

0

30

30

60

60

90

90

� 30

� 60

� 90

� 120

Ðèñ. 3. Îïòèìàëüíûå ìàðøðóò è òðàññà ïðè a = 1 :2
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åâêëèäîâîé íîðìîé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû âí óòðåííèõ ðàáîò:
1) ðàáîòû, ñâÿçàííûå ñ ïåðåìåùåíèåì îò ïóíêòà ïðèáûòèÿ ê çàä àííîé òî÷êå è îò ýòîé òî÷êè

äî ïóíêòà îòïðàâëåíèÿ (ðàññòîÿíèÿ ñóììèðóþòñÿ),
2) ðåøåíèå ÇÊ ïî îáõîäó âñåõ òî÷åê ìåãàïîëèñà,
3) çàäà÷à êóðüåðà ïðè âûäåëåííûõ ïóíêòàõ ïðèáûòèÿ è îòïðàâë åíèÿ â êàæäûé èç ìåãàïî-

ëèñîâ.
Ñëó÷àé a = 1 . Îáùèå çàòðàòû: 214.529, x0: (� 20; 80). Ôèíàëüíûé ïóíêò:

ÓÏ (60; � 95; 60; � 95). Âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ: 16 ÷àñ. 56 ìèí. 35 ñåê. Ãðàôèê ìàðøðóòà è òð àññû
ïðèâåäåí íà ðèñ. 4.

PSfrag replacements

� 90 � 60 � 30 0 30 60 90

90

60

30

0

� 30

� 60

� 90

� 120

Ðèñ. 4. Îïòèìàëüíûå ìàðøðóò è òðàññà ïðè a = 1

Ñëó÷àé a = 0 :8. Îáùèå çàòðàòû: 46, x0: (0; 0). Ôèíàëüíûé ïóíêò:
ÓÏ (60; � 95; 60; � 95). Âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ: 16 ÷àñ. 56 ìèí. 10 ñåê. Ãðàôèê ìàðøðóòà è òð àññû
ïðèâåäåí íà ðèñ. 5.

Ñëó÷àé a = 1 :2. Îáùèå çàòðàòû: 21 215.713, x0: (� 20; 80). Ôèíàëüíûé ïóíêò:
ÓÏ (� 50; � 70;� 50; � 70). Âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ: 16 ÷àñ. 53 ìèí. 57 ñåê. Ãðàôèê ìàðøðóòà è òð àññû
ïðèâåäåí íà ðèñ. 6.

Ôèíàíñèðîâàíèå. Ðàáîòà ïîäãîòîâëåíà ïðè ïîääåðæêå ïðîãðàììû ïðåçèäèóìà ÐÀ Í •30
¾Òåîðèÿ è òåõíîëîãèè ìíîãîóðîâíåâîãî äåöåíòðàëèçîâàííîã î ãðóïïîâîãî óïðàâëåíèÿ â óñëî-
âèÿõ êîíôëèêòà è êîîïåðàöèè¿.
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We consider one non-additive routing problem, which is a generalization of the well-known �bottleneck prob-
lem�. The parameter is assumed to be a positive number, the degree of which determines the weight of the
corresponding stage of the displacement system. By varyingthe parameter, it is possible to make the initial
or, on the contrary, the �nal stages of displacement dominant. The variant of aggregation of values with the
above-mentioned weights corresponds to the ideological formulation of the �bottleneck problem�, but opens
the possibility of investigating new versions of routing problems with constraints. It is assumed, however,
that the statement of the problem is complicated by the dependence of values on the list of tasks and includes
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restrictions in the form of precedence conditions. In addition, in the interest of optimization, an arbitrary
choice of the initial state from a given a priori set is allowed. For the construction, the apparatus of widely
understood dynamic programming is used. The possibility ofrealizing a global extremum with any degree of
accuracy under conditions when the set of possible initial states is not �nite is investigated.
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