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ОБ УСЛОВИЯХ ПРОПОРЦИОНАЛЬНОЙ ЛОКАЛЬНОЙ УПРАВЛЯЕМОСТИ
СПЕКТРА ПОКАЗАТЕЛЕЙ ЛЯПУНОВА ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ
С ДИСКРЕТНЫМ ВРЕМЕНЕМ

Рассматривается задача о назначении спектра показателей Ляпунова линейной управляемой системы

с дискретным временем

x(m+ 1) = A(m)x(m) +B(m)u(m), m ∈ N, x ∈ R
n, u ∈ R

k, (1)

посредством линейной по фазовым переменным обратной связи u(m) = U(m)x(m) в малой окрест-

ности спектра показателей свободной системы

x(m+ 1) = A(m)x(m), m ∈ N, x ∈ R
n. (2)

Дополнительно требуется, чтобы норма матрицы обратной связи U(·) удовлетворяла липшицевой

оценке по отношению к требуемому смещению показателей. Это свойство называется пропорцио-

нальной локальной управляемостью полного спектра показателей Ляпунова замкнутой системы

x(m+ 1) =
(

A(m) +B(m)U(m)
)

x(m), m ∈ N, x ∈ R
n. (3)

Построен пример, показывающий, что найденные ранее достаточные условия пропорциональной

локальной управляемости полного спектра показателей Ляпунова системы (3) (равномерная полная

управляемость системы (1) и устойчивость показателей Ляпунова свободной системы (2) ) не явля-

ются необходимыми.
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Пусть R
n — евклидово пространство размерности n с фиксированным ортонормирован-

ным базисом e1, . . . , en и стандартной нормой ‖ · ‖. Через Rn×k будем обозначать простран-

ство вещественных матриц размерности n × k со спектральной нормой, т. е. операторной

нормой, индуцируемой в R
n×k евклидовыми нормами в R

n и R
k; E ∈ R

n×n — единичная

матрица. Для всякой функции F : N → R
n×k обозначим ‖F‖∞ = sup

m∈N
‖F (m)‖. Множество

всех упорядоченных по возрастанию наборов из n вещественных чисел будем обозначать

R
n
6. Для фиксированного набора ν =

(

ν1, . . . , νn
)

∈ R
n
6 и произвольного δ > 0 через Oδ(ν)

обозначим совокупность всех таких наборов µ =
(

µ1, . . . , µn

)

∈ R
n
6, что max

j=1,...,n
|νj−µj | < δ.

Таким образом, Oδ(ν) — это δ-окрестность набора ν во множестве R
n
6. Наконец, для про-

извольной ненулевой функции f : N → R определим ее верхнее логарифмическое среднее

значение равенством f
.
= lim

m→∞

1

m

m−1
∑

j=1

ln |f(j)|. Если здесь существует точный предел, то

будем говорить, что функция f(·) обладает точным логарифмическим средним значением.

Основным объектом исследований является линейная управляемая система с дискрет-

ным временем

x(m+ 1) = A(m)x(m) +B(m)u(m), m ∈ N, x ∈ R
n, u ∈ R

k. (1)
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Будем предполагать, что матрица B : N → R
n×k ограничена, а матрица A : N → R

n×n вполне

ограничена [1], т. е. A(m) обратима при каждом m ∈ N и ‖A‖∞ 6 a, ‖A−1‖∞ 6 a, где

a <∞.

Рассмотрим также свободную систему

x(m+ 1) = A(m)x(m), m ∈ N, x ∈ R
n, (2)

отвечающую управлению u(m) ≡ 0 в системе (1).

Для произвольного нетривиального решения x(·) системы (2) определим его показатель

Ляпунова равенством

λ[x]
.
= lim

m→∞
m−1 ln ‖x(m)‖

и обозначим через Λ спектр показателей Ляпунова системы (2), то есть множество всех

λ ∈ R, для каждого из которых существует нетривиальное решение x(·) системы (2) с по-

казателем λ. Известно [2, с. 51–52], что множество Λ состоит не более, чем из n различных

чисел и расположено на отрезке [− ln a, ln a]. Пусть Λ = {Λ1, . . . ,Λp}, где Λ1 < . . . < Λp,

p 6 n. Показатель Ляпунова тривиального решения системы (2) полагаем равным −∞.

Для каждого j ∈ {1, . . . , p} рассмотрим множество Ej всех решений системы (2), по-

казатели которых не превосходят Λj . Множество E0 считаем состоящим из тривиального

решения системы (2). Тогда [2, с. 54] каждое из множеств Ej является линейным подпро-

странством, имеют место строгие вложения E0 ⊂ E1 ⊂ . . . ⊂ Ep и неравенства

0 = dim E0 < dim E1 < . . . < dim Ep = n.

Положим

nj = dim Ej − dim Ej−1, j = 1, . . . , p.

Назовем nj кратностью показателя Λj . Заметим, что n1 + . . . + np = n. Набор n чисел

Λ1, . . . ,Λ1, . . . ,Λp, . . . ,Λp, где каждое Λj повторяется nj раз, называется полным спектром

показателей Ляпунова системы (2). В дальнейшем будем обозначать его

λ(A) =
(

λ1(A), . . . , λn(A)
)

,

считая при этом, что λ1(A) 6 λ2(A) 6 . . . 6 λn(A). Таким образом, λ(A) ∈ R
n
6.

Выберем управление u(·) в системе (1) в виде линейной обратной связи u(m) =
U(m)x(m), получим замкнутую систему вида

x(m+ 1) =
(

A(m) +B(m)U(m)
)

x(m), m ∈ N, x ∈ R
n. (3)

Будем называть U(·) матричным управлением для системы (3). Будем говорить, что мат-

ричное управление U(·) допустимо для системы (3), если матрица A(·) + B(·)U(·) вполне

ограничена на N.

Пусть зафиксировано некоторое допустимое для системы (3) матричное управление

U(·). Тогда для этой системы с выбранным управлением U(·) определен полный спектр

показателей Ляпунова λ(A+BU) =
(

λ1(A+BU), . . . , λn(A+BU)
)

∈ R
n
6, поэтому можно

поставить вопрос об управлении полным спектром системы (3) под действием допустимых

матричных управлений.

Задачи управления спектром показателей Ляпунова линейных систем с дискретным вре-

менем были рассмотрены в работах [3–7]. В частности, в [4] и [5] решается задача о гло-

бальном управлении показателями Ляпунова системы (3), то есть о возможности построе-

ния допустимого для этой системы матричного управления U(·), которое бы обеспечивало

выполнение равенства

λ(A+BU) = µ (4)
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для произвольного наперед заданного набора чисел µ ∈ R
n
6. В этих работах получены как

необходимые, так и достаточные условия глобальной управляемости спектра показателей

Ляпунова. В работах [3, 6, 7] решается вопрос о локальном (в малой окрестности спек-

тра показателей свободной системы) управлении показателями Ляпунова. В [7] получены

достаточные условия пропорциональной локальной управляемости показателей Ляпунова.

Они выражены в терминах свойств систем (1) и (2). Дадим соответствующие определения

и сформулируем эти достаточные условия.

Определение 1 (см. [7]). Будем говорить, что система (3) обладает свойством пропорци-

ональной локальной управляемости полного спектра показателей Ляпунова, если найдут-

ся такие ℓ > 0 и δ > 0, что для любого набора µ =
(

µ1, . . . , µn

)

∈ Oδ

(

λ(A)
)

суще-

ствует допустимое для системы (3) матричное управление U(·), удовлетворяющее оценке

‖U‖∞ 6 ℓ max
i=1,...,n

|µi − λi(A)| и обеспечивающее выполнение равенства (4).

Определение 2 (см. [8]). Система (1) называется равномерно вполне управляемой, если

существуют такие α > 0 и K ∈ N, что при всех m ∈ N и ξ ∈ R
n матрица Калмана

W (m,m+K)
.
=

m+K−1
∑

j=m

X(m, j + 1)B(j)BT (j)XT (m, j + 1)

системы (1) удовлетворяет неравенству ξTW (m,m+K)ξ > α‖ξ‖2; здесь X(m, s) — матрица

Коши [2, с. 13] свободной системы (2).

Определение 3 (см. [9]). Полный спектр показателей Ляпунова системы (2) называется

устойчивым, если для каждого ε > 0 найдется такое δ > 0, что для всякой вполне огра-

ниченной функции R : N → R
n×n, удовлетворяющей условию ‖R − E‖∞ < δ, выполнено

неравенство

max
i=1,...,n

|λi(A)− λi(AR)| < ε;

здесь λ(AR) =
(

λ1(AR), . . . , λn(AR)
)

∈ R
n
6 — полный спектр показателей Ляпунова муль-

типликативно возмущенной по отношению к (2) системы y(m+ 1) = A(m)R(m)y(m).

Теорема 1 (см. [7]). Если система (1) равномерно вполне управляема, а показатели Ля-

пунова системы (2) устойчивы, то полный спектр показателей Ляпунова системы (3)

пропорционально локально управляем.

Здесь мы покажем на примере, что эти достаточные условия пропорциональной ло-

кальной управляемости полного спектра показателей Ляпунова системы (3) не являются

необходимыми. Для построения этого примера введем в рассмотрение скалярную функцию

натурального аргумента

b(m) =







1 при m = 1,
1 при m ∈ [m2j−1, m2j − 1],
0 при m ∈ [m2j , m2j+1 − 1],

(5)

где последовательность
(

mj

)

j∈N определяется рекуррентно равенствами m1 = 1,

m2j = jm2j−1,

m2j+1 = j +m2j

для j ∈ N.

Кроме того, для произвольного α ∈ R рассмотрим функцию

fα(m) = 1 + b(m)
(

eα − 1
)

, m ∈ N.
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Лемма 1. При каждом α ∈ R функция fα(·) имеет точное логарифмическое среднее

значение, равное α.

Для доказательства этой леммы нам понадобится одно утверждение. Аналогичное

утверждение для функций непрерывного аргумента приведено в [10, с. 148–149].

Утверждение 1. Пусть
(

sl
)

l∈N — произвольная строго возрастающая последователь-

ность натуральных чисел. Если функция g : N → R постоянна на отрезках [sl, sl+1−1]∩N,

то выполняется равенство

lim
m→∞

1

m

m−1
∑

j=1

g(j) = lim
l→∞

1

sl

sl−1
∑

j=1

g(j).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть g(m) = gl при всех m ∈ [sl, sl+1 − 1] ∩ N. Обозначим

ψ(m) =
1

m

m−1
∑

j=1

g(j).

Докажем, что функция ψ(·) монотонна на каждом из отрезков Jl
.
= [sl, sl+1] ∩ N. Для

этого вычислим ее в явном виде.

Возьмем любое натуральное m ∈ Jl. Положим Cl =
sl−1
∑

j=1

g(j). Если m > sl, то

ψ(m) =
1

m

m−1
∑

j=1

g(j) =
1

m

(

sl−1
∑

j=1

g(j) +

m−1
∑

j=sl

g(j)
)

=
1

m

(

Cl + (m− sl)gl
)

=
1

m

(

Cl − slgl
)

+ gl.

При m = sl получаем равенство

ψ(m) =
1

m

m−1
∑

j=1

g(j) =
1

m
Cl =

1

m

(

Cl − slgl
)

+ gl.

Видим, что ψ(·) монотонна на Jl. Это означает, что max
m∈Jl

ψ(m) достигается на концах отрез-

ка Jl.
Пусть

(

ti
)

i∈N — последовательность натуральных чисел, на которой реализуется

lim
m→∞

ψ(m). Существует единственное натуральное число li такое, что ti ∈ [sli , sli+1 − 1].

Тогда

ψ(ti) 6 max{ψ(sli), ψ(sli+1)}
для всех i ∈ N, следовательно,

lim
m→∞

ψ(m) = lim
i→∞

ψ(ti) 6 lim
i→∞

ψ(sli) 6 lim
l→∞

ψ(sl).

Выполнено также противоположное неравенство

lim
m→∞

ψ(m) > lim
l→∞

ψ(sl),

поэтому

lim
m→∞

ψ(m) = lim
l→∞

ψ(sl).

Утверждение доказано. �
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Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1. Возьмем произвольное значение α ∈ R и обозначим

β = eα − 1. Докажем, что предел lim
m→∞

m−1
m−1
∑

j=1

ln
(

1 + βb(j)
)

существует и равен α. Так

как находящаяся под знаком суммы функция постоянна на отрезках j ∈ [ml, ml+1 − 1], то,

в силу утверждения 1, для вычисления этого предела достаточно найти лишь пределы по

подпоследовательностям
(

m2l+1

)

l∈N и
(

m2l

)

l∈N.

Заметим, что | ln
(

1 + βb(m)
)

| 6 |α|, поэтому

0 6
1

m2l −m2l−1

∣

∣

∣

m2l−1−1
∑

j=1

ln
(

1 + βb(j)
)

∣

∣

∣
6

m2l−1|α|
m2l −m2l−1

=
m2l−1|α|

(l − 1)m2l−1
=

|α|
l − 1

,

следовательно,

lim
l→∞

1

m2l −m2l−1

m2l−1−1
∑

j=1

ln
(

1 + βb(j)
)

= 0.

Тогда

lim
l→∞

1

m2l

m2l−1
∑

j=1

ln
(

1 + βb(j)
)

=

= lim
l→∞

1

m2l −m2l−1

· m2l −m2l−1

m2l

·





m2l−1−1
∑

j=1

ln
(

1 + βb(j)
)

+

m2l−1
∑

j=m2l−1

ln(1 + β)



 =

= lim
l→∞

1

m2l −m2k−1

m2l−1−1
∑

j=1

ln
(

1 + βb(j)
)

+ ln(1 + β) = ln(1 + β) = α,

и

lim
l→∞

1

m2l+1

m2l+1−1
∑

j=1

ln
(

1 + βb(j)
)

= lim
l→∞

1

l +m2l

m2l+1−1
∑

j=1

ln
(

1 + βb(j)
)

=

= lim
l→∞

1

1 + l/m2l

· 1

m2l

m2l+1−1
∑

j=1

ln
(

1 + βb(j)
)

=

= lim
l→∞

1

m2l

m2l−1
∑

j=1

ln
(

1 + βb(j)
)

+ lim
l→∞

1

m2l

m2l+1−1
∑

j=m2l

ln
(

1 + βb(j)
)

=

= lim
l→∞

1

m2l

m2l−1
∑

j=1

ln
(

1 + βb(j)
)

= α.

Итак, существует точный предел lim
m→∞

m−1
m−1
∑

j=1

ln
(

1 + βb(j)
)

= α. Лемма доказана. �

Пример 1. Рассмотрим скалярную функцию натурального аргумента ϕ(m) = em sin lnm и

линейную управляемую систему

x(m+ 1) = A(m)x(m) +B(m)u(m), m ∈ N, x ∈ R
2, u ∈ R

2, (6)

где

A(m) =





e−1/2 0

0
ϕ(m+ 1)

ϕ(m)e



, B(m) =

(

b(m) 0
0 1

)

,
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функция b(·) определена равенством (5).

Ограниченность матрицы B(·) на N очевидна. Проверим, что матрица A(·) вполне огра-

ничена на N. Заметим, что

A−1(m) =





e1/2 0

0
ϕ(m)e

ϕ(m+ 1)



.

Рассмотрим функцию f(t) = t sin ln t, t > 1. Так как

|f ′(t)| = | sin ln t+ cos ln t| =
∣

∣

√
2 sin

(

ln t + π/4
)∣

∣ 6
√
2, t > 1,

то для каждого m ∈ N выполнены неравенства

|f(m+ 1)− f(m)| 6 max
t∈[m,m+1]

|f ′(t)| 6
√
2.

Следовательно,
∣

∣

∣

∣

ϕ(m+ 1)

ϕ(m)e

∣

∣

∣

∣

= ef(m+1)−f(m)−1 6 e|f(m+1)−f(m)|−1 6 e
√
2−1, (7)

∣

∣

∣

∣

ϕ(m)e

ϕ(m+ 1)

∣

∣

∣

∣

= ef(m)−f(m+1)+1 6 e|f(m+1)−f(m)|+1 6 e
√
2+1,

откуда вытекает полная ограниченность матрицы A(·).
В работе [11] установлено, что полный спектр показателей Ляпунова свободной системы

x(m+ 1) = A(m)x(m) неустойчив и состоит из чисел λ1(A) = −1/2, λ2(A) = 0.
Легко проверить, что при каждом K ∈ N для матрицы Калмана системы (6) имеет место

равенство

W (m2K , m2K +K) =

(

0 0
0 γK

)

,

где γK > 0. Это означает, что система (6) не является равномерно вполне управляемой.

Итак, ни первое, ни второе условия теоремы 1 не выполнены. Но оказывается, что

полный спектр показателей Ляпунова замкнутой системы

x(m+ 1) =
(

A(m) +B(m)U(m)
)

x(m), m ∈ N, x ∈ R
2,

пропорционально локально управляем. Действительно, возьмем δ = 1/4 и для произволь-

ных чисел µ1 ∈ (−3/4,−1/4) и µ2 ∈ (−1/4, 1/4) положим

α1 = eµ1 − e−1/2, α2 = α2(m) =
ϕ(m+ 1)

ϕ(m)e
(eµ2 − 1).

Построим матричное управление

U(m) = diag
(

α1, α2(m)
)

, m ∈ N.

Тогда

A(m) +B(m)U(m) =





e−1/2 0

0
ϕ(m+ 1)

ϕ(m)e



+

(

b(m) 0
0 1

)

·
(

α1 0
0 α2(m)

)

=

=





e−1/2 + b(m)(eµ1 − e−1/2) 0

0
ϕ(m+ 1)

ϕ(m)
eµ2−1



.
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Таким образом, замкнутая система

x(m+ 1) =
(

A(m) +B(m)U(m)
)

x(m), m ∈ N, x ∈ R
2, (8)

диагональна, поэтому ее полный спектр показателей Ляпунова состоит из верхних лога-

рифмических средних значений диагональных элементов, т. е. из чисел

λ1(A+BU) = lim
m→∞

1

m

m−1
∑

l=1

ln
(

e−1/2 + b(l)(eµ1 − e−1/2)
)

=

= lim
m→∞

1

m

m−1
∑

l=1

ln
(

e−1/2
(

1 + b(l)(eµ1+1/2 − 1)
)

)

=

= −1

2
+ lim

m→∞

1

m

m−1
∑

l=1

ln
(

1 + b(l)(eµ1+1/2 − 1)
)

,

λ2(A+BU) = lim
m→∞

1

m

m−1
∑

l=1

ln
ϕ(l + 1)

ϕ(l)
eµ2−1 =

= lim
m→∞

1

m
ln

m−1
∏

l=1

ϕ(l + 1)

ϕ(l)
eµ2−1 = lim

m→∞

1

m
ln
(ϕ(m)

ϕ(1)
e(m−1)(µ2−1)

)

=

= lim
m→∞

m sin lnm

m
+ lim

m→∞

(m− 1)(µ2 − 1)

m
= lim

m→∞
sin lnm+ µ2 − 1.

Из леммы 1 получаем, что λ1(A + BU) = µ1. Далее, в [11] доказано, что lim
m→∞

sin lnm = 1,

поэтому λ2(A + BU) = µ2. Итак, построенное управление U(·) обеспечивает выполнение

равенств λi(A+ BU) = µi, i = 1, 2. Проверим, что оно удовлетворяет требуемой липшице-

вой оценке ‖U‖∞ 6 ℓmax
i=1,2

|µi − λi(A)|. Для этого докажем следующее утверждение.

Утверждение 2. Пусть ∆ > 0 — фиксировано. Тогда для каждого t ∈ [−∆,∆] выполнено

неравенство

|et − 1| 6 e∆ − 1

∆
|t|. (9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что |et−1| 6 e|t|−1. Далее, функция h(t)
.
= (et−1)/t

строго возрастает при t > 0, поэтому при 0 < |t| 6 ∆ выполнено неравенство (e|t|−1)/|t| 6
(e∆ − 1)/∆, которое влечет (9). При t = 0 неравенство (9) тоже выполнено. Утверждение

доказано. �

Используя оценки (7) и (9), получим

|α1| = |eµ1−e−1/2| = e−1/2|eµ1+1/2−1| 6 e−1/2 e
1/4 − 1

1/4
|µ1+1/2| = 4e−1/2(e1/4−1)|µ1−λ1(A)|,

|α2(m)| = ϕ(m+ 1)

ϕ(m)e
|eµ2 − 1| 6 e

√
2−1 e

1/4 − 1

1/4
|µ2| = 4e

√
2−1(e1/4 − 1)|µ2 − λ2(A)|.

Полагая ℓ = 4e
√
2−1(e1/4 − 1), получим

‖U‖∞ 6 max
{

|α1|, sup
m∈N

|α2(m)|
}

6 ℓmax
i=1,2

|µi − λi(A)|.

Таким образом, система (8) обладает свойством пропорциональной локальной управля-

емости полного спектра показателей Ляпунова, несмотря на то, что для нее не выполнены

условия теоремы 1. Следовательно, условия этой теоремы достаточны, но не необходимы

для пропорциональной локальной управляемости показателей. �
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We consider a problem of assigning the Lyapunov spectrum for a linear control discrete-time system

x(m+ 1) = A(m)x(m) +B(m)u(m), m ∈ N, x ∈ R
n, u ∈ R

k, (1)

in a small neighborhood of the Lyapunov spectrum of the free system

x(m+ 1) = A(m)x(m), m ∈ N, x ∈ R
n, (2)

by means of linear feedback u(m) = U(m)x(m). We assume that the norm of the feedback matrix U(·)
satisfies the Lipschitz estimate with respect to the required shift of the Lyapunov spectrum. This property

is called proportional local assignability of the Lyapunov spectrum of the closed-loop system

x(m+ 1) =
(

A(m) +B(m)U(m)
)

x(m), m ∈ N, x ∈ R
n. (3)

We previously proved that uniform complete controllability of system (1) and stability of the Lyapunov

spectrum of free system (2) are sufficient conditions for proportional local assignability of the Lyapunov

spectrum of closed-loop system (3). In this paper we give an example demonstrating that these conditions

are not necessary.
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