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АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ, КОГДА ПРЕДЕЛЬНОЕ
УРАВНЕНИЕ ИМЕЕТ НЕРЕГУЛЯРНУЮ ОСОБУЮ ТОЧКУ

В статье исследуются асимптотические поведения решений сингулярно возмущенных двухточечных

краевых задач на отрезке. Объектом исследования является линейное неоднородное обыкновенное

дифференциальное уравнение второго порядка с малым параметром при старшей производной ис-

комой функций. Особенности рассматриваемых задач состоят в том, что малый параметр находится

при старшей производной искомой функций и соответствующее невозмущенное дифференциальное

уравнение первого порядка имеет иррегулярную особую точку на левом конце отрезка. На концах

отрезка ставятся краевые условия. Рассматриваются две задачи, в одном функция перед первой про-

изводной искомой функций не положительна на рассматриваемом отрезке, а во втором не отрица-

тельна. Асимптотические разложения задач строятся классическим методом пограничных функций

Вишика–Люстерника–Васильевой–Иманалиева. Однако напрямую этот метод применить невозмож-

но, так как внешнее решение имеет особенность. Мы сначала убираем эту особенность из внешнего

решения, затем применяем метод пограничных функций. Построенные асимптотические разложения

обоснованы с помощью принципа максимума, т. е. получены оценки для остаточных функций.
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Введение

Краевые задачи для дифференциальных уравнений с малым параметром при старших

производных, т. е. для сингулярно возмущенных дифференциальных уравнений занимают

особое место в математике. К ним непосредственно сводятся многие задачи физики, тех-

ники, химии и других наук. Во многих случаях построить явное решение сингулярно воз-

мущенных дифференциальных уравнений невозможно, следовательно, проблема постро-

ения полных асимптотических разложений решений для сингулярно возмущенных задач

является актуальной. Для построения асимптотических решений cингулярно возмущен-

ных уравнений разработаны различные методы [1–4]. Особый интерес в теории сингуляр-

но возмущенных дифференциальных уравнений представляют задачи с особыми точками

(регулярная особая точка, нерегулярная особая точка, точка поворота и т. п.). Сингулярно

возмущенные задачи с различными особенностями исследованы в работах [5–18] и в др.

В работах [1, 5–7] исследованы случаи, когда соответствующее невозмущенное уравнение

имеет регулярную особую точку. Как сказано в [8], общая теория асимптотических разложе-

ний дифференциальных уравнений с нерегулярными особыми точками является одним из

замечательных достижений в исследованиях, так как она показала свою мощность в при-

ложениях. В [9] построены асимптотические решения сингулярно возмущенной системы

дифференциальных уравнений с иррегулярной особой точкой в случае кратного спектра

предельной матрицы в комплексной плоскости, а в работе [10] исследуются фуксовые ли-

нейные дифференциальные уравнения с иррегулярными особенностями. В [11] представле-

на математическая модель, описывающая поведение электромагнитного поля внутри прово-

дящего резонатора с включениями металлических частиц малых размеров. При этом одна
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из предельных задач оказывается нестационарной задачей в области с особыми точками

на границе. Для описания асимптотики решений применяется метод составных асимпто-

тических разложений, а в [12] рассматривается применение метода продолжения решения

по параметру к решению начальной задачи для системы обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений с несколькими предельными особыми точками. Исследование показало, что

сингулярно возмущенные дифференциальные уравнения с нерегулярными особыми точка-

ми мало изучены.

Наша цель — построить полное асимптотическое разложение решения сингулярно воз-

мущенных задач с нерегулярными особыми точками. Здесь мы рассматриваем сингулярно

возмущенное линейное неоднородное обыкновенное дифференциальное уравнение второ-

го порядка с двухточечными краевыми условиями, когда соответствующее невозмущенное

(предельное, ε = 0) уравнение имеет нерегулярную особую точку. Предлагаемый в насто-

ящей работе алгоритм может быть эффективно применен при исследовании асимптотиче-

ских поведении решений сингулярно возмущенных задач с особыми точками.

§ 1. Постановка задачи 1

Рассмотрим краевую задачу

εy′′ε (x)− x2p(x)y′ε(x)− q(x)yε(x) = f(x), 0 6 x 6 1, (1)

yε(0) = a, yε(1) = b, (2)

где 0 < ε — малый параметр, p(x), q(x) > 0, x ∈ [0, 1], p, q, f ∈ C∞[0, 1], a, b = const.
Задача (1)–(2) имеет единственное решение, требуется построить равномерное асимпто-

тическое разложение решения yε(x) на отрезке x ∈ [0, 1], когда ε → 0.
Отметим, что соответствующее невозмущенное (предельное) уравнение (ε = 0)

x2p(x)y′0(x) + q(x)y0(x) = −f(x)

имеет нерегулярную особую точку x = 0.
Далее, если в функциях присутствует символ суммирования, он означает их асимптоти-

ческое разложение.

§ 2. Основной результат задачи 1

Решение соответствующего невозмущенного уравнения (ε = 0) в точке x = 0 имеет

особенность. Поэтому мы выберем постоянную интегрирования так, чтобы y0(x) ∈ C∞[0, 1]
(см. [1, с. 143]). В таком случае решение соответствующего невозмущенного уравнения

представимо в виде

y0(x) = −
f(x)

q(x)
+ e−Q(x)

∫ x

0

(
f(s)

q(s)

)′

eQ(s)ds,

где Q(x) =

∫ x

1

q(t)

t2p(t)
dt.

Заметим, что это решение y0(x) не удовлетворяет краевым условиям (2).

Чтобы решить эту проблему, асимптотическое решение задачи (1), (2) ищем в виде:

yε(x) = Vε(x) + Πµ(t) + Zε(τ), (3)
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где

Vε(x) =

∞∑

k=0

εkvk(x), Πµ(t) =

∞∑

k=0

µkπk(t), t = x/µ,

Zε(τ) =
∞∑

k=0

εkzk(τ), τ = (1− x)/ε, µ =
√
ε.

Тогда

y′ε(x) = V ′
ε (x) +

1

µ
Π′

µ(t)−
1

ε
Z ′

ε(τ), (4)

y′′ε (x) = V ′′
ε (x) +

1

µ2
Π′′

µ(t) +
1

ε2
Z ′′

ε (τ). (5)

Подставляя соотношения (3)–(5) в равенство (1), получаем:

εV ′′
ε (x)− x2p(x)V ′

ε (x)− q(x)Vε(x) = f(x). (6)

Потребуем, чтобы vk(x) ∈ C∞[0, 1]. Для Πµ(t) получаем уравнение

Π′′
µ(t)− µt2p(µt)Π′

µ(t)− q(µt)Πµ(t) = 0. (7)

Потребуем, чтобы функции πk(t) удовлетворяли краевым условиям

π0(0) = a− v0(0), π2k−1(0) = 0, π2k(0) = −vk(0), lim
t→∞

πk−1(t) = 0, k ∈ N;

а для уравнения

Z ′′
ε (τ) + (1− ετ)2p(1− ετ)Z ′

ε(τ)− εq(1− ετ)Zε(τ) = 0 (8)

подставим краевые условия в виде

z0(0) = b− v0(1), zk(0) = −vk(1), lim
τ→∞

zk(τ) = 0.

Из (6) имеем:

x2p(x)v′0(x) + q(x)v0(x) = −f(x),

x2p(x)v′k(x) + q(x)vk(x) = v′′k−1(x), k ∈ N.

Отсюда получаем

v0(x) = −
f(x)

q(x)
+ e−Q(x)

∫ x

0

(
f(s)

q(s)

)′

eQ(s)ds, v0 ∈ C∞[0, 1],

vk(x) =
v′′k−1(x)

q(x)
− e−Q(x)

∫ x

0

(
v′′k−1(s)

q(s)

)′

eQ(s)ds, vk ∈ C∞[0, 1], k ∈ N,

где Q(x) =

∫ x

1

q(t)

t2p(t)
dt.

Перейдем теперь к исследованию задачи (7). Имеем:

π′′
0(t)− q(0)π0(t) = 0, t ∈ (0,∞), π0(0) = a− v0(0), lim

t→∞
π0(t) = 0; (9)

π′′
k(t)− q(0)πk(t) = Gk(t, π0, π

′
0, . . . , πk−1, π

′
k−1), t ∈ (0,∞), lim

t→∞
πk(t) = 0, k ∈ N,

πk(0) = 0 при k = 2n− 1, πk(0) = −vn(0) при k = 2n, n ∈ N;
(10)
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здесь правые части Gk(t, π0, π
′
0, . . . , πk−1, π

′
k−1) линейно зависят от предыдущих π0, π1, . . . ,

πk−1, от производных первого порядка этих функций и полиномиально зависят от t.
Задачи (9), (10) имеют единственные решения [1], представимые в виде

π0(t) = (a− v0(0))e
−
√

q(0)t, π2k(t) = −vk(0)e
−
√

q(0)t + te−
√

q(0)tH2k(t),

π2k−1(t) = te−
√

q(0)tH2k−1(t), k ∈ N,

где Hk(t) — полиномы. Заметим, что πk(t) ∈ C∞[0,∞), k ∈ N0.
Из (8) получаем

z′′0 (τ) + p(1)z′0(τ) = 0, τ ∈ (0,∞), z0(0) = b− v0(1), lim
τ→∞

z0(τ) = 0; (11)

z′′k(τ) + p(1)z′k(τ) = G̃k(τ, z0, z
′
0, . . . , zk−1, z

′
k−1), τ ∈ (0,∞),

zk(0) = −vk(1), lim
τ→∞

zk(τ) = 0, k ∈ N;
(12)

здесь правые части G̃k(τ, z0, z
′
0, . . . , zk−1, z

′
k−1) линейно зависят от предыдущих z0, z1, . . . ,

zk−1, от производных первого порядка этих функций и полиномиально зависят от τ .

Задачи (11), (12) имеют единственные решения [1], представимые в виде

z0(τ) = (b− v0(1))e
−p(1)τ , zk(τ) = −vk(1)e

−p(1)τ + τe−p(1)τ H̃k(τ), k ∈ N,

где H̃k(τ) — полиномы. Заметим, что zk(τ) ∈ C∞[0,∞), k ∈ N0.
Обоснование асимптотического разложения. Оценим остаточный член: пусть

yε(x) = Vε,n(x) + Πµ,2n(t) + Zε,n(τ) +Rε,n(x),

где Vε,n(x) =
n∑

k=0

εkvk(x), Πµ,2n(t) =
2n∑
k=0

µkπk(t), Zε,n(τ) =
n∑

k=0

εkzk(τ), Rε,n(x) — остаточная

функция. Тогда для остаточной функций получим следующую задачу:

εR′′
ε,n(x)− x2p(x)R′

ε,n(x)− q(x)Rε,n(x) = O(εn+1/2), ε → 0, 0 6 x 6 1,

Rε,n(0) = O(e−1/ε), Rε,n(1) = O(e−1/
√
ε), ε → 0.

Из теоремы 26.2 [1] следует, что Rε,n(x) = O(εn+1/2), ε → 0, 0 6 x 6 1.
Отсюда следует справедливость теоремы.

Теорема 1. Для решения задачи (1)–(2) справедливо асимптотическое разложение

yε(x) =

∞∑

k=0

εkvk(x) +

∞∑

k=0

µkπk(t) +

∞∑

k=0

εkzk(τ),

а также предельное соотношение

lim
ε→0

yε(x) = y0(x), x ∈ (0, 1).

Пример 1. Пусть p(x) ≡ 1, q(x) ≡ 1, f(x) ≡ 1, a = 1, b = 4, тогда v0(x) = −1, vk(x) ≡ 0,
k ∈ N, и

yε(x) = −1 + 2e−t +
√
εe−tt(c0t

2 + c1t + c2) + 5e−τ + εc3τe
−τ (τ − 1) +O(ε2), ε → 0,

где t = x/
√
ε, τ = (1− x)/ε, cj = const, j = 0, 1, 2, 3.
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§ 3. Постановка задачи 2

Рассмотрим теперь краевую задачу

εy′′ε (x) + x2p(x)y′ε(x)− q(x)yε(x) = f(x), 0 6 x 6 1, (13)

yε(0) = a, yε(1) = b, (14)

где также ε > 0 — малый параметр, p(x), q(x) > 0, x ∈ [0, 1], p, q, f ∈ C∞[0, 1], a, b = const.
Задача (13)–(14) тоже имеет единственное решение, требуется построить равномерное

асимптотическое разложение решения yε(x) на отрезке x ∈ [0, 1], когда ε → 0. Эта задача

решается легче, чем предыдущая, так как 0 6 x2p(x), x ∈ [0, 1], и в окрестности точки

x = 1 нет никакой особенности.

§ 4. Основной результат задачи 2

Асимптотическое решение задачи (13), (14) ищем в виде

yε(x) =
∞∑

k=0

εkyk(x) +
∞∑

k=0

µkπk(t), (15)

где µ =
√
ε, x = µt.

Подставляя выражение (15) в (13) получим

∞∑

k=0

εk
(
εy′′k(x) + x2p(x)y′k(x)− q(x)yk(x)

)
+

+

∞∑

k=0

εk
(
π′′
k(t) + µt2p(µt)π′

k(t)− q(µt)πk(t)
)
= f(x). (16)

Отсюда для yk(x) имеем

x2p(x)y′0(x)− q(x)y0(x) = f(x), y0(1) = b,

x2p(x)y′k(x)− q(x)yk(x) = −y′′k−1(x), yk(1) = 0, k ∈ N,

или

y0(x) = beQ(x) − eQ(x)

∫ x

1

f(s)

s2p(s)
e−Q(s)ds, yk(x) = eQ(x)

∫ x

1

y′′k−1(s)

s2p(s)
e−Q(s)ds, k ∈ N,

где Q(x) =

∫ x

1

q(t)

t2p(t)
dt.

При x → 0 имеем yk(x) = O
(
xαe−c/x

)
, k ∈ N, 0 < c = q(0)/p(0), α = const.

Из (16) для πk(t) получим

π′′
0 (t)− q(0)π0(t) = 0, π0(0) = a, lim

t→∞
π0(t) = 0, (17)

π′′
k(t)− q(0)πk(t) = G(πk−1, π

′
k−1, . . . , π

′
0, π0, t), πk(0) = 0, lim

t→∞
πk(t) = 0. (18)

Как нам известно [1], решения задач (17), (18) существуют, единственны и экспоненци-

ально стремятся к нулю, т. е. имеют вид

π0(t) = ae−
√

q(0)t, πk(t) = P2k(t)e
−
√

q(0)t,
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где P2k(t) — полиномы степени 2k, P2k(0) = 0.
Нами определены все члены асимптотического разложения (15). Перейдем теперь

к оценке остаточного члена этого асимптотического разложения.

Обоснование разложения (15). Рассмотрим остаточную функцию

Rε,n(x) = yε(x)− yε,n(x),

где yε,n(x) =
n∑

k=0

εkyk(x) +
2n∑
k=0

µkπk(t).

Тогда, для остаточной функции Rε,n(x) получим следующую задачу:

εR′′
ε,n(x) + x2p(x)R′

ε,n(x)− q(x)Rε,n(x) = Φ(t, x, ε), 0 6 x 6 1,

Rε,n(0) = 0, Rε,n(1) = O
(
e−1/

√
ε
)
, ε → 0,

где Φ(t, x, ε) = −εn+1u′′
n(x)− εn+1/2π′

2n(t).
Нетрудно заметить, что Φ(t, x, ε) = O(εn+1/2), когда ε → 0, t ∈ [0, ε−1/2], x ∈ [0, 1].

Применяя теорему 26.4 [1], имеем

Rε,n(x) = O
(
εn+1/2

)
, ε → 0, x ∈ [0, 1].

Нами доказана

Теорема 2. Для решения задачи (13), (14) справедливо асимптотическое разложение

(15), а также предельное соотношение

lim
ε→0

yε(x) = y0(x), x ∈ (0, 1].

Заключение. Методом пограничных функций построены полные асимптотические раз-

ложения решений задач Дирихле для сингулярно возмущенных линейных обыкновенных

дифференциальных уравнений второго порядка, когда соответствующие невозмущенные

уравнения имеют нерегулярные особые точки. Построенные разложения решений являют-

ся асимптотическими в смысле Эрдей, когда ε → 0. Получены оценки для остаточных

членов, т. е. асимптотические разложения обоснованы.
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гызской Республики.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Ильин А.М., Данилин А.Р. Асимптотические методы в анализе. М.: Физматлит, 2009. 248 с.

2. Ломов С.А. Введение в общую теорию сингулярных возмущений. М.: Наука, 1981.
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This article studies the asymptotic behavior of the solutions of singularly perturbed two-point boundary

value-problems on an interval. The object of the study is a linear inhomogeneous ordinary differential

second-order equation with a small parameter with the highest derivative of the unknown function. The

special feature of the problem is that the small parameter is found at the highest derivative of the

unknown function and the corresponding unperturbed first-order differential equation has an irregular

singular point at the left end of the segment. At the ends of the segment, boundary conditions are

imposed. Two problems are considered: in one of them the function in front of the first derivative of

the unknown function is nonpositive on the segment considered, and in the second it is nonnegative.

Asymptotic expansions of the problems are constructed by the classical method of Vishik–Lyusternik–

Vasilyeva–Imanaliev boundary functions. However, this method cannot be applied directly, since the

external solution has a singularity. We first remove this singularity from the external solution, and then

apply the method of boundary functions. The constructed asymptotic expansions are substantiated using

the maximum principle, i.e., estimates for the residual functions are obtained.
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