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CУЩЕСТВОВАНИЕ МАЙОРАНОВСКИХ ЛОКАЛИЗОВАННЫХ СОСТОЯНИЙ
В ПРОСТОЙ МОДЕЛИ ПЕРЕХОДА ДЖОЗЕФСОНА

Последние 15 лет в физической литературе активно изучаются майорановские локализованные со-

стояния (МЛС) и сопутствующие их возникновению явления, такие, как изменение кондактанса и

эффект Джозефсона, что обусловлено вероятным применением МЛС при создании квантового ком-

пьютера. В статье изучены собственные функции одномерного оператора Боголюбова–де Жена с

дельтаобразным потенциалом в нуле, описывающие локализованные состояния с энергией в лакуне

спектра (сверхпроводящей щели). Найдены вероятности прохождения в задаче рассеяния для этого

оператора, когда энергии близки к границе сверхпроводящей щели. Эти задачи исследовались как

для единого на всей прямой сверхпроводящего порядка, определяемого вещественной константой ∆,

так и для сверхпроводящего порядка, определяемого функцией ∆θ(−x)+∆eiϕθ(x) для ϕ = 0, π (т. е.

для нулевого сверхпроводящего тока и тока, близкого к критическому). Используемый гамильтониан

можно рассматривать как простейшую модель перехода Джозефсона. Доказано, что в обоих случаях

существуют два МЛС, но лишь при определенных значениях параметров, т. е. МЛС неустойчивы.

При этом вероятность прохождения равна нулю в обоих случаях.
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Введение

В настоящее время продолжается активная исследовательская работа по созданию кван-

тового компьютера. При этом одно из основных направлений такого исследования — это

создание такого компьютера на базе майорановских локализованных состояний (МЛС), т. е.

устойчивых квазичастиц с нулевой энергией вида «электрон плюс дырка», при определен-

ных условиях возникающих в сверхпроводящих структурах (см., например, обзоры [1–3]).

Важнейшей особенностью МЛС, позволяющих в перспективе применять их в квантовых

вычислениях, является их подчиненность неабелевой квантовой статистике, что означает

возникновение множества новых состояний при перестановках МЛС [2–4]. Теоретически

МЛС появляются в сверхпроводящих структурах при наличии топологической фазы (кото-

рая порождается определенными соотношениями между параметрами системы) на границе

между сверхпроводящей структурой и другим материалом без сверхпроводящего порядка.

Это может произойти, например, при протекании сверхпроводящего тока Джозефсона. Од-

нако, несмотря на то, что теоретически существование МЛС доказано неоднократно (см.,

например, [5–9]), общепризнанного экспериментального доказательства до сих пор не по-

лучено [1, 3].

Исследование МЛС вызвало новый интерес к эффекту Джозефсона [10–13], который

является одним из основных в теории сверхпроводимости [14]. Он был открыт Б. Джозеф-

соном в 1962 году и заключается в том, что если два сверхпроводника разделены, например,

небольшим слоем изолятора, то через такую структуру при температуре около абсолютного

нуля может протекать сверхпроводящий ток, в простейшем случае описываемый формулой

https://doi.org/10.20537/vm190306
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Is(ϕ) = I0 sinϕ, где I0 > 0 — максимальный (критический) ток, ϕ — разность фаз сверх-

проводящего потенциала двух сверхпроводников (см. [14], а также обзор [15]). Оказалось,

что в структурах сверхпроводник–изолятор–сверхпроводник, в которых существует этот

эффект, могут появляться как андреевские локализованные состояния (АЛС, квазичастицы

с энергией в сверхпроводящей щели), так и, в частности, майорановские локализованные

состояния. Это в перспективе позволит не только создавать майорановские состояния, но и

управлять ими.

При математическом исследовании МЛС используется одночастичный оператор Бого-

любова–де Жена (БдЖ), являющийся аналогом оператора Шрёдингера для сверхпроводя-

щей структуры; МЛС и АЛС описываются собственными функциями данного оператора,

отвечающими нулевому и ненулевому собственному значению соответственно. Собствен-

ные значения оператора БдЖ означают энергии квазичастиц. При этом важную роль играет

вероятность прохождения квазичастицы через потенциальный барьер (данная вероятность

пропорциональна экспериментально измеряемому кондактансу), зависящая, вообще говоря,

от существования МЛС. Таким образом, исследование задачи рассеяния может способство-

вать экспериментальному доказательству присутствия МЛС.

В статье изучены собственные функции одномерного оператора БдЖ с потенциалом ну-

левого радиуса действия, описывающие локализованные состояния в лакуне спектра. Кроме

того, найдены вероятности прохождения в задаче рассеяния для этого оператора, когда энер-

гии близки к границе сверхпроводящей щели. Эти задачи исследовались как для единого на

всей прямой сверхпроводящего порядка, определяемого вещественной константой ∆, так и

для сверхпроводящего порядка, определяемого функцией ∆θ(−x) + ∆eiϕθ(x) для ϕ = 0, π
(т. е. для нулевого сверхпроводящего тока и тока, близкого к критическому). Используе-

мый гамильтониан можно рассматривать как простейшую модель перехода Джозефсона

(ср. [10–13]). Доказано, что в обоих случаях существуют два МЛС, но лишь при опреде-

ленных значениях параметров, т. е. МЛС неустойчивы. При этом вероятность прохождения

равна нулю в обоих случаях.

§ 1. Майорановские локализованные состояния

Рассмотрим гамильтониан БдЖ вида H +V, описывающий границу двумерного тополо-

гического изолятора со сверхпроводимостью, порожденной эффектом близости, где

H =




M −i∂x 0 ∆
−i∂x −M −∆ 0
0 −∆ −M −i∂x
∆ 0 −i∂x M


, V = Z




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


 δ(x); (1)

здесь M — поле Зеемана, Z — вещественная константа, ∆ — вещественный параметр сверх-

проводящего спаривания, δ(x) — дельта-функция Дирака. Оператор H действует на вектор-

функции вида (ψ↑
1, ψ

↓
1, ψ

↑
2, ψ

↓
2)

T = (ψ1, ψ
′
1, ψ2, ψ

′
2)

T , где стрелка указывает направление спина

квазичастицы, индекс 1 отвечает электрону, индекс 2 — дырке, T означает транспонирова-

ние. После преобразования Фурье ψ̂(p) =
1√
2π

∫

R

e−ipxψ(x) dx, т. е. в импульсном представ-

лении, имеем

Ĥ(p)− E =




M − E p 0 ∆
p −M − E −∆ 0
0 −∆ −M − E p
∆ 0 p M −E


,

где E — спектральный параметр (энергия). Найдем определитель

d = d(p) = det(Ĥ(p)− E) = E4 − 2E2(M2 +∆2 + p2) + (M2 −∆2)2 + p4 + 2p2(M2 +∆2).
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Отсюда d = 0, если

E2 = (M ±∆)2 + p2. (2)

В силу (2) спектр H состоит из E таких, что |E| > ||M | − |∆||.
При E = 0 из (2) получаем

p = ±i|M ±∆|. (3)

В дальнейшем предполагаем, что M,∆ > 0, M ≈ ∆, т. е. лакуна в спектре (сверхпроводя-

щая щель) мала.

Волновые функции МЛС с математической точки зрения представляют собой собствен-

ные функции оператора БдЖ, отвечающие собственному значению (энергии МЛС) E = 0,
удовлетворяющие условиям комплексного сопряжения вида [1]

ψ∗
1 = −ψ′

2, ψ′∗
1 = ψ2. (4)

Для нахождения волновых функций будем «склеивать» (согласовывать) решения уравнения

(H + V )ψ = 0 при x > 0 (Hψ = H+ψ = 0) и x < 0 (Hψ = H−ψ = 0). Пусть вначале x > 0;
для p1 = i|M −∆| ≈ 0 (см. (3); выбираем убывающие решения) получим

Ĥ(p1) ≈ ∆




1 0 0 1
0 −1 −1 0
0 −1 −1 0
1 0 0 1


,

решения уравнения Ĥψ̂ = 0 имеют вид ψ̂ = (1, 0, 0,−1)T или ψ̂ = (0, 1,−1, 0)T . Для

p2 = i|M +∆| имеем

Ĥ(p2) ≈ ∆




1 2i 0 1
2i −1 −1 0
0 −1 −1 2i
1 0 2i 1


,

ψ̂+ = (1, i, i, 1)T . Отсюда

ψ+(x) = A+




1
0
0
−1


 e−|M−∆|x +B+




0
1
−1
0


 e−|M−∆|x + C+




1
i
i
1


 e−2∆x, x > 0. (5)

При x < 0 значение p меняет знак, для p1 = −i|M − ∆| функции ψ̂ те же, а для

p2 = −i|M +∆| ≈ −2i∆ имеем ψ̂ = (−1, i, i,−1)T и, следовательно,

ψ−(x) = A−




1
0
0
−1


 e|M−∆|x +B−




0
1
−1
0


 e|M−∆|x + C−




−1
i
i
−1


 e2∆x, x < 0. (6)

Пусть ψ(x) = (ψ1(x), ψ
′
1(x), ψ2(x), ψ

′
2(x))

T . Условия согласования, ввиду (1) (дельта-

функция, полученная при дифференцировании скачка ψ(x) в нуле, должна компенсировать-

ся дельта-функцией в составе V ), имеют вид

−i (ψ′
1(+0)− ψ′

1(−0)) + Z (ψ1(+0) + ψ1(−0)) /2 = 0,

−i (ψ1(+0)− ψ1(−0)) + Z (ψ′
1(+0) + ψ′

1(−0)) /2 = 0,

−i (ψ′
2(+0)− ψ′

2(−0))− Z (ψ2(+0) + ψ2(−0)) /2 = 0, (7)

−i (ψ2(+0)− ψ2(−0))− Z (ψ′
2(+0) + ψ′

2(−0)) /2 = 0
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(деление на два означает, что берется симметричное распределение потенциала V относи-

тельно нуля, т. е. гладкие δ-образные функции δn(x), аппроксимирующие δ(x), выбираются

четными). Из (5)–(7) получаем систему




Z −2i 2 + Z Z 2i −2− Z
−2i Z −2i+ Zi 2i Z −2i+ Zi
2i Z −2i− Zi −2i Z −2i− Zi
Z 2i 2− Z Z −2i −2 + Z


 (A+, B+, C+, A−, B−, C−)

T = 0. (8)

После линейных операций со строками система (8) примет вид




Z −2i 2 + Z Z 2i −2− Z
0 4 + Z2 i(4 + Z2) 4iZ Z2 − 4 i(Z2 − 4Z − 4)
0 Z −2i 0 Z −2i
0 0 4 + Z2 0 4iZ 4− Z2


 (A+, B+, C+, A−, B−, C−)

T = 0.

(9)

Выберем в качестве свободных констант C+ и C−, тогда из (9) получаем

B− = −4 + Z2

4iZ
C+ − 4− Z2

4iZ
C−, B+ =

Z2 − 4

4iZ
C+ − 4 + Z2

4iZ
C−,

A− = −4 + Z2

4Z
C+ +

4− Z2

4Z
C−, A+ =

Z2 − 4

4Z
C+ +

Z2 + 4

4Z
C−. (10)

Выпишем, пользуясь (5), (6), (10), общий вид волновой функции:

ψ+(x) =
1

4Z




(Z2 − 4)C+ + (Z2 + 4)C−

−i(Z2 − 4)C+ + i(4 + Z2)C−

i(Z2 − 4)C+ − i(4 + Z2)C−

−(Z2 − 4)C+ − (Z2 + 4)C−


 e−|M−∆|x + C+




1
i
i
1


 e−2∆x, x > 0,

ψ−(x) =
1

4Z




−(4 + Z2)C+ + (4− Z2)C−

i(4 + Z2)C+ + i(4− Z2)C−

−i(4 + Z2)C+ − i(4− Z2)C−

(4 + Z2)C+ − (4− Z2)C−


 e|M−∆|x + C−




−1
i
i
−1


 e2∆x, x < 0.

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 1. Для гамильтониана H + V при Z = ±2 имеются два МЛС, описываемые

двумя линейно независимыми собственными вектор–функциями ψ1(x), ψ2(x) вида

ψ1(x) = (−1, i, i,−1)T e2∆x, x < 0; ψ1(x) = ±(1, i,−i,−1)T e−|M−∆|x, x > 0;

ψ2(x) = ±(−1, i,−i, 1)T e|M−∆|x, x < 0; ψ2(x) = (1, i, i, 1)Te−2∆x, x > 0;

знак «±» у вектор–функций соответствует знаку величины Z.

Заметим, что для выполнения условия (4) при x < 0 для ψ1(x) и при x > 0 для ψ2(x) эти

функции необходимо умножить на i, что не меняет физического смысла волновой функции.

Данные МЛС не являются «стандартными», т. к. они неустойчивы (исчезают при Z 6=
±2). Соотношение Z = ±2 означает связь величины потенциала и скорости граничных

состояний топологического изолятора, в этом легко убедиться, явно вводя скорость в состав

гамильтониана.
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Далее исследуем задачу рассеяния вблизи границы сверхпроводящей щели. Пусть

M > ∆ и E = M − ∆ + γ(M − ∆)2, где γ > 0, т. е. E находится вблизи граничной

точки щели. Найдем решение ψ0(x) уравнения (H − E)ψ0(x) = 0, описывающее налета-

ющую на препятствие (потенциальный барьер) квазичастицу, в виде ψ0(x) = ψ̂eipx, где

ψ̂ = (ψ̂1, ψ̂′
1, ψ̂2, ψ̂′

2)
T удовлетворяет уравнению (Ĥ − E)ψ̂ = 0, а p равенству d(p) = 0. Из

(2) имеем (M−∆+γ(M−∆)2)2 = (M±∆)2+p2. В случае знака «+» в скобках справа, по-

лучим p = iσ, σ > 0; рассеивающихся состояний, отвечающих осциллирующим функциям,

нет. Рассмотрим теперь знак «−». Имеем p2 = γ2(∆−M)4+2(∆−M)3γ > 0, в этом случае

есть рассеивающие состояния. Заметим, что p ≪ M,∆. Тогда уравнение (Ĥ − E)ψ̂ = 0
примет вид




∆ 0 0 ∆
0 −∆ −∆ 0
0 −∆ −∆ 0
∆ 0 0 ∆







ψ̂1

ψ̂′
1

ψ̂2

ψ̂′
2


 = 0,

и, следовательно,

ψ0(x) =
1√
2




1
0
0
−1


 eiαx,

где α =
√

2(∆−M)3γ ≈ 0.

Выпишем волновую функцию рассеивающегося состояния:

ψ−(x) =
1√
2




1
0
0
−1


 eiαx + A−




1
0
0
−1


 e−iαx +B−




0
1
−1
0


 e−iαx, x < 0, (11)

ψ+(x) = A+




1
0
0
−1


 eiαx +B+




0
1
−1
0


 eiαx, x > 0. (12)

Коэффициенты в (11), (12) ищем таким образом, чтобы выполнялись условия согласования

(7), откуда 


Z 2i Z −2i
2i Z −2i Z
−2i Z 2i Z
Z −2i Z 2i







A−

B−

A+

B+


 =




−Z/
√
2

−
√
2i√
2i

−Z/
√
2


,

или 


Z 2i Z −2i
2i Z −2i Z
0 1 0 1
0 1 0 −1







A−

B−

A+

B+


 =




−Z/
√
2

−
√
2i

0
0


.

Отсюда B− = B+ = A+ = 0, A− = −
√
2/2. Таким образом, налетающая квазичастица,

представляющая собой с равными вероятностями электрон или дырку, полностью отража-

ется с сохранением вероятностей.
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§ 2. Существование МЛС при максимальном сверхпроводящем токе Джозефсона

Результаты предыдущего параграфа рассмотрим в рамках простейшей модели эффек-

та Джозефсона, заменяя структуру сверхпроводник–изолятор–сверхпроводник структурой

сверхпроводник–примесь (описываемая потенциалом V ) — сверхпроводник, где сверхпро-

водник в области положительных x имеет спаривающий потенциал, пропорциональный

∆eiϕ, где ϕ — разность фаз двух сверхпроводников. При этом считаем, что |M − ∆| ≪
M(∆), т. е. сверхпроводящая щель очень мала по сравнению сM(∆) (иначе число собствен-

ных значений в щели велико, и их аналитическое исследование неосуществимо). Волновые

функции не зависят от энергии, и найти зависимость тока Джозефсона от ϕ невозможно.

Однако, можно исследовать локализованные состояния для наиболее интересных случаев

минимального (ϕ = 0) и приближенно максимального (ϕ = π [12]) сверхпроводящего тока

Джозефсона. Случай ϕ = 0 рассмотрен в предыдущем параграфе; случаю ϕ = π отвеча-

ет потенциал спаривания с ∆eiϕ = −∆. Справа от нуля действует оператор, имеющий в

импульсном представлении вид

Ĥ+(p) =




M p 0 −∆
p −M ∆ 0
0 ∆ −M p

−∆ 0 p M


.

Видоизмененный оператор на всей числовой оси будем обозначать через H ′. Легко видеть,

что det(Ĥ+(p)− E) = 0 при E = 0, если

p = ±i|M ±∆|.

Значению p1 = i|M −∆| соответствует

Ĥ+(p1) = ∆




1 0 0 −1
0 −1 1 0
0 1 −1 0
−1 0 0 1




и ψ̂ = (1, 0, 0, 1)T , ψ̂ = (0, 1, 1, 0)T . Для p2 = i|M +∆| имеем

Ĥ+(p2) = ∆




1 2i 0 −1
2i −1 1 0
0 1 −1 2i
−1 0 2i 1


,

ψ̂ = (i,−1, 1,−i)T . Тогда волновая функция примет вид

ψ+(x) = A+




1
0
0
1


 e−|M−∆|x +B+




0
1
1
0


 e−|M−∆|x + C+




i
−1
1
−i


 e−2∆x, x > 0.

Для x < 0 волновая функция определена равенством (6). Условия (7) выполняются для

функций ψ−(x) и ψ+(x), если




Z −2i i(2 + Z) Z 2i −2− Z
−2i Z 2− Z 2i Z i(−2 + Z)
−2i −Z −2 − Z −2i Z i(−2 − Z)
−Z −2i i(−2 + Z) Z −2i −2 + Z


 (A+, B+, C+, A−, B−, C−)

T = 0, (13)
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откуда



Z −2i i(2 + Z) Z 2i −2− Z
0 Z2 + 4 −Z2 − 4 4iZ Z2 − 4 i(Z2 − 4Z − 4)
0 Z 2 2i 0 iZ
0 0 i(Z2 + 4) Z2 − 4 0 −4Z


(A+, B+, C+, A−, B−, C−)

T =0.

Предполагая, что Z 6= 0, Z 6= ±2, получаем

C− =
i(Z2 + 4)

4Z
C+ +

Z2 − 4

4Z
A−, B+ =

Z2 − 4

4Z
C+ − i(Z2 + 4)

4Z
A−,

B− = iA−, A+ =
i(Z2 − 4)

4Z
C+ +

Z2 + 4

4Z
A−;

A− и C+ являются произвольными константами. Выпишем волновые функции, соответ-

ствующие максимальному сверхтоку:

ψ+(x) =
1

4Z




i(Z2 − 4)C+ + (Z2 + 4)A−

(Z2 − 4)C+ − i(Z2 + 4)A−

(Z2 − 4)C+ − i(Z2 + 4)A−

i(Z2 − 4)C+ + (Z2 + 4)A−


 e−|M−∆|x + C+




i
−1
1
−i


 e−2∆x, x > 0,

ψ−(x) = A−




1
i
−i
−1


 e|M−∆|x +

1

4Z

(
i(Z2 + 4)C+ + (Z2 − 4)A−

)



−1
i
i
−1


 e2∆x, x < 0,

Очевидно, что эти функции при Z 6= ±2 не являются МЛС, т. к. не удовлетворяют условиям

сопряжения (4).

Перепишем теперь (13) в эквивалентном виде для Z = 2:



1 −i 2i 1 i −2
0 1 −1 i 0 −i
0 0 −1 0 0 −i


 (A+, B+, C+, A−, B−, C−)

T = 0.

Приняв A−, B−, C− за свободные константы получим A+ = −iB−, B+ = −iA−, C+ =
−iC−. Выпишем соответствующие волновые функции, являющиеся МЛС,

ψ+(x) = −iB−




1
0
0
1


 e−|M−∆|x − iA−




0
1
1
0


 e−|M−∆|x − iC−




i
−1
1
−i


 e−2∆x, x > 0,

ψ−(x) = A−




1
0
0
−1


 e|M−∆|x +B−




0
1
−1
0


 e|M−∆|x + C−




−1
i
i
−1


 e2∆x, x < 0. (14)

В случае Z = −2 имеем



1 i 0 1 −i 0
0 1 −1 −i 0 i
0 0 −i 0 0 −1


 (A+, B+, C+, A−, B−, C−)

T = 0.

Тогда A+ = iB−, B+ = iA−, C+ = iC− и для x < 0 получаем волновую функцию (14), а для

x > 0 функция ψ+(x) поменяет знак. Полученные волновые функции также определяют

МЛС.
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Теорема 2. Для гамильтониана H ′ + V при Z = ±2 имеются три МЛС, описываемые

линейно независимыми собственными вектор–функциями ψj(x), j = 1, 2, 3, вида

ψ1(x) = (0, 1,−1, 0)Te|M−∆|x, x < 0; ψ1(x) = ±(1, 0, 0, 1)Te−|M−∆|x, x > 0;

ψ2(x) = (1, 0, 0,−1)Te|M−∆|x, x < 0; ψ2(x) = ±(0, 1, 1, 0)Te−|M−∆|x, x > 0;

ψ3(x) = (−1, i, i,−1)T e2∆x, x < 0; ψ3(x) = ±(i,−1, 1,−i)T e−2∆x, x > 0;

знак «±» у вектор–функций соответствует знаку величины Z.

Рассмотрим задачу рассеяния в случае максимального сверхтока Джозефсона вблизи

верхней границы щели. Как и выше, предполагаем, что M > ∆ и E =M −∆+ γ(M −∆)2,

где γ > 0, тогда уравнение (Ĥ − E)ψ̂ = 0 (x > 0) примет вид




∆ 0 0 −∆
0 −∆ ∆ 0
0 ∆ −∆ 0

−∆ 0 0 ∆







ψ̂1

ψ̂′
1

ψ̂2

ψ̂′
2


 = 0.

Волновая функция рассеивающегося состояния для x < 0 определена равенством (11),

но в отличие от (12),

ψ+(x) = A+




1
0
0
1


 eiαx +B+




0
1
1
0


 eiαx, x > 0. (15)

Коэффициенты согласно (7), (11), (15) удовлетворяют уравнению




Z 2i Z −2i
2i Z −2i Z
−2i Z −2i −Z
Z −2i −Z −2i







A−

B−

A+

B+


 =

1√
2




−Z
−2i
2i
−Z


,

или 


Z 0 0 −2i
2i 0 0 Z
0 Z −2i 0
0 2i Z 0







A−

B−

A+

B+


 =

1√
2




−Z
−2i
0
0


,

которое при Z 6= ±2 имеет решение B− = A+ = B+ = 0, A− = − 1√
2
. Таким образом,

налетающая квазичастица, являющаяся с равными вероятностями электроном или дыркой,

полностью отражается с сохранением вероятностей.

Финансирование. Работа выполнена при финансовой поддержке ФГБОУ ВО «Удмуртский

государственный университет» в рамках конкурса на предоставление грантов УдГУ на под-

держку молодых ученых «Научный потенциал»-2018, проект № 2018–03–02.
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For the last 15 years, Majorana bounded states (MBSs) and associated phenomena, such as variation of

conductance and the Josephson effect, have been actively studied in the physical literature. Research in

this direction is motivated by a highly probable use of MBSs in quantum computing. The article studies

the eigenfunctions of the one-dimensional Bogolyubov–de Gennes operator with a delta-shaped potential at

zero, describing localized states with energy in the spectral gap (superconducting gap). The transmission

probabilities are found in the scattering problem for this operator, when the energies are close to the

boundary of the superconducting gap. These problems are studied both for a superconducting order that

is the only one on the whole straight line and is defined by the real constant ∆, and for a superconducting

order defined by the function ∆θ(−x) + ∆eiϕθ(x) for ϕ = 0, π (i.e., for zero superconducting current

and for current close to critical). The Hamiltonian used can be considered as the simplest model of the

Josephson junction. It is proved that in both cases there are two MBSs, but with certain values of the

parameters, i.e., MBSs are unstable. Moreover, the probability of passage is zero in both cases.
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