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ИССЛЕДОВАНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА ФИЛЬТРАЦИИ УПРУГО-ПОРИСТОЙ
СРЕДЫ ПРИ ПЛОСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ

Величину коэффициента фильтрации принято определять эмпирически в силу обусловленности его

физическими и химическими свойствами среды и фильтрующейся жидкости. Однако, полученные

экспериментальные данные могут существенно варьироваться в зависимости от приложенных на-

грузок. В работе выдвигается новая гипотеза о линейной зависимости коэффициента фильтрации

среды от первого инварианта тензора напряжений, возникших в области вследствие гидравличе-

ского напора на границе. В рамках этой гипотезы исследуется изменение коэффициента фильтра-

ции области при плоской деформации. Возникновение на границе гидравлического напора ведет

к возникновению в среде упругих возмущений. Так как скорость последних много больше скоро-

сти фильтрации жидкости, то изменение напряженного состояния области приведет к изменению

порового пространства, а следовательно, и к изменению коэффициента фильтрации. Таким обра-

зом, исходная задача сводится к решению сначала классической задачи теории упругости, а именно

к решению краевой задачи для функции Эри, а затем к определению непосредственно коэффици-

ента фильтрации как решения краевой задачи для гармонического уравнения. В работе построен

численный алгоритм решения гармонического и бигармонического уравнений, основанный на ме-

тоде граничных элементов, который, в конечном счете, сводит исходную задачу к системе линейных

алгебраических уравнений. Как показали численные результаты исследований, изменение коэффи-

циента фильтрации некоторых материалов при рабочих нагрузках достигает в некоторых точках

области 20 процентов. Особенно актуальны эти результаты при использовании труб, шлангов, водо-

напорных рукавов из различных полимерных материалов, стеклопластика, а также при эксплуатации

гидротехнических и очистных сооружений. Изменение фильтрующей способности среды при малых

упругих деформациях делает возможной при соответствующих давлениях фильтрацию даже в тех

средах, которые обычно считаются для жидкости непроницаемыми. В работе приведены результаты

численных экспериментов по исследованию коэффициента фильтрации полиуретана (гибкий поли-

вочный шланг) и бутилкаучука. Построены графики искомых механических параметров. Расчеты

выполнялись в программном пакете Maple.
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Введение

В подземной гидродинамике, при глубоководном строительстве, при эксплуатации гид-

ротехнических и водонапорных сооружений, фильтрующих элементов весьма важной про-

блемой является определение поля давлений, которое возникает вследствие проникания в

пористую среду жидкости, то есть решения задачи фильтрации. В трудах Био [15], Г. В. Го-

лубева и Г. Г. Тумашева [2], П. Я. Полубариновой–Кочиной [11], Коззи [27] были предложе-

ны математические постановки задач теории фильтрации. Исследование подобных моделей

сводится к решению уравнения Лапласа, уравнения диффузии или, например, в двумерном

случае к решению краевой задачи для уравнения в частных производных [2]:

∇ · k∇p = 0,
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где p = p(x, y) — искомая функция давления в области, k = k(x, y) — коэффициент филь-

трации. Граничные условия определяются в зависимости от моделируемого сценария.

В работах авторов [3, 10, 14, 16, 20, 23, 24] предлагаются численные и аналитические ме-

тоды решения краевых задач фильтрации, в том числе для случаев двух несмешивающихся

жидкостей и неоднородного флюида. Отдельные проблемы движения жидкости под фунда-

ментом глубоководных построек и подпочвенного полива рассматриваются в трудах [22,26].

В последней работе для решения проблем используется аппарат аналитических функций.

Моделирование фильтрации, в том числе и в перечисленных работах, осуществляется

как правило в пористых средах типа грунт или пористых средах с наличием трещин [28]

(пористо-трещиноватая среда). Однако исследование П. Бриджмена [1] показывает влияние

высоких давлений на упругие свойства стекла, что подтверждает гипотезу о том, что вода

при соответствующих давлениях способна проникать даже в слабо пористые тела. Потому

материалы, кажущиеся на первый взгляд непроницаемыми для жидкости, при определен-

ных условиях могут стать проницаемыми.

Для исследования фильтрации в упруго-пористой среде, как показывает выше приведен-

ное уравнение, необходимо определение коэффициента фильтрации, а последнее требует

геометризировать структуру порового пространства.

На самом деле существует множество подходов к определению порового пространства.

Это и представление пор в виде совокупности капилляров, трещин, в виде совокупности

шаров. Также существуют сеточные модели, которые стали известными благодаря работам

И. Фатта [18,19]. Наиболее полную информацию о строении пористых тел можно получить

в работах [6, 12, 13, 21]. Наибольшее распространение получили модели уложенных сфер и

капиллярная. Подробное исследование этих моделей можно найти в работах Козени [21],

Л. С. Лейбензона [6], Ф. Дуллиена и В. Батра [17] и других авторов.

В работе поровое пространство будем рассматривать как совокупность капиллярных

трубочек равного (осредненного) сечения. Очевидно, что поровые каналы искривлены, но

на малом расстоянии капилляр можно считать прямолинейным. Именно в рамках капил-

лярного подхода фильтрацию через пористую среду можно рассматривать как гидродина-

мический поток через микрокапилляры.

Теоретические исследования Козени, Терцаги и современных ученых, например [25],

позволили получить формулу для определения проницаемости в виде

k = a2f(m,n),

где a — гидравлический радиус поперечного сечения поровой трубки, f(m,n) — определен-

ная функция от пористости m и просвета n (доли площади пор), которая у каждого автора

имеет свою форму и согласуется с результатами их опытов. Определяемая проницаемость

носит название теоретической проницаемости, является величиной постоянной, не завися-

щей от приложенных нагрузок. Однако очевидно, что при изменении нагрузки эта величина

тоже будет меняться, ввиду деформации пор.

В реальных математических моделях для упрощения расчетов коэффициент фильтра-

ции считают постоянным [7], причем значение его определяют эмпирически. Полученные

экспериментальные данные могут существенно варьироваться в зависимости от приложен-

ных нагрузок. В лабораторных условиях, как правило, прилагаемые нагрузки несравнимы

с нагрузками, которые возникают, например, при расположении твердого тела на большой

глубине. Причем в каждой точке распределенная сила внешнего воздействия разная, сле-

довательно, и проницаемость среды будет разной. Поэтому возникает необходимость вос-

полнить этот пробел и найти объективные закономерности изменения коэффициента филь-

трации среды при различных нагрузках, что позволит корректно сформулировать задачу

фильтрации и повысить достоверность гидродинамических расчетов.
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Так как скорость упругих возмущений в среде при возникновении гидравлического на-

пора на границе выше скорости фильтрации, то следствием изменения напряженного со-

стояния среды будет изменение порового пространства и, следовательно, коэффициента

фильтрации. Подобных попыток связать коэффициент фильтрации среды с напряженным

состоянием в отечественной и зарубежной научной литературе ранее не предпринималось.

В работе автора [9] уже были исследованы коэффициенты фильтрации бетонных и ке-

рамзитобетонных плит при их нагружении. В работе [8] решалась задача фильтрации в

гетерогенной среде, представляющей многослойную полосу с кусочно-постоянной прони-

цаемостью. В настоящей работе сформулирована гипотеза о зависимости коэффициента

фильтрации от первого инварианта тензора напряжений, и в рамках этой гипотезы проведе-

но исследование коэффициента фильтрации упруго-пористой среды. В трехмерном случае

решение задачи теории упругости для определения первого инварианта тензора напряже-

ний проблематично в силу сложности постановки граничных условий, а в случае цилин-

дрических тел задача упрощается. Поэтому в работе будет построен численный алгоритм,

основанный на методе граничных элементов, исследования коэффициента фильтрации сре-

ды в случае плоской деформации.

§ 1. Одномерная фильтрация жидкости в пористой среде

Для выяснения некоторых особенностей фильтрации в пористой среде рассмотрим од-

номерную фильтрацию, и на примере случая одномерной фильтрации определим зависи-

мость коэффициента фильтрации от некоторых механических параметров пористой среды

и фильтрующейся жидкости. Представляя поровое пространство в виде совокупности ка-

пиллярных трубочек осредненного сечения и пренебрегая инерционными силами в уравне-

ниях Навье–Стокса в силу малых скоростей и ускорений фильтрации и считая, что массовая

сила (в данном случае сила тяжести) направлена по оси z, уравнение Навье–Стокса можно

записать в виде

dp

dz
+ ρg = µ∆w. (1)

где µ — коэффициент динамической вязкости, w = w(x, y) — продольная скорость, Fz = g —

массовая сила.

Решение задачи (1) для трубы круглого сечения дано Пуазейлем [5]. Левая часть зависит

только от z, а правая — наоборот, только от координат x и y, значит, обе части должны быть

постоянными
dp

dz
+ ρg = C и µ∆w = C. Решение последнего будет иметь вид

w =
1

4µ

(

dp

dz
+ ρg

)

(

x2 + y2 − a2
)

, (2)

где a — радиус капилляра. Из уравнения (2) можно найти максимальную скорость в произ-

вольном сечении

wmax = −
a2

4µ

(

dp

dz
+ ρg

)

, (3)

и расход жидкости, протекающей через сечение трубы,

Q =

∫∫

S

w dx dy = wmax

∫

2π

0

dθ

∫ a

0

(r2 − a2)r dr =
wmax

2
πa2, (4)

Введем среднюю скорость течения wc = wmax/2.
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С другой стороны, скорость фильтрации определяется из уравнения Дарси [5] как

v = wc = −
k

ρg

(

dp

dz
+ ρg

)

, (5)

где k — коэффициент фильтрации. Сравнивая (3) и (5), найдем радиус капилляра

a2 =
8µk

ρg
. (6)

При воздействии на среду внешней силой радиус пор будет меняться, что приведет и к

изменению коэффициента фильтрации в силу (6). Ниже будут получены закономерности

изменения коэффициента фильтрации от возникающих в среде вследствие приложенной

нагрузки напряжений.

§ 2. Определение коэффициента фильтрации деформированной среды

Первый инвариант тензора деформаций упругого тела J1 (ε) = ε11 + ε22 + ε33 (εii —

главные деформации) с заданными модулем Юнга E и коэффициентом Пуассона ν связан

с тензором напряжений J1 (σ) = σ11 + σ22 + σ33 (σii — главные напряжения) соотношением

J1(ε) =
1− 2ν

E
J1(σ). (7)

В случае возникновения гидравлического напора на границе упруго-пористой области, вви-

ду того, что скорость упругих возмущений выше скорости фильтрации, изменение радиуса

пор повлечет за собой в силу равенства (6) изменение коэффициента фильтрации. Относи-

тельное изменение поперечного сечения капиллярной трубки при сохранении их количества

определяется формулой

a2 − a2
0

a2
0

=
1− 2ν

E
J1(σ). (8)

Коэффициент фильтрации также изменится

k = k0

(

1 +
1− 2ν

E
J1(σ)

)

. (9)

Следовательно, вычисление коэффициента фильтрации упруго-пористой среды сводит-

ся к определению напряженного состояния среды и только затем к вычислению самого

коэффициента фильтрации.

В случае плоской деформации возникающие в области напряжения выражаются через

функцию Эри по правилу [11]

σxx =
∂2Φ

∂y2
, σxy = −

∂2Φ

∂x∂y
, σyy =

∂2Φ

∂x2
, σzz = ν(σxx + σyy). (10)

Тогда коэффициент фильтрации определится равенством

k = k0(1 + ε∆Φ). (11)

где ε =
(1− 2ν)(1 + ν)

E
, а функция Эри удовлетворяет бигармоническому уравнению

∆2Φ = 0. (12)
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Из уравнения (11) видно, что упругие свойства материала задают только масштаб для

коэффициента фильтрации.

Таким образом, коэффициент фильтрации k является функцией гармонической, то есть

∆k = 0. (13)

Решение будет осуществляться следующим образом. Сначала определим значение ла-

пласиана функции Эри на границе области из уравнения (12). Затем решим гармоническое

уравнение для коэффициента фильтрации с заданными условиями на границе.

§ 3. Численный алгоритм

На границе ∂T = (x(s), y(s)) упруго-пористой области задано давление p0(s), направ-

ленное противоположно нормали. Тогда функция Эри удовлетворяет уравнению (12) с усло-

виями на границе [7]

∂Φ

∂n
= p0(s)

[

dx

ds
y(s)−

dy

ds
x(s)

]

+ C1

dy

ds
− C2

dx

ds
, (14)

Φ = −p0(s)

(

x2(s) + y2(s)

2

)

+ C1x(s) + C2y(s) + C3. (15)

Таким образом, задача определения функции Эри сводится к классической задаче определе-

ния бигармонической функции по заданному значению самой функции и нормальной про-

изводной на границе. При решении этой задачи возможно определение лапласиана функции

Эри на границе, что позволит поставить граничные условия для коэффициента фильтрации.

Ограничимся рассмотрением двусвязной области. В соответствии с методом гранич-

ных элементов внутреннюю границу области аппроксимируем вписанным N1-угольником,

а внешнюю — вписанным N2-угольником с вершинами (узлами) в точках (xk, yk), k = 0, N ,

N1 + N2 = N . Граничные условия выполняются в средних точках сегментов (контроль-

ных точках) (Xk, Yk). Методом граничных элементов краевую задачу для бигармонического

уравнения можно свести на границе к системе матричных уравнений [7]

AΦ−GΨ + ĤΦ̂− ĜΨ̂ = 0,

AΦ̂−GΨ̂ = 0,
(16)

где A = 0.5E +H, E — единичная матрица. Элементы вектор-столбцов Φ, Ψ, Φ̂, Ψ̂ опре-

деляются по формулам

Φj = Φ0(Xj, Yj), Ψj = Ψ0(Xj , Yj), Φ̂j = Φ̂0(Xj, Yj), Ψ̂j = Ψ̂0(Xj , Yj),

где ∆Φ = Φ̂, ∂Φ/∂n = Ψ, ∂∆Φ/∂n = Ψ̂. Верхним индексом 0 обозначено значение

соответствующей функции на границе. Элементы матриц H, G, Ĥ, Ĝ находятся интегри-

рованием по граничным сегментам:

Hj,k =

∫ sj

sj−1

H(s,Xk, Yk) ds, Gj,k =

∫ sj

sj−1

G(s,Xk, Yk) ds,

Ĥj,k =

∫ sj

sj−1

Ĥ(s,Xk, Yk) ds, Ĝj,k =

∫ sj

sj−1

Ĝ(s,Xk, Yk) ds,

где G(r) =
1

2π
ln

1

r
, Ĝ(r) =

r2

8π

(

1 + ln
1

r

)

, H(r) =
∂G(r)

∂n
, Ĥ(r) =

∂Ĝ(r)

∂n
, r — рас-

стояние от фиксированной точки z до переменной точки на гладкой границе. Граничные
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условия (14), (15) содержат три константы, которые входят линейно в правую часть. На од-

ном контуре их можно принять равными нулю, на другом контуре они будут определяться

из трех линейных уравнений [4, 7], которые дополнительно войдут в систему (16). Реше-

ние системы (16) позволит определить значение функции ∆Φ = Φ̂ на границе и поставить

граничные условия для коэффициента фильтрации согласно (11).

Далее для определения коэффициента фильтрации в каждой точке области методом гра-

ничных элементов решим краевую задачу для гармонического уравнения (13), которое мож-

но свести на границе к матричному уравнению

AK −GL = 0. (17)

Элементы вектор-столбцов K , L определяются формулами

Kj = k0(Xj , Yj), Lj = l0(Xj, Yj),

где l =
∂k

∂n
.

Значение коэффициента фильтрации k(x, y) в каждой внутренней точке (X, Y ) области

T будут определяться из соотношения

k(X, Y ) =

N
∑

j=1

(

Lj

∫ sj

sj−1

G(s,X, Y ) ds−Kj

∫ sj

sj−1

H(s,X, Y ) ds

)

. (18)

§ 4. Численные эксперименты

Проведем эксперимент для цилиндра эллиптической формы, изготовленного из поли-

уретана (E = 1 · 107 МПа, ν = 0.49) (гибкий шланг, водонапорный рукав) с заданным коэф-

фициентом фильтрации k0. Рабочее давление для полиуретанового цилиндра (Рукава напор-

ные ГОСТ 18698-79) составляет 1 МПа. Заданы полуоси внутреннего эллипса a1 = 0.05м,

b1 = 0.03м, и внешнего: a2 = 0.075м, b1 = 0.045м. Давление воды на внутреннем и внеш-

нем контурах составляет p1 = 1МПа и p2 = 0МПа. Графики относительного изменения ко-

эффициента фильтрации, приведенные на рис. 1, построены на эллипсах с малыми и боль-

шими полуосями соответственно bi = 0.03 + 0.003(i− 1), ai =
5

3
bi, i = 1, 6.
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Рис. 1. Изменение коэффициента фильтрации стенок эллиптического цилиндра из полиуре-

тана при давлении 1МПа на внутреннем контуре

Аналогичный эксперимент для бутилкаучука (E = 8·106 МПа, ν = 0.46) даст результаты,

изображенные на рис. 2.
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Рис. 2. Изменение коэффициента фильтрации стенок эллиптического цилиндра из бутилка-

учука при давлении 1МПа на внутреннем контуре

По рисункам еще раз очевидно, что при одинаковом распределении нагрузки упругие

свойства материалов определяют только масштаб коэффициента фильтрации.

Заключение

Предложена новая гипотеза о зависимости коэффициента фильтрации среды от первого

инварианта тензора напряжений. Определение коэффициента фильтрации деформирован-

ной среды предполагает предварительное решение задачи теории упругости. Таким обра-

зом, математически задача сводится к решению сначала бигармонического уравнения для

функции Эри, затем гармонического для коэффициента фильтрации. Построенный числен-

ный алгоритм основан на методе граничных элементов. В современной научной практике

для решения подобных задач чаще методами выбора являются метод конечных элемен-

тов, конечно-разностные схемы, которые предполагают использование дискретных точек

всей области, что приводит к накоплению ошибок. В этом контексте построенные в работе

численные алгоритмы, основанные на методе граничных элементов, являются более пред-

почтительными, потому что учитывают только точки на границе, что повышает точность

расчетов. Применяемые в работе численные алгоритмы могут представлять теоретический

интерес для научных коллективов и быть общими для целого класса задач механики сплош-

ной среды.

Проведены численные эксперименты для труб эллиптического сечения из полиуретана

и бутилкаучука. Значительное увеличение коэффициента фильтрации (до 4 % в одном слу-

чае и 20 % в другом) в направлении θ = 0, π/2, π, 3π/2 повлечет за собой образование

трещин. Таким образом, можно спрогнозировать, в каких направлениях будет просачивать-

ся жидкость и начнется процесс разрушения.

Возникающие нагрузки при использовании разного рода фильтрующих элементов (экс-

плуатация очистных сооружений), глубоководных построек, водонапорных рукавов (неф-

тепромышленность, мелиорация) приводят к изменению их водопроницаемости. Использо-

вание полученных в работе результатов позволяет скорректировать математические модели

фильтрации, повысить точность гидродинамических расчетов при решении различных про-

блем. Исследование упруго-пористой среды с точки зрения ее фильтрующей способности,

которая непосредственным образом влияет на прочностные свойства, позволит контроли-

ровать процесс разрушения материалов.
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The value of the filtration coefficient is determined empirically due to its physical and chemical properties

of the medium and the filtered liquid. However, the experimental data obtained can vary significantly

depending on the applied loads. The paper proposes a new hypothesis about the linear dependence of

the medium filtration coefficient on the first invariant of the stress tensor arising in the region due to

the hydraulic head at the boundary. Within the framework of this hypothesis, the change of the region

filtration coefficient under plane deformation is investigated. The appearance of hydraulic head on the

border leads to the appearance of elastic perturbations in the environment. Since the velocity of the latter

is much higher than the velocity of the liquid filtration, the change in the stress state of the region will lead

to a change in the pore space, and, consequently, to a change in the filtration coefficient. Thus, the initial

problem is reduced to the solution of the classical problem of elasticity theory, namely, to the solution of

the boundary value problem for the Erie function, and then to the definition of the filtration coefficient

as the solution of the boundary value problem for the harmonic equation. A numerical algorithm for

solving harmonic and biharmonic equations based on the boundary element method is constructed, which

ultimately reduces the original problem to a system of linear algebraic equations. As shown by the

numerical results of studies, the change in the filtration coefficient of some materials under operating

loads reaches 20 percent at some points of the region. These results are especially relevant when using

pipes, hoses, water hoses made of various polymeric materials, fiberglass, as well as in the operation of

hydraulic engineering and treatment facilities. The change in the filtering capacity of the medium at low

elastic deformations makes it possible at the appropriate pressures to filter even in those environments that

are usually considered impervious to the liquid. The paper presents the results of numerical experiments

to study the filtration coefficient of polyurethane (flexible irrigation hose) and butyl rubber. Graphs of

the required mechanical parameters are constructed. Calculations were performed in the Maple software

package.
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