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КВАТЕРНИОННАЯ МОДЕЛЬ ПРОГРАММНОГО УПРАВЛЕНИЯ ДВИЖЕНИЕМ

ШАРА ЧАПЛЫГИНА

В работе рассматривается задача программного управления движением динамически несимметрич-

ного уравновешенного шара на плоскости при помощи трех двигателей-маховиков при условии,

что шар катится без проскальзывания. Центр масс механической системы совпадает с геометриче-

ским центром шара. Найдены законы управления, обеспечивающие движение шара вдоль базовых

траекторий (прямой и окружности), а также по произвольно заданной кусочно-гладкой траектории

на плоскости. В данной работе предлагается кватернионная модель движения шара, которая позво-

ляет обойтись без традиционного использования тригонометрических функций, а кинематические

уравнения записать в виде линейных дифференциальных уравнений, исключающих недостатки свя-

занные с применением углов Эйлера. Решение поставленной задачи осуществляется с применени-

ем кватернионной функции времени, которая определяется видом траектории и законом движения

точки контакта шара с плоскостью. Приведен пример управления движением шара и выполнена

визуализация движения системы шар–маховики в пакете компьютерной алгебры.
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Введение

Динамика робототехнических систем в последние годы остается одним из самых актив-

но развивающихся направлений научных исследований. В дополнение к традиционным за-

дачам появилось множество работ, посвященных движению так называемых сферо-роботов,

которые приводятся в движение инерционными двигателями. Трудности в исследовании ди-

намики движения таких механических систем связаны с необходимостью интегрирования

дифференциальных уравнений движения при наличии неголономных связей и необходимо-

стью выбора параметризации их положения в пространстве, исключающее возникновение

особенностей при некоторых значениях параметров (gimbal lock). Традиционным подходом

к решению задач при записи кинематических и динамических уравнений является триго-

нометрическая параметризация с помощью углов Эйлера. В данной работе предлагается

кватернионная модель, которая позволяет обойтись без использования тригонометрических

функций, а кинематические уравнения записать в виде линейных дифференциальных урав-

нений, исключающих недостатки, связанные с применением углов Эйлера.

Существующие сферо-роботы можно разделить условно на три группы. Сферо-роботы

с маятниковыми системами, реализующими движение за счет смещения центра масс или

перераспределения масс [12,15–17,20,25]. Вторая группа относится к деформируемым объ-

ектам [30]. В работе рассматривается третий тип — динамически несимметричный сферо-

робот, в котором расположены внутренние двигатели-маховики с балансирами [13, 14, 22].

Это конструкция, у которой центр масс совпадает с геометрическим центром шара. При

нулевой угловой скорости вращения маховиков эта задача совпадает с известной зада-

чей С. А. Чаплыгина [2]. Задача о движении шара была поставлена С. А. Чаплыгиным и
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Рис. 1. Шар с тремя двигателями-маховиками и балансирами

решена им еще в 1903 году [11]. Но до сих пор исследуются различные методы ее реше-

ния, даются ее обобщения. Рассматриваются усеченные шары или шары комбинирован-

ного типа [18], ограничивается площадь контакта [26], а также активно идет разработка

теорий управления движением шара. Это оптимальные теории управления [1, 7–10], рас-

сматривающие кратчайшие траектории [28], переходные траектории с одной базовой на

другую [19, 21, 27], минимизацию энергетических затрат [29] и т. д. Наравне с оптималь-

ными теориями управления существует и второй подход к задачам управления, который

опирается на геометрию движения [24]. При этом функции управления зависят от траекто-

рии точки контакта. Именно с этой точки зрения в работе рассматривается движение шара.

Развитие этой задачи может идти по различным направлениям. Это и стабилизация движе-

ния [23], и исследование обратных задач управления [13, 14], и рассмотрение движения по

более сложным поверхностям, по наклонной плоскости [21, 31], решения задачи с учетом

сил трения и другие.

§ 1. Описание модели шара с тремя внутренними двигателями-маховиками

Следуя работам [2, 4, 5, 26–28] и вводя ряд упрощающих предположений, рассмотрим

систему, состоящую из шара с тремя установленными в нем двигателями-маховиками и

балансирами (см. рис. 1). Шар катится по горизонтальной плоскости без проскальзывания

за счет вращения маховиков. При этом будем полагать, что конструкция системы удовле-

творяет некоторым ограничениям. Центр масс всей системы совпадает с геометрическим

центром шара. Двигатели-маховики осесимметричны. Оси вращения двигателей-маховиков

совпадают с их осями симметрии, в результате чего, их вращение не меняет распределе-

ние масс системы. Оси вращения ортогональны и совпадают c главными осями инерции

системы. Угловые скорости маховиков являются функциями времени ω̃k (t) , k = 1, 2, 3.
Пусть моменты инерции маховиков ik (k = 1, 2, 3), матрица тензора инерции рассматри-

ваемой системы в главных осях имеет вид: I = diag (I1, I2, I3) , а радиус шара равен a.

Требуется найти программное управление в виде функций для угловых скоростей ма-

ховиков ω̃k (t) , k = 1, 2, 3, при котором точка контакта P движется по заданной кусочно-

гладкой траектории.
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§ 2. Кинематические уравнения движения шара

Пусть траектория точки контакта задана параметрически:

xk = xk (t) , 0 6 t 6 T, k = 1, 2. (2.1)

Кинематика движения шара полностью определяется уравнениями (2.1) и уравнением него-

лономной связи

~vC + ~ω × ~ρ = 0, ~vC − a~ω ×~i3 = 0, (2.2)

где ~vC — скорость центра масс системы, состоящей из шара, двигателей маховиков и балан-

сиров; ~ω — угловая скорость шара; ~i3 — орт оси Ox3; ρ — вектор, проведенный из центра

масс в точку касания шара с плоскостью.

Из уравнений (2.1) и (2.2) следует, что при качении шара проекции вектора его угловой

скорости на неподвижные оси определяются равенствами:

ω1 = −
ẋ2

a
, ω2 =

ẋ1

a
, ω3 = 0, (2.3)

здесь и далее точкой сверху обозначена производная по времени.

Воспользуемся кватернионной записью кинематических уравнений в виде линейных

дифференциальных уравнений для определения координат кватерниона ориентации q =
= {q0, q1, q2, q3} через проекции вектора угловой скорости на оси неподвижной системы

координат [6].



















q̇0 = − (q1ω1 + q2ω2 + q3ω3) /2,

q̇1 = (q0ω1 + q3ω2 − q2ω3) /2,

q̇2 = (q0ω2 + q1ω3 − q3ω1) /2,

q̇3 = (q0ω3 + q2ω1 − q1ω2) /2;

(2.4)

c начальным условием: q|
t=0

= {1, 0, 0, 0}.
С учетом соотношений (2.3) дифференциальные уравнения (2.4) могут быть переписаны

в виде



















q̇0 = (q1ẋ2 − q2ẋ1) /2a,

q̇1 = − (q0ẋ2 − q3ẋ1) /2a,

q̇2 = (q0ẋ1 + q3ẋ2) /2a,

q̇3 = − (q2ẋ2 + q1ẋ1) /2a;

(2.5)

c начальным условием: q|
t=0

= {1, 0, 0, 0}.
Результат интегрирования этой системы линейных дифференциальных уравнений поз-

воляет найти положение всех точек оболочки шара в любой момент времени из уравнения

rt (u, v) = r (t) +R (t) r0 (u, v) ,

где r (t) = (x1 (t) , x2 (t) , a)
T
, r0 (u, v) = (a cosu sin v, a sinu sin v, a cos v)T,

R (t) =





1− 2q2
2
− 2q2

3
2 (q1 q2 − q0 q3) 2 (q0 q2 + q1 q3)

2 (q0 q3 + q1 q2) 1− 2q2
1
− 2q2

3
2 (q2 q3 − q0 q1)

2 (q1 q3 − q0 q2) 2 (q0 q1 + q2 q3) 1− 2q2
1
− 2q2

2



− матрица поворота [3].
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а) б)

Рис. 2. Траектории точки касания в подвижной и неподвижной системах отсчета при зако-

нах движения: a) по прямой [32]; б) по окружности [33]

а) б)

Рис. 3. Траектории точки касания в подвижной и неподвижной системах отсчета при зако-

нах движения: a) по траектории слалом [34]; б) по двойной клотоиде [35]

Многие исследователи рассматривают набор базовых движений сферо-робота [18, 21].

Считается, что последовательным комбинированием этих движений можно реализовать до-

статочно произвольное движение шара по плоскости. Базовые движения, в основном, огра-

ничиваются отрезком прямой, либо дугой окружности. Также предлагаются варианты сты-

ковки базовых траекторий [29]. С помощью предложенного алгоритма в качестве примера

на рис. 2 представлены кадры анимации движения шара с указанием изменения положения

точки контакта при типовых законах его движения вдоль прямой

x1(t) = t, x2(t) = t

и по окружности

x1(t) = sin (t) , x2(t) = cos(t).

Предложенное решение задачи можно реализовать и для более сложной иллюстрации дви-

жения (рис. 3) по траектории «слалом»

x1(t) = t, x2(t) = sin(πt)

и двойной клотоиде

x1(t) =

∫

t

0

cos(s2) ds, x2(t) =

∫

t

0

sin(s2) ds.
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§ 3. Динамические уравнения движения

Для получения динамических уравнений движения системы, состоящей из шара, трех

двигателей-маховиков и балансиров, воспользуемся теоремами о движения центра масс и об

изменении кинетического момента в относительном движении

m~̇vC = m~g + ~R, (3.1)

~̇KC = ~ρ× ~R. (3.2)

Здесь ~R — реакция неподвижной плоскости.

Дифференцируем уравнение связи (2.2) и с помощью получаемого соотношения исклю-

чаем реакцию неподвижной плоскости из равенств (3.1) и (3.2). В результате приходим

к уравнению

~̇KC = −ma2~̇ω.

Интегрируя это уравнение в предположении о неподвижности шара в начальный момент

времени, находим

~KC = −ma2~ω.

В проекциях на оси подвижной системы координат

I1Ω1 + i1ω̃1 = −ma2Ω1, I2Ω2 + i2ω̃2 = −ma2Ω2, I3Ω1 + i3ω̃3 = −ma2Ω3,

где Ωk — проекции вектора угловой скорости на главные оси. Откуда

ω̃1 = −
ma2 + I1

i1
Ω1, ω̃2 = −

ma2 + I2
i2

Ω2, ω̃3 = −
ma2 + I3

i3
Ω3.

§ 4. Задача управления движением

Для решения поставленной задачи управления остается выразить координаты Ωk векто-

ра угловой скорости в подвижной системе координат через функции (2.1), задающие тра-

екторию точки контакта шара с неподвижной горизонтальной плоскостью и определяющие

закон движения шара. Для этого достаточно воспользоваться преобразованием Ω = Qω, где

Ω = (Ω1,Ω2,Ω3)
T , ω = (ω1, ω2, ω3)

T =

(

−
ẋ2

a
,
ẋ1

a
, 0

)T

,

Q = RT =





1− 2q2
2
− 2q2

3
2 (q0 q3 + q1 q2) 2 (q1 q3 − q0 q2)

2 (q1 q2 − q0 q3) 1− 2q2
1
− 2q2

3
2 (q0 q1 + q2 q3)

2 (q0 q2 + q1 q3) 2 (q2 q3 − q0 q1) 1− 2q2
1
− 2q2

2



,

Q — матрица направляющих косинусов.

Управление движением шара маховиками при заданном законе движения осуществля-

ется по алгоритму:

ω̃1 =
ma2 + I1

i1a
[(1− 2q2

2
− 2q2

3
) ẋ2 − 2 (q0q3 + q1q2) ẋ1],

ω̃2 =
ma2 + I2

i2a
[2 (q1q2 − q0q3) ẋ2 − (1− 2q2

1
− 2q2

3
) ẋ1],

ω̃3 =
ma2 + I3

i3a
[2 (q0q2 + q1q3) ẋ2 − 2 (q2q3 − q0q1) ẋ1].
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Рис. 4. Траектории точки касания в подвижной и неподвижной системах отсчета при дви-

жении шара по астроиде [36]
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Рис. 5. Графики изменения координат кватерниона

Координаты кватерниона ориентации q = {q0, q1, q2, q3} находятся из решения системы ли-

нейных дифференциальных уравнений (2.5).

§ 5. Движение шара по астроиде

Более подробно проанализируем движение шара по кусочно-гладкой кривой — астроиде

(рис. 4). Найдем законы изменения координат кватерниона ориентации, координат угловой

скорости шара на подвижные и неподвижные оси, угловых скоростей и законов движения

маховиков, если уравнения движения точки контакта шара с плоскостью имеют вид:

x1 = 5cos3(0.2t), x2 = 5sin3(0.2t), 0 6 t 6 10π.

Для определенности возьмем следующие числовые значения геометрических и инер-

ционных характеристик: m = 10, I = diag (10, 20, 30) , i1 = i2 = i3 = 1, a = 2.5. Кадр

анимации движения шара по астроиде показан на рис. 4.

В результате численного интегрирования в одном из алгебраических пакетов приклад-

ных программ получены графики изменения координат кватерниона, как результат инте-

грирования системы дифференциальных уравнений (2.5). Графики координат кватерниона,

определяющего положение шара в любой момент времени, приведены на рис. 5. Графики

изменения проекций угловой скорости шара на неподвижные оси приведены на рис. 6. Гра-

фики изменения проекций угловой скорости шара на подвижные оси, совпадающие с глав-

ными осями инерции шара, приведены на рис. 7. Графики изменения угловых скоростей

маховиков приведены на рис. 8. Графики законов вращения двигателей-маховиков приведе-

ны на рис. 9.

Получено программное управление динамически несимметричным шаром при его каче-

нии по произвольно заданной кусочно-гладкой траектории при помощи трех двигателей ма-
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Рис. 6. Графики изменения проекций угловой скорости шара на неподвижные оси
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Рис. 7. Графики изменения проекций угловой скорости шара на подвижные оси
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Рис. 8. Графики изменения угловых скоростей двигателей-маховиков шара
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Рис. 9. Законы движения двигателей-маховиков шара

Рис. 10. Кадры анимации изменений положений шара с учетом вращения внутренних

двигателей-маховиков, когда точка контакта шара с неподвижной горизонтальной поверх-

ностью движется по астроиде в моменты времени 7, 14, 21 и 28 c [37]
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ховиков с различными моментами инерции. Преимущество предлагаемого подхода заклю-

чается в использовании кватернионной модели управления пространственным движением,

в которой процедура решения сводится к интегрированию линейных дифференциальных

уравнений.

При практическом применении предложенного в работе алгоритма для управления

сферическим роботом остаются нерешенными ряд проблем [4], основная из которых —

неучтенное трение качения. Вместе с тем, как отмечено в работах [4,17,29], использование

двигателей-маховиков выглядит перспективным.
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This paper deals with the problem of program control of the motion of a dynamically asymmetric balanced

ball on the plane using three flywheel motors, provided that the ball rolls without slipping. The center of

mass of the mechanical system coincides with the geometric center of the ball. Control laws are found to

ensure the motion of the ball along the basic trajectories (line and circle), as well as along an arbitrarily

given piecewise smooth trajectory on the plane. In this paper, we propose a quaternion model of ball

motion. The model does not require using the traditional trigonometric functions. Kinematic equations are

written in the form of linear differential equations eliminating the disadvantages associated with the use

of Euler angles. The solution of the problem is carried out using the quaternion function of time, which

is determined by the type of trajectory and the law of motion of the point of contact of the ball with the

plane. An example of ball motion control is given and a visualization of the ball–flywheel system motion

in a computer algebra package is presented.
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36. Movement of the ball with three internal engines along the astroid, Mathematical Modeling in UrFU.

https://youtu.be/7mo-XR0QebI

37. Animation of a ball moving on a plane without slipping, Mathematical Modeling in UrFU.

https://youtu.be/9PVqnH1Ap9A
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