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Рассматривается управляемая система, заданная линейной стационарной системой дифференциаль-

ных уравнений с сосредоточенными и распределенными запаздываниями по состоянию. Управление

в системе строится в виде линейной статической обратной связи по выходу с сосредоточенными и

распределенными запаздываниями в тех же узлах. Исследуется задача назначения конечного спектра

для замкнутой системы: требуется построить коэффициенты обратной связи таким образом, чтобы

характеристическая функция замкнутой системы обращалась в полином с произвольными наперед

заданными коэффициентами. Получены условия на коэффициенты системы, при которых найден

критерий разрешимости данной задачи назначения конечного спектра. Получены следствия о ста-

билизации системы с несколькими запаздываниями посредством линейной статической обратной

связи по выходу с запаздываниями.
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Введение

Пусть K = C или K = R; K
n = {x = col (x1, . . . , xn) : xi ∈ K} — линейное про-

странство вектор-столбцов над полем K; Mm,n(K) — пространство матриц размерности

m × n над полем K; Mn(K) := Mn,n(K); I ∈ Mn — единичная матрица; T — опера-

ция транспонирования матрицы или вектора; ∗ — операция эрмитова сопряжения век-

тора или матрицы; vec : Mm,n(K) → K
mn — отображение, которое «разворачивает» мат-

рицу H = {hij}, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, по строкам в вектор-столбец vecH =
col (h11, . . . , h1n, . . . , hm1, . . . , hmn) ∈ K

mn; χ(H;λ) — характеристический многочлен мат-

рицы H ∈ Mn(K).
Рассмотрим линейную стационарную дифференциальную систему с сосредоточенным

и распределенным запаздываниями в состоянии

ẋ(t) = A0x(t) + A1x(t− h) +

∫

0

−h

S(τ)x(t+ τ) dτ + Bu(t), t > 0, (1)

y(t) = C∗x(t), (2)

с начальным условием x(τ) = φ(τ), τ ∈ [−h, 0]; здесь h > 0 — постоянное запаздывание,

φ : [−h, 0] → K
n — непрерывная функция, A0, A1 ∈ Mn(K), B ∈ Mn,m(K), C ∈ Mn,k(K),

S : [−h, 0] → Mn(K) — интегрируемая матричная функция, u ∈ K
m — вектор управляющего

воздействия, y ∈ K
k — вектор выходных величин.

Задачи стабилизации и назначения спектра для систем вида (1) и для систем более обще-

го вида или частного вида посвящено большое количество работ. В [1–4] исследуется задача
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назначения конечного спектра с использованием преобразования Лапласа. В [5] к этой за-

даче применяются численные квадратурные методы. Аналогичные задачи рассмотрены в

работах [6–8]. В [9] для решения задач робастной стабилизации применяется назначение

конечного спектра. В [10] назначение конечного спектра позволяет решить практическую

задачу бокового управления транспортного средства. В работах [11–13] рассматриваются

задачи назначения произвольного спектра, в [14–17] — задачи стабилизации, в [18] — задача

оптимальной стабилизации.

Данная работа продолжает исследования [19–21]. В этих работах была исследована за-

дача назначения конечного и произвольного спектра для систем с сосредоточенным запаз-

дыванием посредством обратной связи по выходу. Был получен критерий разрешимости

данных задач в терминах коэффициентов системы. В настоящей работе полученные резуль-

таты о назначении произвольного конечного спектра распространяются на системы с со-

средоточенными и распределенными запаздываниями.

§ 1. Система с одним сосредоточенным и распределенным запаздыванием

Рассмотрим линейную стационарную дифференциальную систему с сосредоточенным

и распределенным запаздываниями в состоянии (1), (2). Пусть управление в системе (1),

(2) строится в виде линейной статической обратной связи по выходу с сосредоточенным и

распределенным запаздываниями

u(t) = Q0y(t) +Q1y(t− h) +

∫

0

−h

R(τ)y(t+ τ) dτ, (3)

y(τ) = 0, τ < −h. Здесь Q0 = {q0αβ}, Q1 = {q1αβ} ∈ Mm,k(K) — постоянные матрицы,

R(τ) = {rαβ(τ)} ∈ Mm,k(K), rαβ : [−h, 0] → K — интегрируемые функции, α = 1,m,

β = 1, k. Замкнутая система (1), (2), (3) принимает вид

ẋ(t) = (A0 +BQ0C
∗)x(t) + (A1 +BQ1C

∗)x(t− h) +

∫

0

−h

(S(τ) +BR(τ)C∗)x(t+ τ) dτ. (4)

Обозначим через

ϕ(λ) = det
[

λI −
(

(A0 + BQ0C
∗) + (A1 + BQ1C

∗)e−λh +

∫

0

−h

(S(τ) + BR(τ)C∗)eλτdτ
)]

характеристическую функцию замкнутой системы (4). Через ϕ0(λ) обозначим характери-

стическую функцию свободной системы

ẋ(t) = A0x(t) + A1x(t− h) +

∫

0

−h

S(τ)x(t+ τ) dτ,

т. е. ϕ0(λ) = det
[

λI −
(

A0 + A1e
−λh +

∫

0

−h

S(τ)eλτdτ
)]

. Характеристическое уравнение

ϕ(λ) = 0 замкнутой системы (4) имеет вид

λn +
n
∑

i=1

λn−i

(

i
∑

j=0

δi0j exp(−λjh) +

+
i
∑

υ=1

i−υ
∑

j=0

∫

0

−h

. . .

∫

0

−h

δiυj(τ1, . . . , τυ) exp

(

λ
(

υ
∑

µ=1

τµ − jh
)

)

dτ1 . . . dτυ

)

= 0. (5)
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Здесь числа δi0j , i = 1, n, j = 0, i, и функции δiυj(τ1, . . . , τυ), τµ ∈ [−h, 0], i = 1, n, υ = 1, i,
j = 0, i− υ, µ = 1, υ, зависят от коэффициентов A0, A1, B, C, S(τ) системы (1), (2) и от

коэффициентов Q0, Q1, R(τ) обратной связи (3). Множество σ = {λ ∈ C : ϕ(λ) = 0} корней

характеристического уравнения называется спектром системы (4). Если K = R, то спектр

σ симметричен относительно вещественной оси. В общем случае спектр σ системы (4)

состоит из бесконечного числа точек λκ ∈ C. Если в уравнении (5) числа δi0j = 0 для всех

i = 1, n, j = 1, i, и функции δiυj(τ1, . . . , τυ) ≡ 0, τµ ∈ [−h, 0], i = 1, n, υ = 1, i, j = 0, i− υ,

µ = 1, υ, то характеристическая функция обращается в полином λn + δ100λ
n−1 + . . . + δn00,

и характеристическое уравнение имеет конечное число корней, то есть спектр σ является

конечным множеством.

Определение 1. Для системы (1), (2) разрешима задача назначения произвольного конеч-

ного спектра посредством регулятора (3), если для любых чисел γi ∈ K, i = 1, n, найдется

регулятор вида (3), при котором характеристическое уравнение замкнутой системы (4) име-

ет вид

λn + γ1λ
n−1 + . . .+ γn = 0. (6)

Задача назначения произвольного конечного спектра для системы (1), (2) без запаздыва-

ний (A1 = 0, S(τ) ≡ 0) посредством регулятора (3) без запаздываний (Q1 = 0, R(τ) ≡ 0)
исследовалась в работах [22, 23], для системы (1), (2) без распределенного запаздывания

(S(τ) ≡ 0) посредством регулятора (3) без распределенного запаздывания (R(τ) ≡ 0) — в

работе [19], для билинейных систем — в работах [24,25]. Задача назначения произвольного

спектра для систем без распределенных запаздываний посредством статической обратной

связи по выходу без распределенных запаздываний исследовалась в [20] для систем с со-

измеримыми запаздываниями, в [21] для систем с несоизмеримыми запаздываниями, в [26]

для системы, заданной дифференциальным уравнением n-го порядка с сосредоточенны-

ми запаздываниями без распределенных запаздываний. Задача назначения произвольного

спектра для системы, заданной дифференциальным уравнением n-го порядка с одним со-

средоточенным и одним распределенным запаздываниями, посредством статической обрат-

ной связи по выходу с одним сосредоточенным и одним распределенным запаздываниями

исследовалась в [27].

Пусть коэффициенты A0, B, C системы (1), (2) имеют следующий специальный вид:

матрица A0 имеет форму Хессенберга; первые p − 1 строк матрицы B и последние n − p

строк матрицы C равны нулю, то есть

A0 =













a11 a12 0 . . . 0
a21 a22 a23 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−1,1 an−1,2 . . . . . . . an−1,n

an1 an2 . . . . . . . ann













, ai,i+1 6= 0, i = 1, n, (7)

B =



















0 . . . 0
...

...

0 . . . 0
bp1 . . . bpm
...

...

bn1 . . . bnm



















, C =



















c11 . . . c1k
...

...

cp1 . . . cpk
0 . . . 0
...

...

0 . . . 0



















, p ∈ {1, . . . , n}. (8)
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Будем предполагать, что матрицы A1, S(τ) системы (1) также имеют специальный вид:

первые p− 1 строк и последние n− p столбцов матриц A1, S(τ) равны нулю, то есть

A1 =



















0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...

0 . . . 0 0 . . . 0
a1p1 . . . a1pp 0 . . . 0
...

...
...

...

a1n1 . . . a1np 0 . . . 0



















, S(τ) =



















0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...

0 . . . 0 0 . . . 0
sp1(τ) . . . spp(τ) 0 . . . 0

...
...

...
...

sn1(τ) . . . snp(τ) 0 . . . 0



















. (9)

Здесь число p то же самое, что и в (8).

Теорема 1. Пусть матрицы A0, A1, B, C, S(τ) системы (1), (2) имеют специальный вид

(7), (8), (9). Тогда равносильны следующие утверждения.

1. Матрицы

C∗B, C∗A0B, . . . , C∗An−1

0 B (10)

линейно независимы.

2. Задача назначения произвольного конечного спектра системы (1), (2) посредством

регулятора (3) разрешима.

Теорема 1 следует из теоремы 2 (см. далее) при ℓ = 1.

Замечание 1. Пусть система (1), (2) содержит только сосредоточенное запаздывание

(S(τ) ≡ 0), и регулятор (3) содержит только сосредоточенное запаздывание (R(τ) ≡ 0).
В этом случае соответствующая теорема была доказана в [19, Теорема 1]. Таким образом,

теорема 1 распространяет результаты теоремы 1 [19] на системы, содержащие не только

сосредоточенное, но и распределенное запаздывание.

Следствие 1. Пусть матрицы A0, A1, B, C, S(τ) системы (1), (2) имеют специальный

вид (7), (8), (9) и матрицы (10) линейно независимы. Тогда система (1), (2) стабилизируема

посредством регулятора (3).

§ 2. Система с несколькими запаздываниями

Рассмотрим линейную стационарную дифференциальную систему с несколькими со-

средоточенными и распределенными запаздываниями в состоянии

ẋ(t) =
ℓ
∑

ν=0

Aνx(t− hν) +
ℓ
∑

ν=1

∫

−hν−1

−hν

Sν(τ)x(t+ τ) dτ + Bu(t), t > 0, (11)

y(t) = C∗x(t), (12)

с начальным условием x(τ) = φ(τ), τ ∈ [−h, 0]; здесь 0 = h0 < h1 < . . . < hℓ =: h — по-

стоянные запаздывания, φ : [−h, 0] → K
n — непрерывная функция, Aν ∈ Mn(K) (ν = 0, ℓ),

B ∈ Mn,m(K), C ∈ Mn,k(K), Sν : [−hν ,−hν−1] → Mn(K) (ν = 1, ℓ) — интегрируемые мат-

ричные функции, u ∈ K
m — вектор управляющего воздействия, y ∈ K

k — вектор выходных

величин. Обозначим S : [−h, 0] → Mn(K):

S(τ) :=



















S1(τ), τ ∈ [−h1, 0],

S2(τ), τ ∈ [−h2,−h1),

. . . . . . ,

Sℓ(τ), τ ∈ [−hℓ,−hℓ−1).

(13)
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Тогда система (11), (12) запишется в виде

ẋ(t) =
ℓ
∑

ν=0

Aνx(t− hν) +

∫

0

−h

S(τ)x(t+ τ) dτ + Bu(t), t > 0, (14)

y(t) = C∗x(t). (15)

Пусть управление в системе (14), (15) строится в виде линейной статической обратной

связи по выходу с сосредоточенными и распределенными запаздываниями

u(t) =
ℓ
∑

ν=0

Qνy(t− hν) +

∫

0

−h

R(τ)y(t+ τ) dτ, (16)

y(τ) = 0, τ < −h. Здесь Qν = {qναβ} ∈ Mm,k(K) (ν = 0, ℓ) — постоянные матрицы, R(τ) =

{rαβ(τ)} ∈ Mm,k(K), rαβ : [−h, 0] → K — интегрируемые функции, α = 1,m, β = 1, k.

Замкнутая система (14), (15), (16) принимает вид

ẋ(t) =
ℓ
∑

ν=0

(Aν + BQνC
∗)x(t− hν) +

∫

0

−h

(S(τ) + BR(τ)C∗)x(t+ τ) dτ. (17)

Обозначим через

ϕ(λ) = det
[

λI −
(

ℓ
∑

ν=0

(Aν + BQνC
∗)e−λhν +

∫

0

−h

(S(τ) +BR(τ)C∗)eλτdτ
)]

характеристическую функцию замкнутой системы (17). Через ϕ0(λ) обозначим характери-

стическую функцию свободной системы

ẋ(t) =
ℓ
∑

ν=0

Aνx(t− hν) +

∫

0

−h

S(τ)x(t+ τ) dτ,

т. е. ϕ0(λ) = det
[

λI −
(

ℓ
∑

ν=0

Aνe
−λhν +

∫

0

−h

S(τ)eλτdτ
)]

.

Введем обозначения:

Ω1 =
{

ω : ω =
1
∑

i=1

hνi , νi ∈ {0, 1, . . . , ℓ}
}

= {h0, h1, . . . , hℓ} =: {ω1

0, ω
1

1, . . . , ω
1

θ1
},

Ω2 =
{

ω : ω =
2
∑

i=1

hνi , νi ∈ {0, 1, . . . , ℓ}
}

=: {ω2

0, ω
2

1, . . . , ω
2

θ2
},

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Ωn =
{

ω : ω =
n
∑

i=1

hνi , νi ∈ {0, 1, . . . , ℓ}
}

=: {ωn
0 , ω

n
1 , . . . , ω

n
θn
}.

Здесь i в записи ωi
j означает индекс, а не степень. Считаем, что элементы ωi

j множества Ωi

упорядочены по возрастанию, т. е. ωi
j < ωi

j+1. Имеем ω1
0 = . . . = ωn

0 = 0. Полагаем θ0 := 0,
ω0
0 := 0.
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Характеристическое уравнение ϕ(λ) = 0 замкнутой системы (17) имеет вид

λn +
n
∑

i=1

λn−i

(

θi
∑

j=0

δi0j exp(−λωi
j) +

+
i
∑

υ=1

θi−υ
∑

j=0

∫

0

−h

. . .

∫

0

−h

δiυj(τ1, . . . , τυ) exp

(

λ
(

υ
∑

µ=1

τµ − ωi−υ
j

)

)

dτ1 . . . dτυ

)

= 0. (18)

Здесь числа δi0j , i = 1, n, j = 0, θi, и функции δiυj(τ1, . . . , τυ), τµ ∈ [−h, 0], i = 1, n, υ = 1, i,
j = 0, θi−υ, µ = 1, υ, зависят от коэффициентов Aν (ν = 1, ℓ), B, C, S(τ) системы (14),

(15) и от коэффициентов Qν (ν = 1, ℓ), R(τ) обратной связи (16). Если в уравнении (18)

числа δi0j = 0 для всех i = 1, n, j = 1, θi, и функции δiυj(τ1, . . . , τυ) ≡ 0, τµ ∈ [−h, 0],
i = 1, n, υ = 1, i, j = 0, θi−υ, µ = 1, υ, то характеристическая функция обращается в

полином λn + δ100λ
n−1 + . . . + δn00, и характеристическое уравнение имеет конечное число

корней, то есть спектр σ является конечным множеством.

Замечание 2. Пусть ℓ = 1, h := h1. Тогда: θi = i, i = 1, n; ωi
j = jh, i = 1, n, j = 1, i;

Ωi = {0, h, . . . , ih}, i = 1, n; формула (18) совпадает с (5).

Определение 2. Для системы (14), (15) разрешима задача назначения произвольного ко-

нечного спектра посредством регулятора (16), если для любых чисел γi ∈ K, i = 1, n,

найдется регулятор вида (16), при котором характеристическое уравнение замкнутой систе-

мы (17) имеет вид (6).

Пусть коэффициенты A0, B, C системы (14), (15) имеют специальный вид (7), (8). Будем

предполагать, что матрицы Aν (ν = 1, ℓ), S(τ) также имеют специальный вид: первые p− 1
строк и последние n− p столбцов матриц Aρ, S(τ) равны нулю, то есть

Aν =



















0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...

0 . . . 0 0 . . . 0
aνp1 . . . aνpp 0 . . . 0
...

...
...

...

aνn1 . . . aνnp 0 . . . 0



















, S(τ) =



















0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...

0 . . . 0 0 . . . 0
sp1(τ) . . . spp(τ) 0 . . . 0

...
...

...
...

sn1(τ) . . . snp(τ) 0 . . . 0



















. (19)

Здесь число p то же самое, что и в (8).

Пусть χ(A0;λ) =: λn + α1λ
n−1 + . . . + αn. Положим α0 := 1. Построим по матрице A0

матрицы

Fs = α0A
s
0 + α1A

s−1

0 + . . .+ αsI, s = 0, n− 1. (20)

Приведем вспомогательное утверждение (см. [19, Лемма 1]).

Лемма 1. Пусть матрица A0 имеет вид (7), а матрица D ∈ Mn(K) имеет следующий

вид:

D =



















0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...

0 . . . 0 0 . . . 0
dp1 . . . dpp 0 . . . 0
...

...
...

...

dn1 . . . dnp 0 . . . 0



















, p ∈ {1, . . . , n}. (21)

Пусть χ(A0 +D;λ) = λn +κ1λ
n−1 + . . .+κn. Тогда κi = αi − Sp (DFi−1) для всех i = 1, n.
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Теорема 2. Пусть коэффициенты системы (14), (15) имеют специальный вид (7), (8),

(19). Тогда равносильны следующие утверждения.

1. Матрицы (10) линейно независимы.

2. Задача назначения произвольного конечного спектра системы (14), (15) посредством

регулятора (16) разрешима.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что матрицы Aν , B, C, S(τ), ν = 0, ℓ, системы

(14), (15) имеют специальный вид (7), (8), (19). Рассмотрим задачу назначения произволь-

ного конечного спектра посредством регулятора (16). Пусть задан многочлен

q(λ) = λn + γ1λ
n−1 + . . .+ γn, (22)

γi ∈ K. Требуется построить Qρ, R(τ) ∈ Mm,k(K), ρ = 0, ℓ, так, чтобы характеристическая

функция

ϕ(λ) = λn +
n
∑

i=1

λn−i

(

θi
∑

j=0

δi0j exp(−λωi
j) +

+
i
∑

υ=1

θi−υ
∑

j=0

∫

0

−h

. . .

∫

0

−h

δiυj(τ1, . . . , τυ) exp

(

λ
(

υ
∑

µ=1

τµ − ωi−υ
j

)

)

dτ1 . . . dτυ

)

(23)

замкнутой системы (17) удовлетворяла равенству

ϕ(λ) = q(λ). (24)

Из (22) и (23) следует, что равенство (24) выполнено тогда и только тогда, когда

γi = δi00, i = 1, n, (25)

δi0j = 0, i = 1, n, j = 1, θi, (26)

δiυj(τ1, . . . , τυ) = 0 п.в. τµ ∈ [−h, 0], i = 1, n, υ = 1, i, j = 0, θi−υ, µ = 1, υ. (27)

Обозначим

D = BQ0C
∗ +

ℓ
∑

ρ=1

e−λhρ(Aρ + BQρC
∗) +

∫

0

−h

(

S(τ) +BR(τ)C∗

)

eλτdτ. (28)

Имеем

ϕ(λ) = det
(

λI − (A0 +D)
)

= χ(A0 +D;λ). (29)

Из условий (8), (19) следует, что матрица (28) имеет вид (21). Учитывая равенство (29),

условие (7) и применяя лемму 1, получаем, что

ϕ(λ) = λn +
n
∑

i=1

κiλ
n−i,

где

κi = αi − Sp (BQ0C
∗Fi−1)−

ℓ
∑

ρ=1

e−λhρSp
(

(Aρ + BQρC
∗)Fi−1

)

−

∫

0

−h

Sp
(

(

S(τ) + BR(τ)C∗

)

Fi−1

)

eλτ dτ.
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Таким образом, равенства (25), (26), (27) выполнены тогда и только тогда, когда

γi = αi − Sp (BQ0C
∗Fi−1), i = 1, n, (30)

Sp
(

(Aρ + BQρC
∗)Fi−1

)

= 0, i = 1, n, ρ = 1, ℓ, (31)

Sp
(

(

S(τ) + BR(τ)C∗

)

Fi−1

)

= 0 п.в. τ ∈ [−h, 0], i = 1, n. (32)

Имеем для всех ρ = 0, ℓ, i = 1, n

Sp (BQρC
∗Fi−1) = Sp (QρC

∗Fi−1B) =
i−1
∑

r=0

αi−1−rSp (QρC
∗Ar

0B),

Sp
(

BR(τ)C∗Fi−1

)

= Sp
(

R(τ)C∗Fi−1B
)

=
i−1
∑

r=0

αi−1−rSp (R(τ)C∗Ar
0B).

Обозначим R : [−h, 0] → Mm,k(K):

R(τ) :=



















R1(τ), τ ∈ [−h1, 0],

R2(τ), τ ∈ [−h2,−h1),

. . . . . . ,

Rℓ(τ), τ ∈ [−hℓ,−hℓ−1).

Тогда равенства (30), (31), (32) равносильны системам линейных уравнений

γi = αi −

i−1
∑

r=0

αi−1−rSp (Q0C
∗Ar

0B), i = 1, n, (33)

Sp (AρFi−1) = −

i−1
∑

r=0

αi−1−rSp (QρC
∗Ar

0B), i = 1, n, ρ = 1, ℓ, (34)

Sp
(

Sη(τ)Fi−1

)

= −

i−1
∑

r=0

αi−1−rSp
(

Rη(τ)C
∗Ar

0B
)

п.в. τ ∈ [−hη,−hη−1], i = 1, n, η = 1, ℓ.

(35)

относительно элементов матриц Qρ, ρ = 0, ℓ, и матриц Rη(τ), η = 1, ℓ. Перепишем системы

(33), (34), (35) в векторном виде. Для этого воспользуемся равенством Sp (XY ) = (vecY )T ·
(vecXT ). Применим это равенство к матрицам Y = C∗Ar

0B, r = 0, n− 1, и к матрицам

X = Qρ, ρ = 0, ℓ, в (33), (34), и X = Rη(τ), η = 1, ℓ, в (35). Построим матрицы

P := [vec (C∗B), vec (C∗A0B), . . . , vec (C∗An−1

0 B)] ∈ Mmk,n(K), (36)

G :=













1 0 0 . . . 0
α1 1 0 . . . 0
α2 α1 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn−1 αn−2 αn−3 . . . 1













. (37)
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Обозначим

vρ := vec (QT
ρ ) ∈ K

mk, ρ = 0, ℓ,

w0 := col (α1 − γ1, . . . , an − γn) ∈ K
n,

wρ := col (−Sp(AρF0), . . . ,−Sp (AρFn−1)) ∈ K
n, ρ = 1, ℓ,

fη(τ) := vec
(

Rη(τ)
T
)

∈ K
mk, η = 1, ℓ,

gη(τ) := col
(

− Sp
(

Sη(τ)F0

)

, . . . ,−Sp
(

Sη(τ)Fn−1

)

)

∈ K
n, η = 1, ℓ.

Тогда системы (33), (34), (35), можно записать в векторном виде

GP Tvρ = wρ, ρ = 0, ℓ, (38)

GP Tfη(τ) = gη(τ) п.в. τ ∈ [−hη,−hη−1], η = 1, ℓ. (39)

Задача назначения произвольного конечного спектра системы (14), (15) посредством

регулятора (16) разрешима тогда и только тогда, когда система (38), (39) разрешима отно-

сительно vρ, ρ = 0, ℓ, и fη(τ), η = 1, ℓ, для любого набора (γ1, . . . , γn). Условие линейной

независимости матриц (10) является необходимым и достаточным для разрешимости си-

стемы (38), (39). В частности, система (38), (39) имеет решение

vρ = P (P TP )−1G−1wρ, ρ = 0, ℓ, (40)

fη(τ) = P (P TP )−1G−1gη(τ), η = 1, ℓ. (41)

Искомые матрицы находятся из равенств Qρ = (vec−1vρ)
T , Rη(τ) = (vec−1fη)

T , ρ = 0, ℓ,
η = 1, ℓ. �

Следствие 2. Пусть коэффициенты системы (14), (15) имеют специальный вид (7), (8),

(19), и матрицы (10) линейно независимы. Тогда система (14), (15) стабилизируема по-

средством регулятора (16).

§ 3. Примеры

Пример 1. Пусть K = R, n = 3, m = 2, k = 2, s = 2, и коэффициенты системы (1), (2)

имеют следующий вид:

A0 =





0 1 0
−1 −1 1
1 1 −1



 , A1 =





0 0 0
−2 1 0
1 −1 0



 , B =





0 0
1 −1
0 1



 , C =





−1 0
−1 1
0 0



 , (42)

S(τ) =





0 0 0
2 cos τ −2 sin τ 0
sin τ sin 2τ 0



 . (43)

Характеристическая функция ϕ0(λ) свободной системы имеет вид

ϕ0(λ) = λ3 +

(

2− e−λh + 2

∫

0

−h

sin τeλτdτ

)

λ2 +

+

(

1 + 2e−λh −

∫

0

−h

(2 cos τ − 2 sin τ + sin 2τ)eλτdτ

)

λ+ e−λh −

∫

0

−h

(2 cos τ + sin τ)eλτdτ.
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Характеристическая функция замкнутой системы (4) c матрицами (42), (43) имеет вид

ϕ(λ) = λ3 +
3
∑

i=1

λ3−i

(

i
∑

j=0

δi0j exp(−λjh) +

+
i
∑

υ=1

i−υ
∑

j=0

∫

0

−h

. . .

∫

0

−h

δiυj(τ1, . . . , τυ) exp

(

λ
(

υ
∑

µ=1

τµ − jh
)

)

dτ1 . . . dτυ

)

,

где

δ100 = q011 − q012 − q021 + q022 + 2, δ101 = q111 − q112 − q121 + q122 − 1,

δ110(τ1) = 2 sin τ1 + r11(τ1)− r12(τ1)− r21(τ1) + r22(τ1),

δ200 = 2q011 − q012 − q021 + 1, δ201 = 2q111 − q112 − q121 + 2, δ202 = 0,

δ210(τ1) = −2 cos τ1 + 2 sin τ1 − sin 2τ1 + 2r11(τ1)− r12(τ1)− r21(τ1),

δ211(τ1) = 0, δ220(τ1, τ2) = 0, δ300 = q011, δ301 = q111 + 1, δ302 = 0,

δ303 = 0, δ310(τ1) = −2 cos τ1 − sin τ1 + r11(τ1), δ311(τ1) = 0,

δ312(τ1) = 0, δ320(τ1, τ2) = 0, δ321(τ1, τ2) = 0, δ330(τ1, τ2, τ3) = 0.

Коэффициенты системы удовлетворяют условиям теоремы 1, то есть имеют специальный

вид (7), (8), (9), где p = 2. Имеем α1 = 2, α2 = 1, α3 = 0. Построим матрицы (10):

C∗B =

[

−1 1
1 −1

]

, C∗A0B =

[

0 −1
−1 2

]

, C∗A2

0B =

[

0 1
1 −3

]

. (44)

Построим матрицы (36), (37):

P =









−1 0 0
1 −1 1
1 −1 1
−1 2 −3









, G =





1 0 0
2 1 0
1 2 1



 . (45)

Имеем rankP = 3 = n, следовательно, матрицы (44) линейно независимы. Таким образом,

по теореме 1 для системы (1), (2) разрешима задача назначения произвольного конечного

спектра посредством регулятора (3). Построим такой регулятор. Пусть к примеру q(λ) =
(λ+ 1)3 = λ3 + 3λ2 + 3λ+ 1. Тогда γ1 = 3, γ2 = 3, γ3 = 1. Вычислим матрицы F0, F1, F2 по

формуле (20), получим F0 = I ,

F1 =





2 1 0
−1 1 1
1 1 1



 , F2 =





0 1 1
0 0 0
0 1 1



 . (46)

Далее находим

w0 = col (α1 − γ1, α2 − γ2, α3 − γ3) = col (−1,−2,−1),

w1 = col
(

− Sp (A1F0),−Sp (A1F1),−Sp (A1F2)
)

= col (−1, 2, 1),

g1(τ) = col
(

− Sp (S(τ)F0),−Sp (S(τ)F1),−Sp (S(τ)F2)
)

=

= col (2 sin τ,−2 cos τ + 2 sin τ − sin 2τ,−2 cos τ − sin τ).

Вычисляя v0, v1, f1(τ) по формулам (40), (41), получим

v0 = col (1, 0, 0, 0), v1 = col (−1, 0, 0, 2),

f1(τ) = col
(

2 cos τ+ sin τ, 2 sin τ+ cos τ− sin τ cos τ, 2 sin τ+ cos τ− sin τ cos τ, sin τ− sin 2τ
)

.
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Отсюда находим

Q0 =

[

1 0
0 0

]

, Q1 =

[

−1 0
0 2

]

, (47)

R(τ) =

[

2 cos τ + sin τ 2 sin τ + cos τ − sin τ cos τ
2 sin τ + cos τ − sin τ cos τ sin τ − sin 2τ

]

. (48)

Система (1), (2), замкнутая управлением (3) c матрицами (47), (48) принимает вид

ẋ(t) =





0 1 0
−2 −2 1
1 1 −1



 x(t) +





0 0 0
−1 0 0
1 1 0



 x(t− h) +

+

∫

0

−h





0 0 0
cos τ + sin τ − sin τ cos τ 0 0
− sin τ − cos τ + sin τ cos τ − sin τ − cos τ + sin τ cos τ 0



 x(t+ τ) dτ. (49)

Вычисляя характеристическую функцию ϕ(λ) замкнутой системы (49) получаем, что ϕ(λ) =
(λ+ 1)3. В частности, система (49) экспоненциально устойчива. �

Пример 2. Пусть K = R, n = 3, m = 2, k = 2, p = 2, ℓ = 2, h0 = 0, h1 = 1, h2 = 4, и

коэффициенты системы (14), (15) имеют вид (42), (13) и

A2 =





0 0 0
0 1 0
1 −1 0



 , (50)

S1(τ) =





0 0 0
cos τ + 2 sin τ 2 sin 2τ 0

0 cos τ 0



 , S2(τ) =





0 0 0
−2 sin τ 2 cos τ 0
cos τ 0 0



 . (51)

Построим множества Ωi, i = 1, 3. Имеем θ1 = 2, θ2 = 5, θ3 = 9,
Ω1 = {h0, h1, h2} = {0, 1, 4} =: {ω1

0, ω
1
1, ω

1
2},

Ω2 = {2h0, h0 + h1, 2h1, h0 + h2, h1 + h2, 2h2} = {0, 1, 2, 4, 5, 8} =: {ω2
0, ω

2
1, ω

2
2, ω

2
3, ω

2
4, ω

2
5},

Ω3 = {3h0, 2h0+h1, h0+2h1, 3h1, 2h0+h2, h0+h1+h2, 2h1+h2, h0+2h2, h1+2h2, 3h2} =
{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 12} =: {ω3

0, ω
3
1, ω

3
2, ω

3
3, ω

3
4, ω

3
5, ω

3
6, ω

3
7, ω

3
8, ω

3
9}.

Характеристическая функция ϕ0(λ) свободной системы имеет вид

ϕ0(λ) = λ3 +

(

2− e−λ − e−4λ − 2

∫

0

−1

sin 2τeλτdτ − 2

∫

−1

−4

cos τeλτdτ

)

λ2 +

+

(

1 + 2e−λ − 2

∫

0

−1

(sin 2τ + cos τ + sin τ)eλτdτ + 2

∫

−1

−4

(sin τ − cos τ)eλτdτ

)

λ+

+ e−λ − e−4λ −

∫

0

−1

(cos τ + 2 sin τ)eλτdτ +

∫

−1

−4

(2 sin τ − cos τ)eλτdτ.

Характеристическая функция замкнутой системы (18) c матрицами (42), (43), (50), (51)

имеет вид

ϕ(λ) = λ3 +
3
∑

i=1

λ3−i

(

θi
∑

j=0

δi0j exp(−λωi
j) +

+
i
∑

υ=1

θi−υ
∑

j=0

∫

0

−h

. . .

∫

0

−h

δiυj(τ1, . . . , τυ) exp

(

λ
(

υ
∑

µ=1

τµ − ωi−υ
j

)

)

dτ1 . . . dτυ

)

,
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где

δ100 = q011 − q012 − q021 + q022 + 2, δ101 = q111 − q112 − q121 + q122 − 1,

δ102 = q211 − q212 − q221 + q222 − 1,

δ110(τ1) =

{

−2 sin 2τ1 + r111(τ1)− r112(τ1)− r121(τ1) + r122(τ1), τ1 ∈ [−1, 0],

−2 cos τ1 + r211(τ1)− r212(τ1)− r221(τ1) + r222(τ1), τ1 ∈ [−4,−1),

δ200 = 2q011 − q012 − q021 + 1, δ201 = 2q111 − q112 − q121 + 2, δ202 = 0,

δ203 = 2q211 − q212 − q221, δ204 = 0, δ205 = 0,

δ210(τ1) =

{

−2 cos τ1 − 2 sin 2τ1 − 2 sin τ1 + 2r111(τ1)− r112(τ1)− r121(τ1), τ1 ∈ [−1, 0],

2 sin τ1 − 2 cos τ1 + 2r211(τ1)− r212(τ1)− r221(τ1), τ1 ∈ [−4,−1),

δ211(τ1) = 0, δ212(τ1) = 0, δ220(τ1, τ2) = 0, δ300 = q011, δ301 = q111 + 1, δ302 = 0,

δ303 = 0, δ304 = q211 − 1, δ305 = 0, δ306 = 0, δ307 = 0, δ308 = 0, δ309 = 0

δ310(τ1) =

{

− cos τ1 − 2 sin τ1 + r011(τ1), τ1 ∈ [−1, 0],

2 sin τ1 − cos τ1 + r111(τ1), τ1 ∈ [−4,−1),

δ311(τ1) = 0, δ312(τ1) = 0, δ313(τ1) = 0, δ314(τ1) = 0, δ315(τ1) = 0, δ320(τ1, τ2) = 0,

δ321(τ1, τ2) = 0, δ322(τ1, τ2) = 0, δ330(τ1, τ2, τ3) = 0.

Коэффициенты системы удовлетворяют условиям теоремы 2, то есть имеют специальный

вид (7), (8), (19), где p = 2. Имеем α1 = 2, α2 = 1, α3 = 0. Матрицы C∗B, C∗A0B, C∗A2
0B,

P , G имеют вид (44), (45). Имеем rankP = 3 = n, следовательно, матрицы (44) линейно

независимы. Таким образом, по теореме 2 для системы (14), (15) разрешима задача назна-

чения конечного спектра посредством регулятора (16). Построим такой регулятор. Пусть,

к примеру, q(λ) = (λ + 1)3 = λ3 + 3λ2 + 3λ + 1. Тогда γ1 = 3, γ2 = 3, γ3 = 1. Матрицы F0,

F1, F2 имеют вид (46).

Далее находим

w0 = col (α1 − γ1, α2 − γ2, α3 − γ3) = col (−1,−2,−1),

w1 = col
(

− Sp (A1F0),−Sp (A1F1),−Sp (A1F2)
)

= col (−1, 2, 1),

w2 = col
(

− Sp (A2F0),−Sp (A2F1),−Sp (A2F2)
)

= col (−1, 0,−1),

g1(τ) = col
(

− Sp (S1(τ)F0),−Sp (S1(τ)F1),−Sp (S1(τ)F2)
)

=

= col (−2 sin 2τ,−2(cos τ + sin τ + sin 2τ),− cos τ − 2 sin τ),

g2(τ) = col
(

− Sp (S2(τ)F0),−Sp (S2(τ)F1),−Sp (S2(τ)F2)
)

=

= col (−2 cos τ, 2(sin τ − cos τ), 2 sin τ − cos τ).

Вычисляя vρ, ρ = 0, 1, 2, и fη(τ), η = 1, 2, по формулам (40), (41), получим

v0 = col (1, 0, 0, 0); v1 = col (−1, 0, 0, 2), v2 = col (1, 1, 1, 2),

f1(τ) = col (cos τ + 2 sin τ, sin τ − sin 2τ, sin τ − sin 2τ,− cos τ),

f2(τ) = col (−2 sin τ + cos τ,− sin τ,− sin τ, cos τ).

Отсюда находим

Q0 =

[

1 0
0 0

]

, Q1 =

[

−1 0
0 2

]

, Q2 =

[

1 1
1 2

]

, (52)

R1(τ) =

[

cos τ + 2 sin τ sin τ − sin 2τ
sin τ − sin 2τ − cos τ

]

, R2(τ) =

[

−2 sin τ + cos τ − sin τ
− sin τ cos τ

]

. (53)
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Система (14), (15), замкнутая управлением (16) c матрицами (52), (53) принимает вид

ẋ(t) =





0 1 0
−2 −2 1
1 1 −1



 x(t) +





0 0 0
−1 0 0
1 1 0



 x(t− 1) +

+

∫

0

−1





0 0 0
sin τ − sin 2τ 0 0
− sin τ + sin 2τ − sin τ + sin 2τ 0



 x(t+ τ) dτ +

+

∫

−1

−4





0 0 0
− sin τ − cos τ 0 0
sin τ + cos τ sin τ + cos τ 0



 x(t+ τ) dτ. (54)

Вычисляя характеристическую функцию ϕ(λ) замкнутой системы (54) получаем, что

ϕ(λ) = (λ+ 1)3. В частности, система (54) экспоненциально устойчива. �

При выполнении исследований были использованы вычислительные ресурсы центра

коллективного пользования ИММ УрО РАН «Суперкомпьютерный центр ИММ УрО РАН».

Финансирование. Работа выполнена при поддержке Минобрнауки РФ в рамках государ-

ственного задания № 075-00232-20-01, проект 0827-2020-0010 «Развитие теории и методов

управления и стабилизации динамических систем».
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We consider a control system defined by a linear time-invariant system of differential equations with

lumped and distributed delays in the state variable. We construct a controller for the system as linear

static output feedback with lumped and distributed delays in the same nodes. We study a finite spectrum

assignment problem for the closed-loop system. One needs to construct gain coefficients such that

the characteristic function of the closed-loop system becomes a polynomial with arbitrary preassigned

coefficients. We obtain conditions on coefficients of the system under which the criterion was found for

solvability of the finite spectrum assignment problem. Corollaries on stabilization by linear static output

feedback with several delays are obtained for the closed-loop system.
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