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Введение

Основным изучаемым объектом в статье является каноническая задача выпуклого про-

граммирования (см., например, [1, п. 3.3.1]) для пары гильбертовых пространств Z, H

(P ) f(z) → min, Az = h, g1(z) 6 0, . . . , gm(z) 6 0, z ∈ D ⊂ Z,

где f , gi: D → R
1, i = 1, . . . ,m, — выпуклые непрерывные функционалы, A : Z → H —

линейный ограниченный оператор, h ∈ H — заданный элемент, D — выпуклое замкнутое

множество. Главным теоретическим результатом для задач класса (P ), а также и для всей

теории условной оптимизации, служит, как известно, принцип Лагранжа (ПЛ) (см., напри-

мер, [1, 2]). Общепринятым является тот факт (подробности можно найти в [1, глава 1]),

что ПЛ появился вследствие потребностей решения разного рода практических экстре-

мальных задач. Вместе с тем следует признать, что применение этого фундаментального

результата для непосредственного практического решения большого числа задач условной

оптимизации и многих сводящихся к ним задач современного естествознания встречает-

ся с трудностями принципиального характера, обусловленными неразрывно связанными

с ПЛ свойствами некорректности. Здесь имеются в виду такие ее проявления как неустой-

чивость и невыполнимость ПЛ. Мы говорим о неустойчивости ПЛ в задаче класса (P ),

если выделяемые им в задачах, «сколь угодно близких» к исходной (невозмущенной) за-

даче, «приближенные» оптимальные элементы могут сколь угодно сильно отличаться от

своего невозмущенного аналога как по аргументу, так и по функции [3–6]. В свою очередь,

невыполнимость ПЛ, в той или иной конкретной задаче класса (P ), понимается как прин-

ципиальная невозможность записать его для этой конкретной задачи в той «привычной»
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форме, в которой он записывается в «большинстве» других аналогичных задач этого клас-

са [1, с. 260], [3, 4, 6]. Приведем характерный пример невыполнимости ПЛ. Он показывает,

что существуют важные с точки зрения многих приложений задачи условной оптимизации,

в которых его формальное применение, совершенно «бессмысленно» по причине, что его

в этих задачах просто «невозможно записать». Другие содержательные примеры некоррект-

ности ПЛ в задачах класса (P ) см. в [3–6].

Пример 1. Рассмотрим задачу класса (P )

‖z‖2 → min, Az = h (0.1)

с инъективным и самосопряженным оператором A : Z → Z, Z — гильбертово пространство,

таким, что R(A) 6= Z (например, A может быть интегральным оператором Фредгольма с за-

мкнутым симметрическим ядром). Покажем, что в задаче (0.1) при выбранных определен-

ным образом h ПЛ [1] не выполняется. Пусть z0 ∈ Z, но z0 /∈ R(A). Тогда рассматриваем

задачу (0.1) с h = Az0. В ней классический ПЛ в дифференциальной форме [1, п. 3.2.2]

(см. также параметрические ПЛ в [3,4,6]), а как следствие, и в недифференциальной форме,

не выполняется. Действительно, если бы это было не так, то существовала бы невырож-

денная пара множителей (λ0, λ) ∈ R
1 × Z такая, что 2λ0z

0 + Aλ = 0. В этом случае при

λ0 = 0 получаем λ = 0 в силу инъективности A, а при λ0 = 1, соответственно, проти-

воречивое равенство z0 = −1/2Aλ, что и доказывает невыполнимость классического ПЛ

в задаче (0.1) с выбранным h1. Наконец, можно также утверждать, что хорошо известным

классическим фактом является то, что задача (0.1) для всех h, для которых она разрешима,

а вместе с этим и классические ПЛ, теорема Куна–Таккера для нее, в случае их применимо-

сти, неустойчивы по отношению к ошибкам исходных данных [7]. В качестве конкретной

задачи условной оптимизации вида (0.1) можно взять, например, задачу поиска нормально-

го решения интегрального уравнений Фредгольма первого рода (подобные задачи относятся

к числу классических в теории некорректных задач [7])

‖z‖22,(0,1) → min,

∫ 1

0

K(x, s)z(s)ds = h(x), 0 6 x 6 1, z ∈ L2(0, 1), (0.2)

с симметричным ядром K(x, s) = {(1−x)s, 0 6 s 6 x; x(1−s), x 6 s 6 1} и с Z = L2(0, 1).
В этом случае в соответствии с теоремой Пикара (см., например, [8, с. 148]) уравнение (0.2)
из-за замкнутости ядра может быть только однозначно разрешимо (см. анализ примера 1

на с. 149 в [8]). Поэтому, в соответствии со сказанным выше, можно утверждать, что для

любого h(·) =
∫ 1

0
K(·, s)z(s)ds с такими z ∈ L2(0, 1), которые не являются непрерывными

функциями (соответствующий класс эквивалентности не содержит непрерывной функции),
в задаче условной оптимизации (0.2) ПЛ не выполняется.

В статье показывается как основанный на двойственности подход к регуляризации [9]

в задачах класса (P ) (см. также [3, 4]) порождает при общих условиях на их исходные

данные и соответствующую регуляризацию ПЛ в этих задачах, превращающую его в уни-

версальный инструмент устойчивого решения всех задач этого класса, в том числе, и клас-

сической некорректной задачи (0.1). Эта регуляризация отличается от регуляризации «непо-

средственно самих» задач класса (P ) (см., например, [2, гл. 9]). Она естественным образом

трансформирует ПЛ в различного вида теоремы существования ограниченных обобщенных

1Можно заметить, что указанное обстоятельство имеет место на плотном подмножестве множества всех

тех h, для которых задача (0.1) разрешима. При этом в каждой точке из этого плотного множества неразре-

шимой является соответствующая двойственная задача.
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минимизирующих последовательностей (ОМП) в задачах указанного класса, являющиеся

одновременно новыми регуляризирующими алгоритмами для их решения, то есть устой-

чивого построения ОМП, и преодоления тем самым свойств некорректности ПЛ [3–6].

В теории математического программирования применяемые в работе ОМП известны под

названием обобщенных планов [10]. В свою очередь, в теории оптимального управления

они получили название минимизирующих приближенных решений [11, гл. III]. Подчеркнем,

что широко используемое в оптимизации понятие ОМП органично сочетает в себе учет как

запросов строгой математической оптимизационной теории [10], [11, гл. IV–VIII], так и по-

требностей инженерной практики, предполагающей неизбежное наличие у приближенных

решений ненулевых зазоров и при выполнении ограничений задачи и при приближении

значений функционала цели к ее (обобщенной) нижней грани [11, гл. III].

Основное предназначение регуляризованных ПЛ, как уже отмечено выше, — устойчивое

генерирование ОМП в задачах класса (P ) для целей их непосредственного практического

устойчивого решения. По сложившейся традиции в теории некорректных задач [2, 7] регу-

ляризация ПЛ согласована с соответствующим ей понятием регуляризирующего операто-

ра (алгоритма). Это понятие в задаче условной оптимизации (P ), а также производное от

него понятие ОМП-образующего оператора, введенные ранее в [12], существенным образом

«привязаны» к задаче условной оптимизации и согласованы именно с понятием ОМП. Их

отличительной особенностью является то, что генерируемые в соответствии с ними прибли-

женные решения задачи «должны аппроксимировать» ее точное решение, одновременно,

как по функции, так и «по ограничениям» без обязательного требования приближения по

аргументу. Такое понятие регуляризирующего алгоритма в задачах класса (P ), требующее

минимальных дополнительных предположений об их исходных данных, позволяет позицио-

нировать его как занимающее промежуточное положение между «привычными» понятиями

сходимости по функции и по аргументу [2, гл. 9] (подробнее см. ниже в замечании 2).

Регуляризация ПЛ в задаче (P ) проводится в настоящей работе в случае, когда ее целе-

вой функционал не является, вообще говоря, сильно выпуклым и одновременно на множе-

ство допустимых элементов D не накладывается условие ограниченности. Различные вари-

анты регуляризации ПЛ в выпуклых задачах условной оптимизации рассматривались ранее

в работах [3,4,12–15]. Одним из основных в этих работах, как и в работах по обоснованию

методов двойственной регуляризации [9], было предположение равенства в рассматривае-

мых задачах их обобщенной и классической нижних граней (см. определения обобщенной

и классической нижних граней β и β0 ниже в (1.2)). Такое равенство граней обеспечивалось

в [3, 9, 14, 15] за счет сильной выпуклости целевого функционала задачи, а в [4, 12, 13] —

благодаря ограниченности допустимого множества (множество D выше в задаче (P )).

Одновременно отметим и существенное различие результатов по регуляризации ПЛ

в случае выпуклого (и, вообще говоря, не сильно выпуклого) целевого функционала [4, 13]

от результатов [3], где рассматривалась задача с сильно выпуклым целевым функционалом

(см. также [14, 15]). Кратко это различие можно описать следующим образом. Во-первых,

как в том, так и в другом случае, ОМП конструируется из точек минимума функции Лагран-

жа задачи, соответствующих значениям двойственных переменных из некоторой после-

довательности, определяемой регуляризованным ПЛ. В случае сильно выпуклого целево-

го функционала сильно выпуклой по исходной (прямой) переменной является и функция

Лагранжа и, как следствие, однозначно и корректно определяются и элементы ОМП. В от-

сутствие же сильной выпуклости, при ограниченном множестве допустимых элементов,

гарантируется лишь существование элемента ОМП в соответствующем множестве мини-

малей функции Лагранжа (см. теорему 1.5 в [4] и теорему 2 в [13]). Таким образом, гене-

рирование ОМП в силу регуляризованного ПЛ в ситуации [4, 13] в существенной степени

теряет свою конструктивность.
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Постановка задачи настоящей работы не предполагает, что в задаче априори имеет ме-

сто равенство β = β0. Для рассмотрения задачи в такой ситуации мы вместо одного ис-

пользуем два параметра регуляризации. Один из них, как и в [3, 4, 13–15], «отвечает» за

регуляризацию двойственной задачи, другой же содержится в сильно выпуклом регуляри-

зирующем добавке к целевому функционалу исходной задачи. Несколько ранее подобный

подход к регуляризации ПЛ в задаче класса (P ), с применением двух параметров регуля-

ризации, был предложен в работе [12], однако, в [12] существенным было предположение

об ограниченности множества D. При используемом подходе к регуляризации и при допол-

нительном условии ограниченности снизу целевого функционала (см. условие (2.3)) в ра-

боте на основе результатов [3] прежде всего конструируется ОМП-образующий оператор

(см. теорему 2), который можно рассматривать как метод двойственной регуляризации [9]

с дополнительным параметром регуляризации в целевом функционале в случае, когда од-

новременно на множество D не накладывается условие ограниченности, функционал цели

может быть не сильно выпуклым и возможно строгое неравенство β < β0. Для элементов

конструируемой таким образом ОМП приводятся оценки точности приближения к реше-

нию по функции и по ограничениям. Этот ОМП-образующий оператор затем используется

для доказательства регуляризованного ПЛ в рассматриваемой задаче в ситуации равенства

двух граней задачи (см. теорему 3). Аналогичный регуляризованный ПЛ в случае ограни-

ченности D получен в [12]. В обоих случаях при таком подходе преодолевается отмеченная

выше неконструктивность регуляризованных ПЛ в [4, 13].

§ 1. Постановка задачи условной оптимизации

Рассмотрим задачу (P ), исходные данные которой снабжены верхним индексом δ, говоря-

щим о том, что эти данные либо являются точными (δ = 0), либо возмущенными (δ > 0),
то есть заданными с ошибкой, величину которой и характеризует число δ ∈ [0, δ0] (δ0 > 0 —

некоторое фиксированное число),

(P δ) f δ(z) → min, Aδz = hδ, gδi (z) 6 0, i = 1, . . . ,m, z ∈ D ⊂ Z,

где f δ, gδi : D → R
1, i = 1, . . . ,m, — непрерывные выпуклые функционалы, Aδ : Z → H —

линейный ограниченный оператор, hδ ∈ H — заданный элемент, D — выпуклое замкну-

тое множество, Z, H — гильбертовы пространства. Ниже будем использовать обозначение

gδ(z) ≡ (gδ1(z), . . . , g
δ
m(z)). Если невозмущенная задача (P 0) разрешима, то обозначаем че-

рез z0 ее решения, всю же совокупность этих решений, в свою очередь, обозначаем че-

рез Z0.

Будем считать, что

|f δ(z1)− f δ(z2)| 6 LM‖z1 − z2‖, |gδ(z1)− gδ(z2)| 6 LM‖z1 − z2‖ ∀ z1, z2 ∈ D ∩ SM ,

где LM > 0 — независящая от δ постоянная, SM ≡ {z ∈ Z : ‖z‖ 6M}. Будем также считать,

что выполняются следующие оценки для отклонений возмущенных исходных данных от

точных

|f δ(z)− f 0(z)| 6 Cδ(1 + ‖z‖2), ‖Aδz − A0z‖ 6 Cδ(1 + ‖z‖), (1.1)

|gδ(z)− g0(z)| 6 Cδ(1 + ‖z‖2) ∀z ∈ D, ‖hδ − h0‖ 6 Cδ,

где C > 0 не зависит от δ. Введем обозначения:

Lδ(z, λ, µ) ≡ f δ(z) + 〈λ,Aδz − hδ〉+ 〈µ, gδ(z)〉,

Dδ,ǫ ≡ {z ∈ D : ‖Aδz − hδ‖ 6 ǫ, gδi (z) 6 ǫ, i = 1, . . . ,m}, ǫ > 0, D0,0 ≡ D0.
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Определим обобщенное (β) и классическое (β0) значения (нижние грани) задачи (P 0)

β ≡ β+0 ≡ lim
ǫ→+0

βǫ, βǫ ≡ inf
z∈D0,ǫ

f 0(z), βǫ ≡ +∞, если D0,ǫ = ∅, β0 ≡ inf
z∈D0

f 0(z) (1.2)

Ниже центральным понятием для нас будет понятие обобщенной минимизирующей по-

следовательности (ОМП). Под ОМП понимается последовательность zk ∈ D, k = 1, 2, . . . ,
если

f 0(zk) → β, zk ∈ D0,ǫk , ǫk → 0, k → ∞. (1.3)

Очевидно, в общей ситуации β 6 β0. В то же время, в задаче (P 0) с неограниченным D
с формальной точки зрения возможно и строгое неравенство β0 < β. В качестве иллю-

страции этого обстоятельства можно указать на пример с разрешимой задачей условной

минимизации в [10, с. 173, 174].

Однако, в задаче (P 0) заведомо имеет место равенство β = β0 по крайней мере в двух

случаях: 1) функционал f 0 — сильно выпуклый; 2) множество D ограничено. В указанных

двух случаях для любой ОМП zi, i = 1, 2, . . . , задачи (P 0) заведомо справедливо предель-

ное соотношение f 0(zi) → f 0(z0), i→ ∞.

Замечание 1. В случае сильно выпуклого функционала f 0, а также в случае ограничен-

ности множества D обобщенная нижняя грань β может быть записана в виде

β ≡ {f 0(z0), если z0 существует; +∞ в противном случае}.

Итак, в общей ситуации задачи (P 0) при условии ее разрешимости (Z0 6= ∅) мы фор-

мально не можем исключать строгого неравенства β < β0. Различные достаточные условия

выполнимости равенства β = β0 в задачах выпуклого программирования общего вида в ба-

наховых пространствах можно найти в [10, гл. 3]. Однако, далее мы будем, в первую оче-

редь, конструировать для выпуклой задачи общего вида (P 0), строго говоря, не ОМП в ука-

занном выше смысле (1.3), а минимизирующую последовательность zk ∈ D, k = 1, 2, . . . ,
в задаче (P 0), удовлетворяющую соотношениям

f 0(zk) 6 β0 + γk = f 0(z0) + γk, zk ∈ D0,ǫk , γk, ǫk → 0, k → ∞, (1.4)

которую будем называть ОМП в смысле (1.4) и которая, очевидно, заведомо является ОМП

(в смысле (1.3)) в случае β = β0.
Далее, следуя традиции теории некорректных задач [2, 7], введем, как и в [12], понятие

регуляризирующего алгоритма в задаче условной оптимизации (P 0). Предположим, что

обобщенная нижняя грань β задачи (P 0) удовлетворяет строгому неравенству β < +∞.

Определение 1. Зависящий от параметра δ ∈ (0, δ0) оператор R(·, ·, ·, ·, δ), ставящий

в соответствие каждой четверке исходных данных f δ, Aδ, hδ, gδ, удовлетворяющих оцен-

кам (1.1), элемент R(f δ, Aδ, hδ, gδ, δ) ≡ zδ ∈ D такой, что

f 0(zδ) → β, ‖A0zδ − h0‖ → 0, min
x∈Rm

−

|g0(zδ)− x| → 0, δ → 0,

называется регуляризирующим в задаче (P 0).

Замечание 2. Определения регуляризирующих алгоритмов для задач математическо-

го программирования с конечным числом функциональных ограничений типа равенства

и неравенства можно найти, например, в [2, гл. 9]. Эти определения даны в случае задач

первого типа (то есть задач, в которых ищется только нижняя грань, см. [2, гл. 9, с. 802])
и второго типа (то есть задач, в которых ищется и нижняя грань и оптимальный элемент,
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см. [2, гл. 9, с. 837]). С формальной точки зрения данное выше определение 1 занимает

промежуточное положение между двумя указанными выше определениями [2, гл. 9]. В от-

личие от определения [2, гл. 9, с. 802] в определении 1 речь идет не только о приближении

к нижней грани задачи, но и, параллельно, о выполнении «в пределе» ее ограничений

с одновременным представлением «сходящихся» при δ → 0 как по функции, так и по

«ограничениям» элементов R(f δ, Aδ, hδ, gδ, δ) ≡ zδ ∈ D. В то же время, в отличие от опре-

деления [2, гл. 9, с. 837] в определении 1 не идет речь о какой либо сходимости (сильной,

слабой) при δ → 0 самих элементов семейства R(f δ, Aδ, hδ, gδ, δ) ≡ zδ ∈ D к какому либо

конкретному элементу, например, к точному решению задачи (P 0) в случае существования

последнего. Такая сходимость (сильная, слабая) является уже следствием как того факта,

что элементы R(f δ, Aδ, hδ, gδ, δ) ≡ zδ ∈ D при δ → 0 сходятся одновременно и по функции

и по «ограничениям», так и дополнительных свойств исходных данных задачи.

Так как основной целью работы является построение ОМП в задаче (P 0), но семейство

{zδ ∈ D : δ ∈ (0, δ0]} из определения 1 не является последовательностью, то помимо введен-

ного выше определения регуляризирующего оператора в задаче (P 0) введем его «след» —

определение ОМП-образующего оператора в этой задаче.

Определение 2. Пусть δk ∈ (0, δ0), k = 1, 2, . . . , — сходящаяся к нулю последователь-

ность положительных чисел. Зависящий от δk, k = 1, 2, . . . , оператор R(·, ·, ·, ·, δk), ставя-

щий в соответствие каждому набору исходных данных (f δk , Aδk , hδ
k

, gδ
k

), удовлетворяющих

оценкам (1.1) при δ = δk, элемент zδ
k ∈ D, называется ОМП-образующим в задаче (P 0), ес-

ли последовательность zδ
k

, k = 1, 2, . . . , есть ОМП в этой задаче. Если ОМП в задаче (P 0)

понимается в смысле (1.4), то будем говорить, соответственно, и об ОМП-образующем опе-

раторе в задаче (P 0) в смысле (1.4).

Определим далее двойственную задачу

V δ(λ, µ) ≡ inf
z∈D

Lδ(z, λ, µ) → sup, (λ, µ) ∈ H × R
m
+ .

В случае сильной выпуклости f δ значение V δ(λ, µ) достигается при любых (λ, µ) ∈
∈ H × R

m
+ , где R

m
+ ≡ {x = (x1, . . . , xm) ∈ R

m : xi > 0, i = 1, . . . ,m}, на единствен-

ном элементе zδ[λ, µ] ≡ argmin {Lδ(z, λ, µ), z ∈ D} (в этом случае функционал Лагранжа

Lδ(z, λ, µ), z ∈ D, является непрерывным и сильно выпуклым). В случае ограниченного

множества D двойственный функционал V δ, очевидно, определен и конечен для любого

элемента (λ, µ) ∈ H × R
m, а его значение при (λ, µ) ∈ H × R

m
+ достигается на элементах

множества Zδ[λ, µ] ≡ Argmin {Lδ(z, λ, µ), z ∈ D}.

§ 2. Регуляризованные ПЛ в выпуклых задачах условной оптимизации

Итак, основной нашей целью является доказательство регуляризованного ПЛ (другими

словами, регуляризованной теоремы Куна–Таккера) в задаче условной оптимизации (P 0)

с выпуклым (и, вообще говоря, не сильно выпуклым) функционалом качества в случае,

когда на множество D не накладывается условие ограниченности. Будем опираться для

достижения указанной цели на результаты статьи [3], в которой аналогичное утверждение

было доказано в предположении сильной выпуклости f 0 (и f δ). При этом нам потребуется,

прежде всего, уточнение теоремы 3.1 сходимости метода двойственной регуляризации в [3].
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2.1. Двойственная регуляризация в выпуклой задаче условной оптимизации
с сильно выпуклым функционалом цели

Предполагаем в данном разделе, что задача (P 0) разрешима, ее решение обозначаем

через z0, а функции f δ, δ ∈ [0, δ0], считаем сильно выпуклыми на D с постоянной сильной

выпуклости κ, которая не зависит от δ ∈ [0, δ0]. Обозначим, как и в [3], через (λδ,α, µδ,α)
единственную в H × R

m
+ точку, дающую на этом множестве максимум сильно вогнутому

функционалу

Rδ,α(λ, µ) ≡ V δ(λ, µ)− α‖λ‖2 − α|µ|2, (λ, µ) ∈ H × R
m
+ .

Подчеркнем, что в данной работе, в отличие от [3], мы рассматриваем непараметрическую

задачу (P 0) (то есть задачу, не содержащую параметры в ограничениях). По этой причине

мы используем здесь все те же обозначения, что и в [3], но пара (p, r) при этом из всех

обозначений [3] удаляется.

Базовым результатом [3] являлось доказательство того факта, что регуляризованные эле-

менты zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)] в случае сильно выпуклого целевого функционала сильно сходятся

при δ → 0 к единственному в этой ситуации решению z0 задачи (P 0). При этом существен-

ным было именно то, что точки zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)], как точки минимума функции Лагран-

жа Lδ(·, λδ,α(δ), µδ,α(δ)), благодаря сильной выпуклости целевого функционала определялись

единственным образом. Благодаря этому и в основной теореме 4.2 в [3] точки zδ
k

[λk, µk], ап-

проксимирующие решение z0 (также единственное благодаря сильно выпуклости f 0) опре-

делялись корректно, то есть единственным образом.

Пусть выполняется условие согласования

δ

α(δ)
→ 0, α(δ) → 0, δ → 0. (2.1)

Напомним, что в [3] в предположении независимости постоянной сильной выпуклости

κ от δ было показано (см. неравенство (3.25) в [3]), что

‖zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]‖ 6 L, (2.2)

где постоянная L > 0 не зависит от δ, но зависит, вообще говоря, от κ. Указанная постоян-

ная L была использована затем в формулировке теоремы сходимости метода двойственной

регуляризации в [3] (теорема 3.1 в [3]). При получении этой оценки использовалась, в част-

ности, доказанная в [3] оценка (см. оценку (3.17) в [3])

f δ(zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) > K,

где постоянная K также не зависит от δ, но зависит, вообще говоря, от κ.

2.1.1. Оценки отклонения приближенных решений по функции и по ограничениям

Итак, получим оценку для величины ‖zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]‖ с новой мажорирующаей посто-

янной (вместо L), которая явным образом зависит от постоянной сильной выпуклости κ
и величины F , равномерно по δ ∈ [0, δ0] ограничивающей снизу на D функцию f δ:

f δ(z) > F ∀ z ∈ D, δ ∈ [0, δ0]. (2.3)

Как результат, мы уточним теорему 3.1 в [3], заменив в ней постоянную L новой ма-

жорирующей постоянной, а затем применим полученный результат для получения регу-

ляризованного ПЛ в выпуклой задаче (P 0), функционал качества которой, вообще говоря,
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не является сильно выпуклым. На этом пути главной целью всех построений данного раз-

дела является получение оценок точности приближения элементов zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)] к реше-

нию z0 задачи (P 0) по функционалу и по ограничениям через величины δ, α(δ), κ, ‖z0‖,
f 0(z0) и F в предположении (2.3).

Для достижения указанной цели нам потребуются следующие оценки из [3]. Во-первых,

это оценка (3.23) из [3] (постоянная C в ней это постоянная из (1.1)))

f δ(zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) 6 f 0(z0) + Cδ(1 + ‖z0‖2) + Cδ‖λδ,α(δ)‖(2 + ‖z0‖) +
+ Cδ|µδ,α(δ)|(1 + ‖z0‖2) ≡ f 0(z0) + ψ(δ) ∀ δ ∈ (0, δ0).

(2.4)

Она является следствием неравенств, во втором из которых используются оценки (1.1) (на-

помним, что zδ[λ, µ] ≡ argmin {Lδ(z, λ, µ), z ∈ D})

Lδ(zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)], λδ,α(δ), µδ,α(δ)) 6 Lδ(z0, λδ,α(δ), µδ,α(δ)) 6 (2.5)

f 0(z0) + [f δ(z0)− f 0(z0)] + ‖λδ,α(δ)‖‖Aδz0 − hδ‖+ |µδ,α(δ)||gδ(z0)− g0(z0)| 6

f 0(z0) + Cδ(1 + ‖z0‖2) + Cδ‖λδ,α(δ)‖(2 + ‖z0‖) + Cδ|µδ,α(δ)|(1 + ‖z0‖2)
с учетом неравенства (см. неравенство (3.14) в [3])

〈(Aδzδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]− hδ, gδ(zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)])), (λδ,α(δ), µδ,α(δ))〉 > 0. (2.6)

Во вторых, это оценка (3.18) из [3]

α(δ)
√
‖λδ,α(δ)‖2 + |µδ,α(δ)|2 6 C2δ +

√
C2

2δ
2 − 8α(δ)K(δ) ≡ φ(δ, α(δ)) ∀ δ ∈ (0, δ0), (2.7)

с C2 =
√
2C1(1 + ‖z0‖2) (см. (3.16) в [3]), C1 = 3/2C (см. (3.15) в [3]), а также с K(δ) ≡

≡ f δ(zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)])− f 0(z0)− Cδ(1 + ‖z0‖2).
Наконец, в третьих, это оценки (3.20) из [3]

‖Aδzδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]− hδ‖ 6 φ(δ, α(δ)) ∀ δ ∈ (0, δ0),

gδi (z
δ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) 6 φ(δ, α(δ)) ∀ δ ∈ (0, δ0), φ(δ, α(δ)) → 0, δ → 0, i = 1, . . . ,m.

(2.8)

С целью получения анонсированной оценки заметим, прежде всего, что, в силу извест-

ного неравенства [2, теорема 8.2.10] для сильно выпуклых функционалов можем записать

κ‖z0 − z∗δ‖2 6 f δ(z0)− f δ(z∗δ ) 6 f δ(z0)− F, (2.9)

κ‖zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]− z∗δ‖2 6 f δ(zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)])− f δ(z∗δ ) 6 f δ(zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)])− F.

где z∗δ ≡ argmin{f δ(z), z ∈ D}.
Тогда из первой оценки (2.9) выводим оценку

‖z0 − z∗δ‖ 6

√
f δ(z0)− F√

κ
6

√
f 0(z0) + Cδ(1 + ‖z0‖2)− F√

κ
,

из которой получаем

‖z∗δ‖ 6 ‖z0‖+
√
f 0(z0) + Cδ(1 + ‖z0‖2)− F√

κ
.
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В свою очередь, из второй оценки (2.9) аналогичным образом и с учетом последней оценки

получаем неравенство

‖zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]‖ 6 ‖z0‖+
√
f 0(z0) + Cδ(1 + ‖z0‖2)− F√

κ
+

√
f δ(zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)])− F√

κ
,

из которого в силу оценки (2.4) следует

‖zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]‖ 6 ‖z0‖+
√
f 0(z0) + δ(1 + ‖z0‖2)− F√

κ
+

+

√
f 0(z0) + ψ(δ)− F√

κ
≡ ‖z0‖+ ξ(δ, α(δ))√

κ
∀ δ ∈ (0, δ0).

(2.10)

Последняя оценка, правая часть которой явным образом зависит от постоянной сильной

выпуклости κ, с определенной в (2.4) величиной ψ(δ), и является искомой оценкой в пред-

положении (2.3) для величины ‖zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]‖. Величину же ‖z0‖ + ξ(δ,α(δ))√
κ

в правой

части неравенства (2.10) можно взять вместо величины L в теореме 3.1 в [3] при указанном

предположении (см. ниже теорему 1).

Далее, оценивая величину φ(δ, α(δ)), можем записать (напомним, что C2 = C(3
√
2/2) ·

· (1 + ‖z0‖2))

φ(δ, α(δ)) ≡ C2δ +
√
C2

2δ
2 − 8α(δ)K(δ) ≡

≡ C2δ +
√
C2

2δ
2 − 8α(δ)(f δ(zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)])− f 0(z0)− Cδ(1 + ‖z0‖2)) 6

6 C2δ +
√
C2

2δ
2 − 8α(δ)(F − f 0(z0)− Cδ(1 + ‖z0‖2)) ∀ δ ∈ (0, δ0).

(2.11)

Таким образом, учитывая оценку (2.7), получаем оценку

α(δ)
√

‖λδ,α(δ)‖2 + |µδ,α(δ)|2 6 C2δ+
√
C2

2δ
2 − 8α(δ)(F − f 0(z0)− Cδ(1 + ‖z0‖2)) ∀ δ ∈ (0, δ0).

(2.12)

Наконец, оценка (2.4) в совокупности с оценками (2.7), (2.12) и условием согласова-

ния (2.1) обеспечивает и оценку величины ψ(δ) через величины δ, α(δ), κ, ‖z0‖, f 0(z0) и F
в предположении (2.3).

Подытоживая проведенные рассуждения, получаем с учетом оценок (1.1), (2.8), (2.10)

оценки для любого δ ∈ (0, δ0)

‖A0zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]− h0‖ 6

6 ‖Aδzδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]− hδ‖+ ‖A0zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]−
− Aδzδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]‖+ ‖h0 − hδ‖ 6

6 ‖Aδzδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]− hδ‖+ Cδ(1 + ‖zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]‖) + Cδ 6

6 φ(δ, α(δ)) + Cδ(2 + ‖z0‖+ ξ(δ, α(δ))√
κ

),

(2.13)

g0i (z
δ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) 6

6 gδi (z
δ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) + g0i (z

δ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)])− gδi (z
δ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) 6

6 gδi (z
δ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) + Cδ(1 + ‖zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]‖2) 6

6 φ(δ, α(δ)) + Cδ(1 + (‖z0‖+ ξ(δ, α(δ))√
κ

)2).

(2.14)
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Одновременно, оценки (1.1), (2.4), (2.10) дают возможность записать оценку для любого

δ ∈ (0, δ0)

f 0(zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) 6

6 f 0(z0) + ψ(δ) + f 0(zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)])− f δ(zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) 6

6 f 0(z0) + ψ(δ) + Cδ(1 + ‖zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]‖2) 6

6 f 0(z0) + ψ(δ) + Cδ(1 + (‖z0‖+ ξ(δ, α(δ))√
κ

)2).

(2.15)

Полученные оценки (2.13), (2.14), (2.15), в которых величина ψ(δ) задается в (2.4), в со-

вокупности с оценками (2.7), (2.11), (2.12) и условием согласования (2.1), представляют

собой явные оценки точности приближения элементов zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)] к решению z0 за-

дачи (P 0) по ограничениям и по функционалу качества через величины δ, α(δ), κ, ‖z0‖,
f 0(z0) и F в предположении (2.3).

Замечание 3. Заметим, наконец, что если бы мы вместо оценки (2.10) имели бы, как

и в [3], оценку (2.2) (см. оценку (3.25) в [3]), то очевидно, вместо оценок (2.13), (2.14),
(2.15) мы бы получили, как и в [3], оценки

‖A0zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]− h0‖ 6 φ(δ, α(δ)) + Cδ(2 + L),

g0i (z
δ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) 6 φ(δ, α(δ)) + Cδ(1 + L2),

f 0(zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) 6 f 0(z0) + ψ(δ) + Cδ(1 + L2).

2.1.2. Уточненная теорема сходимости метода двойственной регуляризации
в выпуклом программировании с сильно выпуклым функционалом цели

Полученные выше оценки (2.13), (2.14), (2.15) позволяют нам уточнить теорему 3.1

сходимости метода двойственной регуляризации в [3] (здесь нам будет нужна только часть

ее утверждений).

Теорема 1 (Регуляризирующий двойственный алгоритм). Пусть задача (P 0) разрешима.

Тогда, вне зависимости от того, разрешима или нет двойственная к (P 0) задача, в пред-

положении (2.3) и при выполнении условия согласования (2.1) выполняются соотношения

α(δ)‖(λδ,α(δ), µδ,α(δ))‖2 → 0, δ → 0,

f 0(zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) 6 f 0(z0) + ψ1(δ),

ψ1(δ) ≡ ψ(δ) + Cδ(1 + (‖z0‖+ ξ(δ, α(δ))√
κ

)2) → 0, δ → 0,
(2.16)

‖A0zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]− h0‖ 6 φ(δ, α(δ)) + Cδ(2 + ‖z0‖+ ξ(δ, α(δ))√
κ

) → 0, (2.17)

g0i (z
δ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) 6 φ(δ, α(δ)) + Cδ(1 + (‖z0‖+ ξ(δ, α(δ))√

κ
)2) → 0, (2.18)

〈(λδ,α(δ), µδ,α(δ)), (Aδzδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]− hδ, gδ(zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]))〉 → 0, δ → 0,

где C, C2 = C(3
√
2/2)(1+‖z0‖2) — независящие от δ постоянные (см. формулы (1.1), (2.7)),

а величины ψ(δ), φ(δ, α(δ)), ξ(δ, α(δ)) определены в (2.4), (2.7), (2.10) соответственно.
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Если же сильно выпуклый функционал f 0 является и субдифференцируемым (в смысле

выпуклого анализа) в точках D, то справедливо и предельное соотношение

‖zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]− z0‖ → 0, δ → 0. (2.19)

Другими словами, вне зависимости от того, разрешима или нет двойственная задача, за-

висящий от параметра δ ∈ (0, δ0) оператор (алгоритм) R(·, ·, ·, ·, δ), ставящий в соответ-

ствие каждой четверке исходных данных f δ, Aδ, hδ, gδ, удовлетворяющих оценкам (1.1),

элемент R(f δ, Aδ, hδ, gδ, δ) = zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)], является регуляризирующим в смысле опре-

деления 1, причем в случае субдифференцируемости f 0 в точках D имеет место и сильная

сходимость (2.19). Если же такой субдифференцируемости нет, то можно говорить лишь

о слабой сходимости zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)] к z0 при δ → 0.
В случае ограниченного D и, как следствие, оценки ‖zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]‖ 6 L, δ ∈ (0, δ0)

(например, с L = sup
z∈D

‖z‖), величину ‖z0‖+ ξ(δ,α(δ))√
κ

в (2.16), (2.17), (2.18) следует заменить

на L (см. замечание 3).

Замечание 4. В формулировке теоремы 3.1 в [3] были пропущены полученные при ее до-

казательстве слагаемые: ψ(δ) (см. неравенства (3.23), (3.26) в [3]) — в выражении для ψ1(δ)
в формуле, соответствующей (2.16); Cδ(2 + L) — в правой части неравенства, соответ-

ствующего (2.17); Cδ(1 + L2) — в правой части неравенства, соответствующего (2.18).
В приводимой здесь формулировке все указанные слагаемые восстановлены с заменой L
на ‖z0‖+ ξ(δ,α(δ))√

κ
.

2.2. Двойственная регуляризация в задаче выпуклого программирования
с выпуклым функционалом цели

В предыдущем разделе была описана процедура двойственной регуляризации в зада-

че выпуклого программирования с сильно выпуклым функционалом качества и получены

оценки сходимости этой процедуры по функции и по ограничениям. В настоящем разделе

мы покажем как эти оценки могут быть применены к задаче выпуклого программирования

с выпуклым функционалом качества, который не обязательно является сильно выпуклым.

А именно, мы организуем процесс двойственной регуляризации с помощью двух регу-

ляризирующих добавков, один из которых находится, как и ранее, в двойственной задаче,

а другой — в функционале качества. При этом существенную роль будут играть полученные

в предыдущем разделе оценки (2.13), (2.14), (2.15). Они в совокупности с оценками (2.7),

(2.11), (2.12) и условием согласования (2.1) представляют собою явные оценки для от-

клонений приближенных решений zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)], аппроксимирующих точное решение z0

задачи (P 0) с сильно выпуклым функционалом f 0, по функции и по ограничениям через

величины δ, α(δ), κ, ‖z0‖, f 0(z0) и F в предположении (2.3).

Итак, рассматриваем сформулированную в § 1 задачу (P 0), функционал f 0 : D → R
1

которой является выпуклым на выпуклом замкнутом (возможно неограниченном) множе-

стве D, точнее, выпуклыми являются как точный функционал f 0, так и его возмущение f δ.

Пусть решение задачи (P 0) (единственное, в случае строгой (сильной) выпуклости f 0) су-

ществует, то есть Z0 6= ∅. Заметим, что из существования ограниченной ОМП в задаче (P 0),

очевидно, следует и разрешимость последней.

Далее будем обозначать через z0 одно конкретное из решений задачи (P 0), а именно,

ее нормальное, то есть минимальное по норме, решение. Предположим, что выполняется

условие (2.3), в котором величина F не зависит от δ ∈ [0, δ0].
Рассмотрим семейство регуляризованных задач

(P δ
ε ) f δ(z) + ε‖z‖2 → min, Aδz = hδ, gδi (z) 6 0, i = 1, . . . ,m, z ∈ D ⊂ Z,
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с их единственными и одновременно нормальными решениями zδε , ε > 0, δ > 0, z00 ≡ z0.
Очевидно, в каждой из задач (P δ

ε ) c ε > 0 функционал качества f δ(·) + ε‖ · ‖2 является

непрерывным и сильно выпуклым на D с постоянной сильной выпуклости ε > 0, причем

в силу условия (2.3) справедлива оценка

f δ(z) + ε‖z‖2 > F ∀ z ∈ D, δ ∈ [0, δ0], ε > 0. (2.20)

Как известно из результатов обычной теории тихоновской стабилизации [2, § 4, теорема 4],

в этом случае для любой зависимости ε(δ) > 0, ε(δ) → 0, δ → 0, имеет место предельное

соотношение z0ε(δ) → z0, δ → 0, где, как уже определено выше, z0 — нормальное решение

исходной задачи (P 0).

Введем регулярный функционал Лагранжа

Lδ,ε(z, λ, µ) ≡ f δ(z) + ε‖z‖2 + 〈λ,Aδz − hδ〉+ 〈µ, gδ(z)〉, z ∈ D, λ ∈ H, µ ∈ R
m
+ ,

и двойственную задачу

V δ,ε(λ, µ) ≡ inf
z∈D

Lδ,ε(z, λ, µ) → sup, (λ, µ) ∈ H × R
m
+ , V δ,0(λ, µ) ≡ V δ(λ, µ).

Пусть zδ,ε[λ, µ] ≡ argmin {Lδ,ε(z, λ, µ), z ∈ D} при условии, что (λ, µ) ∈ H × R
m
+ , ε > 0,

δ > 0. Обозначим через (λδ,α(δ),ε, µδ,α(δ),ε) ∈ H × R
m
+ решение регуляризованной двойствен-

ной задачи

V δ,ε(λ, µ)− α(δ)‖(λ, µ)‖2 → max, (λ, µ) ∈ H × R
m
+ ,

с условием согласования (2.1). Пусть помимо условия согласования (2.1) выполняется и еще

одно подобное условие
δ

ε(δ)
→ 0, ε(δ) → 0, δ → 0. (2.21)

Сформулированные условия в силу оценок (2.13), (2.14), (2.15), с учетом оценки (2.20),

позволяют записать

‖A0zδ,ε(δ)[λδ,α(δ),ε(δ), µδ,α(δ),ε(δ)]− h0 − p‖ 6

6 φ(δ, α(δ), ε(δ)) + Cδ(2 + ‖z0ε(δ)‖+
ξ(δ, α(δ), ε(δ))√

ε(δ)
),

(2.22)

g0i (z
δ,ε(δ)[λδ,α(δ),ε(δ), µδ,α(δ),ε(δ)]) 6

6 φ(δ, α(δ), ε(δ)) + Cδ(1 + (‖z0ε(δ)‖+
ξ(δ, α(δ), ε(δ))√

ε(δ)
)2), i = 1, . . . ,m,

(2.23)

f 0(zδ,ε(δ)[λδ,α(δ),ε(δ), µδ,α(δ),ε(δ)]) + ε(δ)‖zδ,ε(δ)[λδ,α(δ),ε(δ), µδ,α(δ),ε(δ)‖2 6

6 f 0(z0ε(δ)) + ε(δ)‖z0ε(δ)‖2 + ψ(δ, ε(δ)) + Cδ(1 + (‖z0ε(δ)‖+
ξ(δ, α(δ), ε(δ))√

ε(δ)
)2),

(2.24)

‖zδ,ε(δ)[λδ,α(δ),ε(δ), µδ,α(δ),ε(δ)]‖ 6 ‖z0ε(δ)‖+
ξ(δ, α(δ), ε(δ))√

ε(δ)
, (2.25)

где (см. формулу (2.11))

φ(δ, α(δ), ε(δ)) 6 (2.26)

6 C2(ε(δ))δ +
√
(C2(ε(δ)))2δ2 − 8α(δ)(F − f 0(z0

ε(δ))− ε(δ)‖z0
ε(δ)‖2 − Cδ(1 + ‖z0

ε(δ)‖2)),
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ψ(δ, ε(δ)) ≡ (2.27)

≡ Cδ(1 + ‖z0ε(δ)‖2) + Cδ(‖z0ε(δ)‖+ 2)‖λδ,α(δ),ε(δ)‖+ Cδ(1 + ‖z0ε(δ)‖2)|µδ,α(δ),ε(δ)| → 0, δ → 0,

ξ(δ, α(δ), ε(δ)) ≡
≡

√
f 0(z0

ε(δ)) + ε(δ)‖z0
ε(δ)‖2 + δ(1 + ‖z0

ε(δ)‖2)− F +

+
√
f 0(z0

ε(δ)) + ε(δ)‖z0
ε(δ)‖2 + ψ(δ, ε(δ))− F ,

(2.28)

α(δ)
√
‖λδ,α(δ),ε(δ)‖2 + |µδ,α(δ),ε(δ)|2 6 (2.29)

6 C2(ε(δ))δ +
√

(C2(ε(δ)))2δ2 − 8α(δ)(F − f 0(z0
ε(δ))− ε(δ)‖z0

ε(δ)‖2 − Cδ(1 + ‖z0
ε(δ)‖2)).

Здесь постоянная C > 0 берется, как и выше, из (1.1) и не зависит от δ, C2(ε(δ)) =
= C(3

√
2/2)(1 + ‖z0ε(δ)‖2).

Полученные оценки (2.22), (2.23), (2.24) в совокупности с оценкой (2.26), равенства-

ми (2.27), (2.28) и оценкой (2.29), а также с учетом условий согласования (2.1), (2.21)

и предельного соотношения z0ε(δ) → z0, δ → 0, где z0 — нормальное решение исходной

задачи (P 0), дают

A0zδ,ε(δ)[λδ,α(δ),ε(δ), µδ,α(δ),ε(δ)]− h0 → 0, (2.30)

g0i (z
δ,ε(δ)[λδ,α(δ),ε(δ), µδ,α(δ),ε(δ)]) 6 ϕ(δ) → 0, i = 1, . . . ,m,

f 0(zδ,ε(δ)[λδ,α(δ),ε(δ), µδ,α(δ),ε(δ)]) 6 f 0(z0) + ϕ1(δ), ϕ1(δ) → 0,

α(δ)‖λδ,α(δ),ε(δ)‖ → 0, α(δ)|µδ,α(δ),ε(δ)| → 0, δ → 0, (2.31)

откуда следует, что любая последовательность zδ
k,ε(δk)[λδ

k,α(δk),ε(δk), µδk,α(δk),ε(δk)] с δk > 0,
δk → 0, k → ∞, представляет собою ОМП в смысле (1.4) в рассматриваемой задаче (P 0),

причем α(δk)‖(λδk,α(δk),ε(δk), µδk,α(δk),ε(δk))‖ → 0, k → ∞. При этом все слабые предельные

точки построенной ОМП в случае существования таковых (они заведомо существуют, если

она ограничена) являются решениями задачи (P 0).

Замечание 5. В случае ограниченного D и оценки ‖zδ,ε(δ)[λδ,α(δ),ε(δ), µδ,α(δ),ε(δ)]‖ 6 L,

δ ∈ (0, δ0) (см. замечание 3), величину ‖z0ε(δ)‖ + ξ(δ,α(δ),ε(δ))√
ε(δ)

в (2.22), (2.23), (2.24), (2.25)

следует заменить на L. Как следствие, в этом случае условие согласования (2.21) стано-

вится излишним, можно формально положить ε(δ) = ε и предельные соотношения (2.30),
(2.31) можно переписать в виде

A0zδ,ε[λδ,α(δ),ε, µδ,α(δ),ε]− h0 → 0, g0i (z
δ,ε[λδ,α(δ),ε, µδ,α(δ),ε]) 6 ϕ(δ, ε) → 0, i = 1, . . . ,m,

f 0(zδ,ε[λδ,α(δ),ε, µδ,α(δ),ε]) 6 f 0(z0) + ϕ1(δ, ε), ϕ1(δ, ε) → 0,

α(δ)‖(λδ,α(δ),ε, µδ,α(δ),ε)‖ → 0, δ → 0, ε→ 0.

Итак, в настоящем разделе построена ОМП в смысле (1.4) в задаче (P 0) или, другими

словами, доказана следующая теорема.

Теорема 2. Пусть Z0 6= ∅ и выполняются условия согласования (2.1) и (2.21), δk ∈ (0, δ0),
k = 1, 2, . . . , — последовательность сходящихся к нулю положительных чисел. Пусть так-

же выполняется условие (2.3). Тогда оператор R(·, ·, ·, ·, δk), ставящий в соответствие

любому набору исходных данных {f δk , Aδk , hδ
k

, gδ
k}, удовлетворяющих оценкам (1.1) при
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δ = δk, элемент R(f δk , Aδk , hδ
k

, gδ
k

, δk) ≡ zδ
k,ε(δk)[λδ

k,α(δk),ε(δk), µδk,α(δk),ε(δk)], является ОМП-

образующим в смысле (1.4), причем α(δk)‖(λδk,α(δk),ε(δk), µδk,α(δk),ε(δk))‖ → 0, k → ∞. Од-

новременно полученные выше оценки (2.22), (2.23), (2.24) (в совокупности с оценкой (2.26),

равенствами (2.27), (2.28) и оценкой (2.29), а также с учетом условий согласования (2.1),

(2.21) и предельного соотношения z0ε(δ) → z0, δ → 0) естественно трактовать как оценки

точности построенного ОМП по ограничениям и функционалу.

В случае ограниченного D условие согласования (2.21), а также условие ограничен-

ности снизу (2.3) становятся излишними. В этом случае ОМП-образующий оператор

R(·, ·, ·, ·, δk), ставящий в соответствие любому набору исходных данных {f δk , Aδk , hδ
k

, gδ
k},

удовлетворяющих оценкам (1.1) при δ = δk, элемент из D, задается равенством

R(f δk , Aδk , hδ
k

, gδ
k

, δk) ≡ zδ
k,εk [λδ

k,α(δk),εk , µδk,α(δk),εk ],

где εk, k = 1, 2, . . . , — произвольная последовательность сходящихся к нулю положитель-

ных чисел.

Очевидно, при дополнительном предположении β = β0 построенная ОМП в смыс-

ле (1.4) о задаче (P 0) является одновременно и ОМП в смысле (1.3). Это позволит нам

далее доказать в терминах ОМП регуляризованный ПЛ для задачи (P 0), являющийся одно-

временно регуляризирующим алгоритмом в задаче в смысле определения 1.

2.3. Регуляризованный ПЛ в задаче условной оптимизации
при условии равенства двух ее значений

Покажем, что в случае β = β0 при условии (2.3) выполняется и предельное соотношение

〈(λδ, µδ), (Aδzδ,ε(δ)[λδ, µδ]− hδ, gδ(zδ,ε(δ)[λδ, µδ]))〉 → 0, δ → 0. (2.32)

Здесь и ниже принято обозначение (λδ, µδ) ≡ (λδ,α(δ),ε(δ), µδ,α(δ),ε(δ)). Для этого сначала за-

метим, что в данном случае из трех соотношений (2.30) следует предельное соотношение

f 0(zδ,ε(δ)[λδ, µδ]) → f 0(z0), δ → 0. (2.33)

Одновременно, в силу (2.5) можем записать в случае задачи (P δ
ε(δ))

f δ(zδ,ε(δ)[λδ, µδ]) + ε(δ)‖zδ,ε(δ)[λδ, µδ]‖2 + 〈(λδ, µδ), (Aδzδ,ε(δ)[λδ, µδ]− hδ, gδ(zδ,ε(δ)[λδ, µδ]))〉 6
6 f 0(z0ε(δ)) + ε(δ)‖z0ε(δ)‖2 + Cδ(1 + ‖z0ε(δ)‖2) + Cδ‖λδ‖(2 + ‖z0ε(δ)‖) + Cδ|µδ|(1 + ‖z0ε(δ)‖2) ≡

≡ f 0(z0ε(δ)) + ε(δ)‖z0ε(δ)‖2 + ψ(δ, ε(δ)),

или

〈(λδ, µδ), (Aδzδ,ε(δ)[λδ, µδ]− hδ, gδ(zδ,ε(δ)[λδ, µδ]))〉 6
6 f 0(z0ε(δ)) + ε(δ)‖z0ε(δ)‖2 + ψ(δ, ε(δ))− f δ(zδ,ε(δ)[λδ, µδ]),

что с учетом предельного соотношения (2.33), первой из оценок (1.1), оценки (2.25), усло-

вия согласования (2.21) и предельных соотношений z0ε(δ) → z0, ψ(δ, ε(δ)) → 0, δ → 0, дает

оценку

〈(λδ, µδ), (Aδzδ,ε(δ)[λδ, µδ]− hδ, gδ(zδ,ε(δ)[λδ, µδ]))〉 6 γ(δ) → 0, δ → 0.

При этом в силу (2.6) имеем 〈(λδ, µδ), (Aδzδ,ε(δ)[λδ, µδ] − hδ, gδ(zδ,ε(δ)[λδ, µδ]))〉 > 0. Две

последние оценки дают предельное соотношение (2.32) в случае β = β0.
Докажем следующий регуляризованный ПЛ, являющийся одновременно регуляризиру-

ющим алгоритмом для построения ОМП-образующего оператора в задаче (P 0) при условии

β = β0. Он объединяет в себе необходимые и достаточные условия существования ограни-

ченной ОМП в этой задаче.
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Теорема 3. Пусть β = β0, выполняется условие (2.3) и δk ∈ (0, δ0), k = 1, 2, . . . , δk → 0,
k → ∞, — произвольная фиксированная последовательность. Тогда:

1) для существования в задаче (P 0) ограниченной ОМП (или, что эквивалентно, оп-

тимального элемента) необходимо, чтобы существовали последовательность сходящихся

к нулю положительных чисел εk, k = 1, 2, . . . , и последовательность двойственных пере-

менных (λk, µk) ∈ H × R
m
+ , k = 1, 2, . . . , такие, что δk‖(λk, µk)‖ → 0, k → ∞, и выполня-

ются включения

zδ
k,εk [λk, µk] ∈ Dδk,γk

, γk → 0, k → ∞, (2.34)

и предельное соотношение

〈(λk, µk), (Aδkzδ
k,εk [λk, µk]− hδ

k

, gδ
k

(zδ
k,εk [λk, µk]))〉 → 0, k → ∞, (2.35)

а последовательность zδ
k,εk [λk, µk], k = 1, 2, . . . , является (возможно неограниченной)

ОМП. Другими словами, оператор, задаваемый равенством

R(f δk , Aδk , hδ
k

, gδ
k

, δk) = zδ
k,εk [λk, µk], (2.36)

является регуляризирующим в смысле определения 1, причем каждая слабая предельная

точка последовательности zδ
k,εk [λk, µk], k = 1, 2, . . . , в случае ее ограниченности, есть ре-

шение задачи (P 0). В качестве конкретной последовательности (λk, µk) ∈ H × R
m
+ , k = 1,

2, . . . , можно взять, например, последовательность (λδ
k,α(δk),εk , µδk,α(δk),εk), k = 1, 2, . . . ,

с εk = ε(δk) при условиях согласования (2.1) и (2.21), вырабатываемую ОМП-образующим

алгоритмом теоремы 2;

2) для существования в задаче (P 0) ограниченной ОМП достаточно, чтобы существо-

вали последовательность сходящихся к нулю положительных чисел εk, k = 1, 2, . . . , и по-

следовательность двойственных переменных (λk, µk) ∈ H × R
m
+ , k = 1, 2, . . . , такие, что

δk‖(λk, µk)‖ → 0, k → ∞, выполняются включения (2.34) и предельное соотношение (2.35),

а последовательность zδ
k,εk [λk, µk], k = 1, 2, . . . , является ограниченной. В этом случае

задаваемый равенством (2.36) оператор является регуляризирующим в смысле определе-

ния 1 и каждая слабая предельная точка последовательности zδ
k,εk [λk, µk], k = 1, 2, . . . ,

есть решение задачи (P 0).

Замечание 6. Поясним содержательный смысл соотношений (2.34), (2.35) сформулиро-

ванной теоремы 3. Последовательность включений (2.34) и предельное соотношение (2.35)
естественно позиционировать как «секвенциальные обобщения» обычных для классическо-

го ПЛ (см., например, [1, п. 1.3.3]) условия допустимости оптимального элемента и усло-

вия дополняющей нежесткости соответственно. При этом на элементы последовательно-

сти zδ
k,εk [λk, µk], k = 1, 2, . . . , следует смотреть как на удовлетворяющие ограничениям

задачи (P 0) и обычному условию дополняющей нежесткости «лишь в пределе»2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства необходимости заметим, что в этом случае

задача (P 0) разрешима, то есть Z0 6= ∅. Теперь включение (2.34) и предельное соотноше-

ние δk‖(λk, µk)‖ → 0, k → ∞, а также предельное соотношение (2.35) теоремы вытекают

из (2.30), (2.31) (см. теорему 2) и (2.32), если в качестве точек (λk, µk), zδ
k,εk [λk, µk] взять

точки (λδ
k,α(δk),ε(δk), µδk,α(δk),ε(δk)), zδ

k,ε(δk)[λδ
k,α(δk),ε(δk), µδk,α(δk),ε(δk)], k = 1, 2, . . . , соответ-

ственно, с εk = ε(δk) и при условиях согласования (2.1) и (2.21).

2Если же предположить, что последовательность zδ
k,εk [λk, µk], k = 1, 2, . . . , сходится, естественно, к оп-

тимальному элементу z0, и (λk, µk) → (λ0, µ0), k → ∞, то переход к пределу в (2.35) дает равенство

〈µ0, g0(z0)〉 = 0 и, как следствие, обычное условие дополняющей нежесткости µ0

i g
0

i (z
0) = 0, i = 1, . . . ,m.
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Для доказательства достаточности заметим, прежде всего, что множество Z0 не пусто

ввиду включения zδ
k,εk [λk, µk] ∈ Dδk,γk

, ограниченности последовательности zδ
k,εk [λk, µk],

k = 1, 2, . . . , и условий на исходные данные задачи (P 0). Далее, можем записать

Lδk,εk(zδ
k,εk [λk, µk], λk, µk) 6 Lδk,εk(z, λk, µk) ∀ z ∈ D.

Отсюда, с учетом (2.35), ограниченности последовательности zδ
k,εk [λk, µk], k = 1, 2, . . . ,

следует

f δk(zδ
k,εk [λk, µk]) 6 f δk(z) + 〈(λk, µk), (Aδkz − hδ

k

, gδ
k

(z))〉+ ψk

∀ z ∈ D, ψk → 0, k → ∞.

Положим здесь z = z0 ∈ Z0 и используем условие согласования δk‖(λk, µk)‖ → 0,
k → ∞, и опять ограниченность последовательности zδ

k,εk [λk, µk], k = 1, 2, . . . . Тогда

получаем f 0(zδ
k,εk [λk, µk]) 6 f 0(z0) + ψ̃k, ψ̃k → 0, k → ∞. Так как одновременно мы

имеем включение zδ
k,εk [λk, µk] ∈ Dδk,γk

, то используя классические свойства слабой ком-

пактности ограниченного выпуклого замкнутого множества и слабой полунепрерывности

снизу непрерывного выпуклого функционала в гильбертовом пространстве, получаем, что

f 0(zδ
k,εk [λk, µk]) → f 0(z0), k → ∞, то есть последовательность zδ

k,εk [λk, µk], k = 1, 2, . . . ,
является ОМП в задаче (P 0) и, стало быть, задаваемый равенством (2.36) оператор явля-

ется регуляризирующим в смысле определения 1, причем каждая слабая предельная точка

последовательности zδ
k,εk [λk, µk], k = 1, 2, . . . , в силу ее ограниченности есть решение за-

дачи (P 0). �
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We consider the regularization of the Lagrange principle (LP) in the convex constrained optimization

problem with operator constraint-equality in a Hilbert space and with a finite number of functional

inequality-constraints. The objective functional of the problem is not, generally speaking, strongly convex.

The set of admissible elements of the problem is also embedded into a Hilbert space and is not assumed

to be bounded. Obtaining a regularized LP is based on the dual regularization method and involves the

use of two regularization parameters and two corresponding matching conditions at the same time. One of

the regularization parameters is «responsible» for the regularization of the dual problem, while the other

is contained in a strongly convex regularizing addition to the objective functional of the original problem.

The main purpose of the regularized LP is the stable generation of generalized minimizing sequences

that approximate the exact solution of the problem by function and by constraint, for the purpose of its

practical stable solving.
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